S

s

=0

B,

R,

Ge M,

Département Géostatistique

NOTE

GEOSTATISTIQUE N0 57

ETUDE THEORIQUE DES GRANULOMETRIES

G. MATHERON
Décembre 1964



NOTE GEOSTATISTIQUE No°o57

ETUDE THEORIQUE DES GRANULOMETRIES

I.~ INTRODUCTION ET GENERALITES.

Dens l'étude des milieux régionalisés en tout ou rien s'introduit nécessaire-
ment , Sous forme plus ou moins élaborée, une notion de granulométrie. Nous utiliserons
une définition probabiliste de la granulométrie, en interpr&tant chague grain comme

une réalisation d'une fonction aldatoire en tout ou rien.

Soit (dans 1'espace & n dimensions Rn) un grain germé & l'origine des coor-
données. En tant que fonction aléatoire en tout ou rien, il est défini par la donnée
de la loi spatiale, c'est-a-dire des quantités }?k(x,_'_,,° oxk) donnant la probabilité pour
que k points déterminés Xy oo oXy soient (par exemple) extérieurs au grain. Dans le
concept usuel de granulométrie, seule intervient la probabilité P{(x) pour que le

point x soit extérieur au grain.

Soit o= (“/.L’““ ocn) les cosinus directeurs du point courant x et r =[x|
son rayon vecteur. On peut représenter x par ses coordonnées “polaires " (r,o).Dans
la direction o, le grain poss®de un rayon ch' Pour r> Roc x est extérieur. Pour
r <R°L, il est intérieur (nous écartonms ici 1'éventualité; peu plausible puisque O est
le point ol le grain a germé), ol la droite de direction o couperait le grain selon
plusieurs intervalles disjoints). Pour r = ch convenons de dire que le point est en-
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core intérieur. Alors -
P’.L(X) = P(ch< r) = Fm(r)

La probabilité pour que x soit extérieur coincide avec la fonction de répar—

tition Foé(r) = P(Ra<r) du rayon R du grain dans la direction a.

Nous supposerons, dans ce qui suit, que Fa(r) ne dépend pas de la direction «
du rayon vecteur, autrement dit que la granulométrie est isotrope. Il en est naturel-

lement ainsi lorsque les grains sont assimilables & des sphéres. Mais cette condition

suffisante n'est nullement nécessaire. Les grains peuvent &tre de forme trds quelcon~



-2&3

ques et trds anisotrope (allonge’e9 aplatie, -etc ...). Si l'orientation de ces grains
est quelconque, plus précisément si chaque direction principale d'un grain de contour
geometrlque donné peut, avec une probabilité uniforme s'aligner avec une direction
quelconque o« de l'espace, .F (r) ne dépendra pas de &« et la granulométrie sera,
isotrope. S'il y a anisotropie (dlrectlon d'allongement préférentielle des grains dans
l“espace) une transformation lindaire des coordonndes permettra en général de se rame-

ner au cas isotrope.

La fonction de répartition F(r) associde & une granulométrie isotrope coincide
exactement, lorsque,leé grains. sont des sphéres, avec le courbe cumulative usuelle 3
condition d'exprimer les gramilométries en nombre de grains, et non pas en poids (et
en rayon r au lieu de diamdtres d). Lorsque les grains ne sont pas des sphéres, F(r)
est apparentée 3 cette courbe granulométrique, mais ne coincide pas exactement avec el-
le. Nous n'examinerons pas ici les rapports entre ces deux notions. Le lecteur pourra
supposer, s'il le veut,que nous nous limitons au cas des grains sphériques, ol les deux
notions coincident, encore qu'd notre sentiment la fonction F(r) possdde, dans le cas;
général, au moins autant de signification physique que la granulométrie usuelle (La
granulométrie usuelle est la fonction de répartition du plus grand diamdtre du grain,
P(r) celle du diamétre moyen,calculée en prenant la moyenne de R dans toutes les di~

rections «.

Usuellement, les granulométries sont exprimées en poids et non en nombre.

Soit G(r) la fonction donnant, en pourcentage du poids total, le 901ds de la fraction

granulométrlque R Lr, Dans 1l'espace & 3 dimensions, on passe de l'une 3 l'autre par

o

les formules o

5 d ¢(r) = —'%-a » 4 P(x)
‘ 3

( ar@) =% v aa()

)

oo . .
= c//orB a F(r)

20

"3
o)
Ny = / r 4 a(x)

0

avec



Soit, explicitement

p _

c<r>=-?-;; / o7 4 ¥(p)

:

) 4

% ) = /67 a ()
l 2%

Plus généralement, soient, dans R-, Fn(r) et Gn(z") des granulométries en

nombre et en mesure (volume si n = 3, surface si n =2, longueur sin=41) respec—

©

tivement. Désignons par mk(n) et Mk(n) les moments de ces lois :

®
,mk(n) =(‘/)rk d Fn(r)
° @

g 1, (n) = / ¥ a6 (r)

(1)

o &5

On passe de Fn a Gn et réciproquement par -
5

(2) 2 T
S
?

et, entre les moments de ces lois, on a les relations -

m o (n)
Mk(n) = mx-ni nn

_ Mk_n(n)
m (n) = W

S
(3) 2
(

II.~ MONTEE ET DESCENTE POUR LES GRANULOMETRIES.

Les pétrographes se sont longtemps demandé s'il était possible, ayant mesuré
une granulométrie sur lame mince, de reconstituer la gramulométrie originelle dans
1l'espace & trois dimensions le’c comment procéder & cette reconstitution. Plus générale-

ment, toute granulométrie Fn(r) dans un espace & n dimensions R® induit dans
chaque sous espace R'¥ 3 (n - k) dimensions une granulométrie que nous désignerons
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par ank(r)o Nous nous proposons- d*établir les formules de passage de Fn a ank’
et nous verrons qu'elles se raménent A 1'opération de montée d'ordre k effectude
sur (-»’J. - Fn(r').-lo Le passage inverse,. c'est-a-dire la reconstitution de F_ & partir

de Fn-k sera donc possible.d l'aide de l'opération inverse, qui est la descente
d'ordre k. Nous domnerons les formules de résolution explicite dans les deux cas inté-
ressants en pratique (n =3, et k =41 ou 2). pour Fn et ses moments. Les formules
correspondantes pour les granulométries en mesure G, s'en déduiront & 1'aide de (2)

et (3).

Passage de Fn a. an . Soit 6n le nombre moyen de germes par unité de volume dans R

(dans une interprétation aléatoire - qui n'a rien d'obligatoire - on peut admettre que
les germes sont implantés selon un schémz poissonien de densité eﬁ constante, La seu~-
le hypothése réellement requise est la constance, ou la quasi-constance, de en dans
une zone, entourant le point ol 1l'on travaille, et grande vis-a-vis de la dimension

moyenne des grains.)

Soit R le sous-espace de R (lame mince) auquel on s'intéresse, et Rk
n~k . n N

le sous-espace supplémentaire.

Soit un grain centré en 0' dans

Ry 4O
Rk 4 la distance r = 00" de l'ori- r.i
gine, et soit R = 0N, 0¢ 5 M /
M étant un point courant de Rn . E R,

<k
F (R) = Fn( V2 + 02 )

est la probabilité pour que M soit extérieur & un tel grain. 4 - Fn(r) est la pro-

babilité pour que O soit intérieur & ce grain, c'est-i~dire pour que ce grain induise
un grain dans Rn_ko La probabilité pour qu'il y ait un grain induit de rayon <p =0M

°

est done .
Fn( V2 4 02 ) = Fn(r)

Par ailleurs le nombre de grains présents dans Rk 4 la distance r de ll'ori-

. k=1
gine est en Sk r

dans R!: o Trk/z 2-ﬂk/2

s .

A T

d r, Sk désignant la surface de 1'hypersphire de rayon unité



Par suite la densité enmk de germes pour la granulométrie induite est °©

OO0
AL
® =9 5 / #2117 (2)] ar

o
S oo
k k
=8 5 / rd Fn(r)
o]
Soit
v - S K2
k x Kk
Ty (1 + %2°)
le volume de 1l'hypersphdre de rayon unité dans ng et soit mk(n) le moment d°ordre
k de F_ .
n
(4) e, =¢ V mn(a)

De méme, la granulométrie induite F_ (p) est ¢

Fic(P) f F‘ (Ve2's 2) - 7 (r)‘\ ar

- n-=k o

ol B VET <]

s b z 03 Q
ce qui peut s’eécrire .

{ Q“Fn=k(p)==ﬁk%ﬁ/?d‘n(.m )‘\ A
‘“"““""”/r’l F(uﬂ(u = udu

A un facteur constant prés, on recomnait lfexpression de la montée d'ordre k.

(5)

Désignons par Ik 1'opérateur de montée d'ordre k qui, & toute fonction gn(r)p as-

socie la fonction 8k = Ik g, .

o }Emd_

&P = S /gn(u) W -6 uau
P
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La formule de passage (5) peut s'écrire ©

' ) ek 1 e e et 1hor (e
(6) 4= le) = o ), MERENCY ) T ATEEXC)

L'opération inverse de la montée Ik est la descente I.,k de méme ordre k.

Le passage inverse de Fn=k & Fn est donc résolu par la formule
(7) 1=F(r)= ¥ m(n) I |1~ ank(p;-\

Cas particulier k =2. (pour n =3, ]i‘nm2 représente la fonction de répartition des de-

mi-traversées des grains, ou granulométrie (en nombre) & une seule dimension). La for=-

mule de passage est remarquablement simple. En effet, la montée d'ordre 2 est une in-

tégrale ordinaire . o0

8y (p) = L g, = 2 ﬂ/ gn(u)udu
p

et son inverse, la descente d'ordre 2, est une dérivée ordinaire .

1 d
g():l g = o oo e @ ()
n'P =2 °n=2 2np dp n-2'P

La formule (6) stéerit

) %0
(8) 1 = anz(P) = ;;("S L{)/’rﬂ. - Fn(uﬂ udu

Pour 1l'inverser, il est commode d'introduire la densité £ associde 3
9 n-2

F_ _, qui existe nécessairement d'aprés la formule(8) elle-méme.

=2
£ () == F (o)

n=2 ap n=2
Dol .
m,,(n)
m2(n) est liée & la pente & l'origine de 1'histogramme fn_z(p)o En effet .
4 . fn=2(p) L ., ( )
any s Mmoo mmEme=p e
2 p ==> 0
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Ainsi; -la fonction-granulométrique F. (p) 3 dimensions se déduit-d‘une manié-

sranulométrie 3 une dimen-—

1 'histogramme des traversées

uablement simple de

S].O]’lzo

Cas particulier k =4 (avec n =3, F.q estla granulométrie déduite des mesures effec-

tudes sur une section plane, par exemple une lame mince). La formule de passage est

ici un peu plus complexe. La montée d'ordre 4 stéerit -

[2,2]
() =Ty 5, =2 [ () i
gn=»‘i 71 *n n mz

P

Son inverse, qui est la descente d'ordre 4, Imlg s'obtient facilement, comme

on sait, en effectuant d’abord une descente d'ordre 2 sur &n1° qui conduit &

(p) == = = g (p)
Eni P 2np dp EnA P

puis une remontée d'ordre 4, dfol -
_1 du
g, (p) = / g (u) ——==—
Lo & = / et 1‘;——-—-112‘:: 2
Ainsi la formule (6) va donmer

(10) 1-F =2 [ [1-F ()] 2
L p, (n) {ﬂ V- 2

et la formule (7), de son coté, en posant .

d
£ut(P) = g5~ Faalp)

permet d’obtenir la fonction granulométrique originelle Fn(p) 4 partir de 1'histo-

gramme fnmi(P) des lames minces ¢

2m(n)
- F(p) = (w)
W R wp/ e

On calculera nm (n) en axmulant p dans la relation (11)9 soit .

- ‘ 5 =m (n) / £, 4(u) du




=8=

Calcul des moments

I1 est souvent commode de pouvoir calculer directement les moments mk(n)

de 1la loi Fn en fonction des moments expérimentaux mk(nmk) de la ioi Fn K

Ce passage direct est facile. En effet, multiplions les relations (5) par

poc-l;l. et intégrons en p de 0 & 1'infini. A gauche, il vient(avec x> o0)
90
/ocﬂ-(.lﬂp <Pﬂdp_o/ fw d nk(p) -=m(n==k)
0
A droite, on doit calculer l'intégrale dou'ble o
..,,E_w Pazidp/ﬁ, F(u)—](u= u'd'u
m (n)
SO § "
- B /F&=Fn(u)-\)uduu/ (u=p) .p““idu
n) 0 0
( ) T (3 z
= X v 15 / Fﬁ. - Fn(u) 'u.kﬂl'ocm1 du
m(n) o @ik %
k o
_ k T’(é’) V(§> mk+oc(n)
(n) o+ k K+ o
OIS JEE
Do, finalement -
Ta+HT@+9 ()
(12) (k) = 2 i

v<&+og=ﬂ=k> mk(n)

Inversement, il est facile de reconstituer mm(n) 3 partir de moc_k(nak).

On a,en premier lieu .
m@a+3)
(13) m (a) =m_, (n=k) m (n)

Ma+3) T@+255)
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Prenons o« = 0. Si k est un entier impair °©

!

m . (nk) (n)
R R ra-5)

on obtient -

o k
(14) o (n) o mmpk<an) @+ 5 Ma - 5)

a
mqk(n=k) P 1+ ; k;)m

Pour k entier pair, la formule ci-dessus n'est plus applicable. Il faut
procéder & un passage 3 la limite sur lequel nous n'insistons pas. Pour k = 2, on
a vu que 1l'on avait ©
) S -
9
fn-2<o>

et il suffit de porter cette valeur dans (13). En résumé, pour k=4 et k =2, on a

o
nyq(n-)  Vm[@+3)

§ ma(n ) =
) (o) 0 (Lt
(15) 5
m (n=2)
% ma(n) -2 «
£:_o(0)

poids se déduisent immédiatement des relations (3) et (13). On obtient .

n==%k
K () - ) ) m (o) T(L+ LB T a+iS)

s (n) Mg (2) P +3 Tz + %,i_g_:_lf)

Moments des gz Les moments Mk des granulométries exprimées en

[+ %32 M1+ 255

=M (n=k)
& n o+ ne=Kk
Ma+B) [M(a+ 2222

Ainsi les moments de m&me ordre o se déduisent treés simplement les uns

des autres, selon la formule -
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(1+3 B AR et
(16) - M (n) = 7 M (n-k)

CR-xed (1 + 2250

Conservation de la Porosité.

Dans Rn” il y a par unité de volume (% n dimensions) en germes, soit un
volume total occupé par les grains:
A =0 V m (n)
n n n n
De méme, dans Rn=kg par unité de volume (& n-k dimensions), le volume occupé

par les grains est .

e v m . (n=k)

?”n=k. = %nk ‘nk nk
De (4), nous tirons, en premier lieu

?\n=k = Gn Vk Vn==k mk(n) mnlek (n=k)

D'aprds (13), on a aussi :

T@+3)

m (n) = m (nak) mk(n)
MEa+5ra+235

Dol
P@+ 5 @+ 255
7\n=k = 6n Vk vn==k m (n W ( )
A+ 5
/2 T pael) Vs
m1) "ﬂ" 2 1+ ) (a+ ..._,_,.,,
=9 = " mn(n) =0 T, mn(n)

P(’l + é’) (4 + =‘=’=‘=') (ﬂ_ + ;)

Dol .
(17) 7\‘n = ?\"n=k

relation qui exprime la conservation de la porosité, et qui peut s'écrire aussi,
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d'aprds ce qui précdde, sous la forme remarquable -
(18) v mn(n) = Vk mk(n) ank mnmk(nak)

Le premier membre est 1'espérance mathématique du volume d'un grain dans R a°
Le deuxidme est le produit de 1l'espérance de l'hypersurface du contour apparent dans

Rk de ce m8me grain par celle du volume du grain induit dans Rn=k°

Avec k=41 et n=3," Vn

grain. Vk mk(n) est son diam®tre probable. Vn=k ok (n=k) est la surface moyenne

mn(n) est le volume moyen (ou probable) d'un
de la granulométrie induite telle gqu'elle apparait sur une lame mince?

Volume probable dans Rn = Diamétre probable dans Rn X Surface probable

dans Rn-=-=1°

III.~ APPLICATION AUX SCHEMAS BOOLEENS.

Appliquons les notions précédentes aux schémas booléens tels qu'ils ont été
définis dans la NOTE GEOSTATISTIQUE N° 56,

° n d e o Vé o .
Soit done, dans R, des germes supposés répartis selon un schéma Poissonien
Y accroissements indépendants. Chaque grain se développe, & partir de son germe, se=
lon un processus de croissance aléatoire, et son contour se trouve caractérisé par la

donnée des fonctions

'@Yk (:;1,0” xk)

représentant la probabilité pour que k points domnés soient tous extérieurs au grain
supposé germé & l'origine O des coordonnées. Nous supposons ici que les Tﬁ’n POSSe=
dent la symétrie sphérique. En particulier, '(D“'a.(x) est une fonction de(x| =r qui

coincide avec la granulométrie Fn(r) introduite ci-dessus.

Au lieu des '-Cb“kg il peut &tre commode d'introduire la fonctionnelle caracté-

ristique | s/ 2(x) glx)az
) -2e ™ 7

o f(x) est la fonction aléatoire en tout ou rien associée au grain germé en 0 (sup~

posé unique).
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La probabilité d'avoir / f(x) ¢(x) dx = 0, c'est-a~dire pour que le sup-
n
port de la fonction ¢ ne rencon%re pas le grain est la fonctionnelle °

(19) W(p) = 1lim V' (1 xo)
O =b + 20

On suppose que chacun des grains se développe, & partir de son germe implanté
de manidre poissonienne, indépendamment des autres grains (méme s'ils se rencontrent).
Le schéma booléen s'obtient en affectant aux grains la réunion ensembliste de tous

les grains ainsi germés. Il correspond 3 la fonction aléatoire ¢

£(x) si x n'appartient & aucun grain germd,

o
B o

si x appartient & au moins un grain.

o %

La probabilité Pk(x,luoxk) dtavoir f(x,i) = fe. = f(xk) =0 est

log Pk(xiﬂ_”"xk) = Sn /%k(ﬁm Yo Xy= TseooXy = y) -d.] dy
R

n

La porosité est P,i(x) = W_. Elle est indépendante de x, et on a :
20
n=fl.
log w,==6 /(ﬁ=w;l(yﬂdy==en Sn/FI.an(r)T o dr
(o]
Soit 3

(20) g log W ==86 V. mn(n)

u) =An

n

e
La relation (17) montre que cette porosité est invariante 3 la montée.

Ainsi, le schéma induit dans Rn-ck par le schéma booléen construit dans R
& partir de en et Fn est identique au schéma booléen construit directement
dans ank & partir de 6nmk et an °

De fait, il est tres clair que, si ZyseooXp sont £ points de Rn " la

probabilité Pﬂ (xa_g“exe ) pour qu'aucun de ces points n'appartienne & un grain est
la méme dans le schéma booléen construit dans R, et dans le schéma induit dans an .
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La relation Wy, = wnwk

tée des moments-fonctionnels Pﬂ o De méme, si ¢ est une distribution a support

n'est qu'un cas particulier de cette invariance & la mon-

dans R

k¥ la fonctionnelle

i f(x) cp(x)dx

Clyp) = E [e 1

coincide avec la fonctiomnelle caractéristique dans B,n x°

IV.— ANALYSIS SITUS D'UNE GRANULOMEIRIE.

- Soit une partition de R en deux ensembles ¢ G(les grains) et P(les pores).
On admet que G est borné! le milieu baigne dans le vide. Cette description est ap-

plicable & une lame mince.

- @ comprend N composantes connexes Gi9 Gi ayant une connexité d'ordre Ci

P 1 N? o o P,, P, ® o0 o 0 cr
d J dJ

Chaque Gi contient Ci=- 1 composantes connexes Pjo

¢ P, o Ci =141 m w G
J J i

On en tire -

N
N = 2 (c; =1) +a

i=4

Nﬂ

J§ ='Z (cg - 1)

i=1

Le +1 de la premi?ere relation vient de ce que P enveloppe G. Posons .

¢ = Zci
C“:ZC§

T1 vient -

e C~-N-+41

i

N =C' =N
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Soit encore
(21) N+N =C' =4 + C

Pour étudier un tel milieu dans le cas n = 2 (lame mince) J. SERRA propose

le dispositif expérimental suivant .

Un spot lumineux circulaire de diamétre A balaye la lame mince. Si les grains
sont opaques et les pores transparents (conventionnellement, nous prendrons A <o
dans ce cas qui va correspondre & un élargissement des pores ou & une érosion des
grains) la lumidre passe si, et seulement si le spot rencontre le milieu P. Le spot
étant centré en x, et f(x) =0 si x EP, f(x) =4 si x € G, on a ainsi une

nouvelle fonction en tout ou rien.

f’x(x) =0 si la lumidre passe (si le spot rencontre P)

fh(:;) =0 . si elle ne passe pas (si 1le spot est contenu dans G)e

*

Avec les grains transparents et les pores opaques (conventionnellement,

a A >0 ¢ ce cas déerit une dilatation des grains ou un étranglement des pores), nous
prendrons
fx(x) =0 si la lumidre ne passe pas (spot contenu dans P)
f‘h(x) =4 si elle passe (le spot rencontre G).

Soit Si(‘)\) la surface d'une composante comnexe Gi avec la valeur A du
paramétre de Serra, 2.;(,1(?\) son périmdtre (y compris, si Ci(k) >/, le périmdtre
intérieur). Pour une variation &Aon a (algébriquement)

58, =2d. 51 +n(2~0C.) 522
i i i

Diol, avec S(A) =7~ 8;(n)

2
"%’E‘ %ﬁﬁ =2 N(a) = c(n)
A
Soit, compte tenu de (21)
2
» 2 0% _ .
(22) T _,,8_,;?_ =N(A) =N (A) +4
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la dérivée seconde de S(A) domne la différence entre les nombres N(A) et

Nt(A) des composantes connexes des grains et des pores.

Cas particulier
Si N*(o) =4 (pas d'inclusion), pour A <o N'(A) reste égal &1 et il res-

te . zs
i %;5 = W) (A <o)

On remarque-que A~ croissant, AN = +4 chaque fois qu'un grain s'étran-
q q

gle, et AN = -1 chague fois qu'un grain disparait.

Pour A 0, au contraire, N'(A) peut varier dans les deux sens car les grains,
en se rejoignant, peuvent enfermer une inclusion. N(\), au contraire, ne peut que di-

minuer, ,chague fois qu’une communication s'établit entre 2 grains disjoints.
Chaque fois qu'un chenal se ferme (A croissant) on a ¢
= soit AN = ~4 si les grains qui se réjoignent n'étaient pas connexes,

- soit AN' =+ 4 si une connexion supplémentsire est établie dans un

méme grain.

A s
Dans les deux cas 5= m‘ﬁ? diminue d'une unité.
N

2
Par contre, chaque fois qu'une inclusion est éliminée, 5% %—% augmente
A

d'une unité.

S'il y a un intervalle (Of,ko) tel qu'aucune inclusion ne disparaisse avant

A > 7»0, dans cet intervalle 54:5?- -&-Sim décroit de facon monotone, et sa variation

0
refldte le nombre de chenaux successivement fermés !

2
N(0) = N(A) = [%: %—f—%o (n <))
A

indique le nombre de chenaux de largeur é ?2—”- o

Application de la transformation de Serra au schéma_booléen.

La porosité, rapport des vides % la surface totale, mesurée sur lame mince

est ici une fonction de A, soit @ (A)
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Pour A>o (dilatation des grains) on a ¢

10600 == 26 /[ - P(-n) | zdz
o

20

==axze~2ﬂe/‘;1~F(u;\ (u + A)du
0
soit .
(23) log &Lix] =~»n6E.(r+?\)2 =«=ﬂ6[?\2+ 2 ma_+m2]

Pour A> o la gramulométrie n'intervient que par ses deux premiers moments, qui sont ain-

si accessibles expérimentalement.

Soit Q (A) et V*()) les nombres dé grains et de pores par unité de surface

(22) s'éerit - 2
A m-éffg’-”l = Vo) - Yo

D“oﬁ9 pour A >0

e@() [~1+2x60+m)| V1) -

Pour A <Lo0 (élargissement des pores) la granulométrie intervient explicitement.

On g ici
log W(A) = =2 = e/[a - F(rmx)] rdr
o]
- O (r)? 4 P(x)
/

Diot 1'on tire °

(24) 921138%;0(?\) ==2x eY_/.L - F(-=7&)_l (a 4 0)

Ainsi, il est possible de reconstruire la granulométrie originelle (anté-

rieure an passage en booléen) 3 partir de la porosité @) ) (<o)
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On a aussi

2 Fon '
2 TR .Y - Yo
- A
Ainsi la différence entre nombres de pores et de grains peut s'exprimer &

partir de la granulométrie originelle F(A).

V.- FORMALISME DE LA TRANSFORMATION DE SERRA.

La transformation de Serra peut &tre représentée comme une loi de composition

définie sur l'ensemble {P(Rn) des sous-ensembles de l'espace euclidien R (plus gé~

p n . .
néralement, R~ pourra &tre remplacé par un espace vectoriel quelconque).

Soient 4, B E@(Rn) des ensembles de R"“. A est, par exemple, 1'ensemble

% b: f(x) =41 g ot 1a variable en tout ou rien f(x) n'est pas nulle, et

B = g x s k(x) =1 g le spot centré & l'origine. Mais cette interprétation n'est pas

obligatoire, et, dans la définition suivante, A et'B jouent des r8les symétriques.
 Désignons par A (D B 1'ensemble .

A®@B =Ex+y‘i xEA,,yG_Bg

des vecteurs z de la forme z=x+y, ol x décrit A et y décrit B.

Lorsque C est un ensemble, et a un vecteur, le translaté de C par a

sera désigné par Ca .

c =U (J?-i—a): {_a} @C

& xE€c

Avec cette notation, (25) peut s'éerire ©

A B = U B = U A
@ xedr % yEB Y

En particulier, on a -
_ U -
BX—yQB (x+y)=8 @ {x}

L'opération @ est associative et commutative. On a, par exemple .
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.(A. @"B-)A‘A@C;§x+y+ Z ’XEA, yEB,;ze_C %

et-un tel-ensemble, dont la définition est symétrique en A, B, C, ne dépend pas de

1'ordre dans leguel les.ensembles ont été pris ou les opérations effectuées.

Elle posséde un élément neutre, 1'ensemble {o} constitué par le seul vec—

teur 0, et un élément permis, l'’ensemble vide @. En effet, on a toujours

Bc; B® {0} =

B® ¢

{x-ﬂ-y\xEBg ye¢3

(1a dernidre égalité provenant de ce qu'il n'existe aucun vecteur y & ).
q

Lfopération n'admet pas d'inverse. Etant donné un ensemble A, on ne

peut pas trouver d'ensemble A' tel que A ® A’ = {_o} « Ainsi, nous n'avons pas

une structure de groupe, mais seulement une structure de demi-groupe.

. Dans la suite, on introduira 1'opérateur ]joB défini par -

:fB A =40 gf

v
ot B = ng {;X} est le transposé de B, et on dira que B A est le transformé

A

de Serra de A par B. Dans cette notation, la symétrie de l'opération A ® B est
rompue, en apparence, et on rejoint le point de vue initial ol A est une régionali-
sation en tout ou rien et B un spot. L'opérateur é représente la dilatation de A

par B. De 1'associativité et de la commutativité de @, on déduit -
f -y A’ =fB‘C ‘A' f(A @ B)"' f -A- etc coo

Relativement & l'union ensembliste, on a ©

AQ (B UG)=ng (B UC) = sy U U

ch x

Soit

L@ =cerUee o



Ainsi 1'opération distribue 1'union ensembliste, et on a ¢
R R TUTORE AN A
(28) g (Ua) UpBTAU 5 A

La réciproque n'est pas vraie, et 1l'union ne distribue pas o

Vis~d-vis de 1'intersection ensembliste, on a seulement 1'inclusion (en gé-

néral stricte) o

£ (anay e (4, 0Ny a0

En effet ©

Jyana) 2@ @ - Ug(A Na)

(00 A)Y](f m=Gene e =Yy wnw
yed

Regrésentation analytigue de la transformation de Serra.

Soient kA(x)g kB(x) les variables géométriques (fonctions caractéristiques
ensemblistes) des ensembles A, B o.o L'algebre de Boole associe & l'union et & 1'in-

tersection les opérations Sup et Inf respectivement .
(x) o [ ] - -
kAUB = Sup kA(x),, kB(x) = kA + kB kA kB

kAY\B = Inffk,,kB‘l =

Pour l'ensemble A = yg A (x+y) translaté de A par x, on trouve .

k, (z) = kA(z—=x)

Par suite o

x (7)) = sup k.B(Z) Sup  kp(z=x)

488 xc A x & A

et finalement -

(29) k, @B(Z) = S.uRn k, (x) Ip(z=x) =X2u§n kp(x) ky (z=x)
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(31)
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I1 suffit de comparer avec la convolution usuelle .

kA * k‘B =/kA(x) kB(z~mx) dx
B2

pour voir que kA @B @ la signification d’une convolution booléenne de kA par kB”
(dans la mesure ofi, dans 1l'algdbre de Boole, 1l'addition ordinaire est remplacée par

1'opération Sup).

Pour qu'un échantillon pomctuel prélevé en =z appartienne a A @ B, il faut
et il suffit que 1'on ait z=x+y, xE A, yE B, soit aussi 2z=y = x, clest-a~di-
re que les deux ensembles .

v gB (z=y) et A
doivent se couper. Désignons par 1;/ le transposé de B ¢

v _

On a 1'équivalence .

cea® 3 > a3 4 g

Ainsi, 1'échantillon ponctuel prélevé en z tombe dans A @ B si, et seule-
ment si, 1'échantillon ]3Z (échantillon égal au transposé de B et implanté au point z)

rencontre Ao
On vérifie immédiatement que (30) et(29) sont équivalents.
L'équivalence (30) permet de comprendre pourquoi, dans l*“opéra'beur
La-210%
B
c'est le transposé de B qui doit intervenir. On a, en effet .
zefBA = AQBZ £ ¢

Le point 2z appartient 3 JB A g8i, et seulement si, 1l'échantillon BZ (égal

% B et implanté en z) rencontre A. Nous écrirons aussi ©

/Jg A ={z AQBz;é ¢}
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Le complémentaire de :JﬂB A est 1l'ensemble -

(32) ﬁDBA ={?|Bzcz}

des points z tels que 1l'échantillon B, soit contenu dans le complémentaire de A.

Transformation associée.

Faute 'de pouvoir définir une opération inve’rse de po Dous utiliserons une
opération :)03‘ telle que le complémentaire de J° 3 A coincide avec la transformée

par B du complémentaire de 4, soit -
$or 4,1
9B A = B A

Explicitement, ceci domne

(33) S'ya= 107

ou encore, d'aprds (32)

e g, - f<10c3)

Ainsi vJ f,’ A est l'ensemble des points =z tels que le spot Bz soit contenu
dans A. De m8me que B A représentait la dilatation de A par B, "B A représente
1*érosion de A par B.

.De (34) se déduisent les équivalences -
z eﬂa"B L& B CA
&—> VyEB, y+zEA
&> Vyes ze1 @%ﬂ = Ay

Diot une troisidme expression de l'opération ﬂo QB .

g = n =

(35) JB T

Opération A GO B - De méme que 1l'on avait :
A® B =-f§ A
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nous poserons, par définition °

oy
A®B ={?'y A
- . .. B -

Dtaprds les résultats précédents, on a -

i}
P

i
@

(vs}
-

AG B
5

!
S
N
ij <
N
-
(S

Sous forme analytique, avec les variables géométriques ¢

v

(37) k (z) = k,(z=x) = Inf k (z=x)
ADB x€B A e 4 A
Covariogramme géométrigue généralisé. Le covariogramme associé & A est défini par ©

(

(

K(h) = / kA(X) kA(x+h)dx

Prenons pour B 1'ensemble {09 h} s Ona .
o (2) X, (xtn) yl@iB k(=y) =k ~y (=)

Par suite °

K(h) =/ kA.'\B! (x)dx

v
Ainsi, la transformation :f VB A= A®3B permet une trds vaste généralisation
de la notion de covariogramme. On appellera covariogramme généralisé de la régionali-

sation en tout ou rien A la fonction d'ensemble K(B).

]
38) K(B) =/kA@§ (x)dx = Mg [rf"B A:(

associant 3 tout ensemble B 1la mesure de l'ensemble A érodé par B, c"es’c—é—di\.,re

o

1a mesure de l'intersection de tous les translatés de A par les vecteurs y de B.

On peut également, en effet, éerire (38) sous la forme -

39) K(B) = Mes [y@g A‘VJ -—-/’[;\;g kA(x-t-y)] dx
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Lorsque B est constitué de n points seulement

B =Zo, prooo an-ﬂ.?)

on obtient 1la mesure de 1l'intersection dfordre n de B avec ses translatés par les vec~

°

) 'beuI‘S = am‘gooo b anaan o
K(aﬂ_,"o« an-'l) =/ x(x) k(x+a,l) voo k(x-t-an_ﬂ)dx

De la méme manidre, nous pouvons aussi définir la fonction d'ensemble -

S s(B) =/kA®\B! (x)ax = Mes[fB AJ

(40)
= Mes \‘y léjﬁ/ Ay

qui donne la mesure de la réunion de ces mémes translatés, et n'a pas d'équivalents

dans la théorie transitive.

Moments fonctionnels d'une fonction aldatoire en tout ou rien.

Interprétons maintenant f£(x) = kA(x) comme une fonction aléatoire. La loi

spatiale est déterminée par les moments fonctionnels

Pk(x,lg.” xk) =P (f(;&) = ees = f(‘xk) =.-'J.—& = E (f(ﬁ) f(xz).,., f(xk)—l

et, plus généralement, par la fonction d'ensemble . .
(41) P(B) = P[xé B => f(x) =<1] = E{ xlelB £(x)

Soit B, = B(® z 1le translaté de B par z. Ona :

P(Bz) = B [XlelB f(x+z)} = E[kAg (z]

Ainsi, si 1'on remplace la régionalisation f(x) associée & A par la régio-

nalisation fB(x) associée & la transformée VB A, on a simplement

(42) P(B,) = El:fB (z)]
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et,dans le cas stationnaire ¢

P(B) = E[ fB(z)]

Le moment fonctionnel d'ordre B est remplacé par le moment du premier ordre

associé 3 fgpe
I1 n'est pas inutile, avant de passer & la définition de l'ouverture et de la

fermeture associée & une transformation de Serra, de résumer et de préciser les rd-
gles de Calcul des opérations et .

VI.- REGLES DE CALCUL POUR LES OPERATIONS &) ET (9.

Y

1.- Les formules suivantes ont déja été établies .

i
It

& B xl;éA Bx xeB Ax= {Z\Aﬂgz;é?’}
T®®-1, 4 =%\\}§ZCA3

2.~ On en déduit immédiatement °©

A©® B

( wewmnoc -l Y

Ax+y

( (4 C) ® B =X%B ch Ax-&-y

Sous forme logique, ceci peut s'éerire .

zE(A@B)OC & \]/yE ¢, '_:.lxéB S z€AX+y

a0 ®B & Txes : Yyeq, 24,

I1 en résulte 1'inclusion (en général stricte)

(43) rLec)®B CA@®B)BC



dont le sens intuitif est éwident : 1l'érosion de A par C fait disparaftre des por-
tions de A, isoldes et de taille petite devant C; qu'une dilatation ultérieure par
B ne peut pas restituer. Ces mémes portions, au contraire, lorsque la dilatation par

B est effectude avant 1'érosion par C peuvent trés bien subsister.

3, Par contre, on a 1'égalité -
(L@B)OC = (4OC)OB = 40 (BOC)

En effet, on a par exemple .

|

(A@B)G :xr(\-ic “—A@B—l X =XQC yEB Ay—i-i

AP (B®C) = ﬂ A= ch Lu.
zE&B@C yEB

4.~ Relativement & 1l'inclusion, on a les rdgles suivantes, dont la démonstration est im-
médiate -
S ARB C A®B
BCB' = 2 AGB D AE®B®
BO@QA C B4

5.~ On a la régle suivante o

B\B/ :){‘03

mais non, en général, 1l'égalité. En effet .
%€ B\lé <> B CB
z

)
et, comme B, = B, 0 & BOB. Nais 1'inclusion peut &tre stricte. Tout ce que 1l'on

o 4 o
peut dire est ceci ¢ si z & BOEB, ona
Vx € B, z+x&B

et par suite aussi x + 2z€3B et, par une réecurrence immédiate, x + n z€B.

Autrement dit o V \Y;
zEBOB => nzEBEB (n=1,2,00. )
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Par exemple, si B =%l’2’ } est constitué des points d'abscisses entid-

res positives d'un axe de coordonnée, on a BZCB pour tout z &3B.
v
Ainsi BC.B@®B

Cependant, si B __est borné; on a 1'égalité

205 - {0}

\'
car alors B @ B est borné et, pour = # 0, ne peut pas contenir la série entid-

re des n Z.

V
6.~ Pour BC.C, BOC =3", B n'est pas forcément vide.

v
En effet, soit d'abord z #0, zEBSC. Ona :

VXEEC , -2+ xEB —-%z-!-xéc =>x + 2zEC

et, par récurrence, => X + n z&C
, V v
Donc, si z€BE@C, nzéB@C (n=2,2 ...)

On peut, comme c:.-\;dessus, prendre B = %l 2, Mo} et C %-O a 2.52
et constater que BCBEC, de sorte que B @ C n'est pas vide.

o

Par contre, 0EB @ €, si, et seulement si, B = C, car .

‘lee C, x+0E€B => CCB, d'oh 1l'égalité.

Alors si B est borné et si 1'inclusion BC.C est stricte, on a nécessaire-

ment
V
B cC = ¢
Y
En effet, 1'inclusion étant stricte, O#.B@ C, et, par ailleurs, B ¢

&tant borné, ne peut pas contenir la série des n z pour z # 0.
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VII.- OUVERTURE BT FERMETURE ASSOCIEES A UNE TRANSFORMATION DE_SERRA.

Un-ensemble - B -étant supposé choisi, & tout ensemble A, nous pouvons faire

correspondre les ensembles suivants ¢
. ’ ’ . ' V
= V —]
(48) (4, Iy JB L= (1OB) @3

Vv
%" A f‘\g QOBA=(A@B)@B

Nous dirons que A  est Llouverture de A selon B et A, la fermeture de A
O e of o - ' Yor _p P
selon B,.les opérateurs d'ouverture et de fermeture étant gp g go B et ;P V :F g res-
pectivement. B
- Montrons qu'il s'agit effectivement d'une ouverture et d'une fermeture algé~-
brique.
En premier lieu, remarquons que les deux opérations sont duales l'une de 1'au~

* 3
tre, c'est-a-~dire que 1l'on a .

(45) %

En effet, on a par exemple . ,

(X;)_ = (40 %)B =(A@§){+)B = (z\é)@B = (B),

I1 nous suffit donc de démontrer que l'application A > A.f est une fermetu~

b . s . . . .
re, c'est-a~dire est une opération croissante, isotone et idem- potente.

C'est une opération croissante. On a ©

AC_Af

En effet, d'aprds la rdgle de calcul 2, on a -

(46) A = L Y

yEB x¢€B Ay—x

Soit z&A. Quel que soit y&B, on peut prendre x = y&B et z appartient
4 A _=A =A. Donc ze'Af et AC‘Af.
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C'est une opération isotone. On a -
(47) ACA => A CAY

I1 suffit, pour le voir, de se reporter & 1l'expression (46) et de remarquer

que pour tout x et tout y 4 Car .
y=X y=X

C'est une opération idempotente. On a -

(48) (ag) = 4

En effet ©
v
(ag), = [(A@B)B:I 15/)@3 = (A®¥2w. ©F

L'indice () désigne ici llouverture selon B (ouverture transposée). Toute
fermeture étant croissante, toute ouverture est décroissante, comme on le voit par
dualité. Dol

(A@l\slg))n - A@\é

et, d'aprds les régles de calcul

(Af)fC(A@g)@B = A

Comme on a 1'inclusion inverse, 1'égalité (48) en résulte.

Conséguence

le= Si Fi(ie I) est une famille (finie ou non, dénombrable ou non) de fermés
selon B 1l'intersection

iel N

est fermée selon B. De méme si 'Qi (:"L [ I) est vme famille d'ouverts selon B la

U &

iel

z - *
reunion .

est un ensemble ouvert selon B.

2= Lo famille des ouverts selon B coincide avec la famille des ensembles de la

forme A@B (4, sous ensemble quelconque de Rn) et la famille des fermds selon B



.29 =

avec la famille des ensembles de la forme A B.

. ' 3 V
En effet, si (L est ouvert; il est par définition de la forme (A*'® B) ®B,
Y oo,
donc de la forme A@®B avec A = A' (@ B. Réciproquement A@®B est ouvert quel
que soit A. En effet, on a . '

( \—_(A@B) @%:I@B = 4, @303
{ v
( [(A@B)BJ@B = (A@B)@CA@B
d'od 1'égalité, et la relation
(49) A@B = A, @®B= (A@B)w
De méme, pour les fermés
A@B = _Aw, O3B = (A@B)f

Ainsi B lui-méme est toujours un ouvert selon B, car

‘ B = to}@B
est de la forme A@® B et

Y
(BEB)®B = B

Be= Si B est un ouvert topologidque, tout ouvert selon B est un ouvert ftopolo-

gique, et tout fermé selon B est un fermé topologigue.

En effet, tout ouvert selon B est de la forme

A®B = xXEA Bx
Clest par suite un ouvert topologique (comme union d*ouverts t0pologiques)° La pro=

position: relative aux fermés s'en déduit par passage aux complémentaires.

4, S8i B(C.C et giC est un ouvert selon B (si C est de la forme B'(B),

on a, en désignant par fgp, Lo Wy Q) ¢ les fermetures (ouvertures) selon B et C

A, C A
fg — fg

TN NN

by D A,

®
o
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En effet, soit zeAfB. On a (par définition)

' v
BZCAG-)B

On en déduit . y y
v
¥ ®ConC 058 (oD

V Y \4 Y
Mais g@ (CeB) = ((g B)@B est liouverture de C selon B, c'est-a-di-

re X lui-méme, car (¥ est ouvert selon comme on le vérifie facilement ©
Y v y .V Y V v
(CEB®B = [ (B“@B)BJ ®B =B @g =C -
Ltinclusion précédente donne donc
v 4
c, CA®C

clest-a-dire zE.Af » Par suite Af (- Af . L'inclusion relative aux ouverts s'ob-
c B c

tient immédiatement en passant aux complémentaires.

5.- Ouverture et fermeture selon une boule.

Soit B, ={x"1 \xk. %} la boule (ouverte au sens topologique) de diamétre Ao
On a immédiatement -

(50) B, @ BH-.: 13,)\“l

Ainsi B?\ o est ouvert selon B?\(ou Bp.) et la conséquence 4 est applicable.
Par ailleurs B?\ =B, de sorte que les signes de transposition peuvent &tre partout
supprimés. ' ;
Remarquéns, en passant, que BM“B” n'est pas égal a B?x” mais 3 la bou=-
le fermée B“?\ de diamétre A, qui est la fermeture topologique de B?»QBQX—-{, 2\x]\< %3)

Plagons-nous dans le cas ol l'ensemble A est mesurable, et soit S = S(o) sa

mesure. Désignons par .

S(?\) la mesure de Af

(fermetu:fe de A selon B?\)
A

S(=A) 1la mesure de wa (ouverture de A selon B?\)"

S(\) est une fonction non déeroissante de A.
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En effet, soit 04 A £ p. D'apres (50), B}L est ouvert selon B?J et, d'aprés

1a conséquence 4, on a les inclusions ¢

A, C A
£, £,
Ay DA
A U)p

Par suite, on a aussi &

s(n) & s(w)

¢ S0 S()

Cette propriété montre que S(A) possdde les caractéristiques d'une courbe
granulométrique cumulée. Elle en possdéde aussi la signification physique, comme nous
allons le voir, et c'est pourquoi nous lui donnerons le nom de courbe granulométrique

généralisée de la régionalisation en tout ou rien A.

L'ouverture Agp, réeularise le contour de A, en éliminant les angles et
saillants de dimension inférieure & A, et aussi les grains isolds de diamétre infé-

rieur & Ao

A
La fermeture, au contraire, élimine les inclusions et les chenaux de dimen-

sion inférieure & A

Autre exemple

)
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On voit comment une telle transformation se relie 3 une analyse granulométrique.

Pour A > 0, S(A +-A2) - S(A) mesure la surface occupée par les portions de

pore (de £), telles que des inclusions des chenaux étroits , des golfes,etc ... de

dimension comprise entre A et A + A?w Ainsi 1a partie positive (?\.> 0) de la courbe

S()\) caractérise la granulométrie (au sens large) des pores.

Pour A 0, au contraire, S(=A) représente la granulométrie des grains (de 4).

En effet, S(<A) - S(-n - A2) mesure 1a surface occupée par les portions de grains
(petits grains isolés, isthmes étroits, promontc)lres avancés ou saillant anguleux,etc)..

de dimension comprise entre A et A + A Ao

Expérimentalement, il semble possible de construire la courbe S(\) par des pro-

cédés photométriques simples. Soit, par exemple, % déterminer S(A) pour A¥K 0, clest-
3-dire 1'aire de Ao On part d'une plaque od A (les grains) est opaque et A(les po-
res) transparent. On balaye la plaque 3 l'aide d'un spot lumineux de diamdtre A, et

1a lumidre transmise est recue sur une pellicule photo. Le négatif donne INO) B?\ en
noir et A@ B?\ en transparent. On remplace la plaque initiale par ce négatif et

on recommence 1'opération, en plagant cette fois une cellule photoélectrique derrid-
re le dispositif. L'intensité lumineuse transmise est proportionnelle a ll'aire de

(AB?») B‘A = A(D)J’ clest-a~dire & S(-0).

De méme, 1'aire S(A) de A slobtiendra 3 partir du négatif de la plaque
initiale, c'est-a-dire une plaque éi‘l les grains sont en transparent et les pores en
opaque. Le dispositif domne l'aire de (A}U , qui est le complément S - S(A) de S(\)

vis-8-vis de 1l'aire S de la plaque.

G. MATHERON

Décembre 1964




