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NOTE GEOSTATISTIQUE No°o56

FONCTION ALEATOIRE DU TYPE TOUT OU RIEN

I.— DEFINITION

Une fonction aléatoire £(x) est dite du type tout ou rien si elle n'est

susceptible de prendre que deux valeurs numériques seulement (en général 0 et + 1),

Elle est de la nature d'une variable géométrique et caractérise la présence ou l'absen-

ce en chaque point d'une propriété qualitative dommée. Par exemple, un milieu poreux

peut &tre décrit par la variable régionalisée f égale & O dans les pores et 3 +1

dans-les grains, et cette variable régionalisée géométrique peut ensuite &tre :Ln’cerprém

tée comme une fonction aléatoire de type tout ou rien. De mémeg dans une formation géo~
logique complexe, la répartition dans 1l'espace de chague facids lithologique est repré-
sentée par une telle variable régionalisée. Si 1l'on a k facids, on doit introduire

k variables £, égales & O ou + 1 en chagque point et vérifiant les relations dlex-

clusion -
fi(x) fj(x)_ = 0 i#j

et de fermeture
k

) £ (z) =

i=1

Cette dernidre relation n'est vraie que si le point x appartient & la for-
mation géologique étudiée : en réalité f = V; f; est la variable géométrique affectée
8 cette formation. De la méme manidre, la structure minéralogique d'une roche grenue
sera déerite comme une corégionalisation, avec autant de variables géométriques qu'il

v a d'espéces minéralogiques représentées.

Pour interpréter convenablement une variable géométrique f£(x) de ce type

par une fonction aldatoire de type tout ou rien, il faut se donner la loi de probabili-

té de celle~ci, c'est-a~dire les fonctions .

Pz T o+ %) = i (o) = oo = 0m)=1, 2apy)==2(x) =0 ]

pour tous les entiers k, n(k4n) et tous les points X,..x e Les Pﬁ ne peuvent pas

&tre tout-a-fait quelcongues. Outre la condition




.
@ 0gm =t

On doit avoir la condition évidente de cohérencé M

"y R
S Prii(xﬂ.’“xkgxk-l-ﬂ.’”"xn) = Pﬁ-bﬂ. (}il.l."'xk’xgxk-i-ﬂ.'" xn)

(5) ? .
é + ?nﬂ(ﬁgooc&;xl:ﬂg 09 Xn.gx)
Enfin Pf est invariant pour toute permutation des k points Tygeoe X
ou des n-k points Teaqroe Fpo
Interprétée comme une équation aux différences finies, (5) permet le cal=
cul de tous les .P :EZL’ connamsa}r{lt les P K ot Pn:/,']l' (ou Po ) I1 en résulte que P
peut s exprlmer 4 1l'aide des Pk s k]‘:a}'l‘g.a. P . Pour le voir, il suffit de remarquer
que l'on a .
B (%5 0sBlyse Ty y) = [f(xi)f(xz)o-f(xk) E-f(ya-\ N e yz)—\n [1-£( nk.\
e n-k sl
-_— P . o c bl P LR -3
() MACEXEN iz=v1 PR CTERT R,
R R
+° : k+2 (Xlsz%ooxl{gyll ylz) + s00 +("'l) P (Xlg onxkgylot nmk)
i1
% 1N 72
Ainsi les P suffisent & déterminer compl®tement la loi spatiale, c'est=

3 dire.les P K, onle ver:.fie également & l'aide de la fonctiomnelle caractéristique.

¢ (o) = B ei/;‘(x)kp(x)dx
p) =

On a en effet
-1
(ole) =) ek

SEAOE E[ YAS @(X)d%:n
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Le moment fonctionnel Gn(cp) s'exprime & l'aide de Pnn : |

q (q,) / [ () .f(xr;)\& o(x;)er 9(x)dzyeer dx_

(7)
/P (xa_,..ax ) Lp(x,l).... tp(x )dx owe X

 Ceci dit, deux remarques restrictives s'imposent :

- En premier lieu, les Pz (x_lQ..xIl) ne peuvent pas 8tre choisis arbitraire-
ment, I1-faut, en effet, que, par application de la relation (6) on obtienne toujours
des Pf: compfis égtre 0 et 1, et cecl quels que soient n, k et les poiknts.xl,e...xk,
Yieeo Vppe ° 1a recherche d%une condition nécessaire et suffisante que devrait wéri -

. n . R e s . . o s
fier les Pn pour qu'il en soit ainsi s'annonce comme singulidrement difficile.

. = En deuxﬁ.%me lieu, la loi spatiale, c'est-a~dire les P k, ne faisant inter—
venir gutun nombre fini de points d'appui, ne peut représenter complétement le phéno-
méne, et, notammentg ne permet pas 1l'étude de propriétés faisant intervenir une infini-
té de po:u.ni:s. Or, pour des raisons d'ordre physique, la fonction f(x) doit &tre mesura=
ble, ou, si lion préfire, 1'ensembl§ des points x Qlit f(x) = 1 doit &tre un ensemble
mesursble o cette condition est en particulier requise pour que l¥intégrale "quantité ;
de métal ® /_f:(x) ¢(x)ax. (p fonction intégrable) ait un sens . Les Piig & eux seuls,
ne permettent pas d'exprimer une telle condition. Du point de vue pratique, cependant, [
la plupart des problémes posés i)euven“b 8tre résolus i partir de 1a seule fonctiomnelle |

caractéristique, laguelle ne dépend que des Pnn comme le montre 1'équation (7).

. o n s, 2 2 o 2 ‘
Lo connaissance de tous les Pn sera en général nécessaire dans 1'étude

des problemes ol interviemment des facteurs de forme (par exemple : écoulement &'un

fluide dans un milieu poreux. La peméabilité macroscopique dépend - d‘'une maniére
inextricablement complexe -~ de tous les P et ne peut pas se déduire des seuls P 1
et ZP ) D'agutre part, il n¥y a aucune raison a priori pour qu'existe une régle smple
permettan‘c de déduire tous les P d'un petit nombre d'entre eux (P 1 et P22 par exem-

ple). Les exemples domnés cl-dessous 1le ,mpntrent clairement. I1 ne sera.donc pas possible
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en-généraly—de-se-limiter & 1'étude-des-moments-d*ordre 1-et 2 comme dans la plupart
des probldmes-gdostatistiques i-clest 13,-malheureusement, une source de difficultés

supplémentaires souvent inextricables en pratique.
‘Paute de disposer d'une théorie générale, nous terminerons cette Note en

c:x.tant des exemples aussi simples que possible de fonctlons aléatoires de type tout

ou. rien.

- II.= PROCESSUS MARKOVIEN DE TYPE TOUT QU RIEN

Tci la fonction aléatoire f£(t) est définie dans un espace & une dimension,
interprété_ comme un temps te Pij(t,'c‘) désignant la probabilité d'avoir f£(T) =

sachant que 1'on avait fi(t) = i, on suppose (ce sont les hypoth®ses classiques) qu'il

o

existe deux fonctions positives oft) et ye (t) telles que °
( P (4trA8) =4 - a(t) At +o( At)
2 ngl(tht) =4 -ﬁ(t) At +o(At)

La deuxieme équation de Kolmogorov domne ici

P

"0 .

27 %P0 +/3P"01
et, coome P +P . =&, il vient

00 ol -

00 6 - (o 4p)

D = f3 = (x + P,

3 - P

Compte temu de P (’c t) =4, ceci s'intdgre en -

(8) Poo(t,'f):%+ /ﬁ(@ e{ (a(wH+p(v) av [[oe(u)qs(u)]au
‘ -

Siwxet {& sont des constantes, ce qui correspond au cas stationnaire P(t,’t)

P(t,T) =P(V~ t), cette relation se simplifie beaucoup ©




(9) P (t) =L 4+ &

Posons

TN A TN
- R
+
Y

V. o
>
i

. R
L4
—~

La matrice de transition du cas stationnaire s'éerit .

b Ak
qg+pe p(lL=-e"")
(10) P(t) =
g{e - e ) p+q€

p et q sont les probabilités a priori de f =4 et f =0 et o(t) = et appa~
raft comme le 'coefficient de corrélation de f(a) et flat+t) (quel que soit a). La

matrice (10) vérifie naturellement la relation

P(t + t') = P‘(’c) P(t?)

I1 est remarquable que toute fonction aléétoire markovienne stationnaire
de type tout ou rien ait obligatoirement une loi temporelle de forme (10), avee,

notanment, une covariance ou un variogramme exponentiel.

Les Pnn se déduisent immédiatement de (10) ¢

- =t (4
(ll) s Pnn(tlgtzgnootn) = p(p ofe q e ?\-(tz [_L)) cou (P + q e ?\‘(tn tn"’l))
(b gty Seve £

Malgré la simplicité de ces formules, il n'est pas aisé de former, dans
le cas général, l'expression de la fonctionmelle caractéristique C(tp). Compte  tenu
du fait que Pnn doit 8tre invariant pour toute permutation de % gtzo.otng llex~

pression (7) du moment fonctionnel Cn(tp) stéerit

= fn Aty=t,. 4) Y2 At ;t )
¢, (9) = nt ph/mp(tn)dtﬁ/zp(tn_&) [P-i-q_ e B n—a—ldtn-!l.”y&tl) prq 0 2% o,

-0 -
=20




(12)

{13)

= 6 =

< -+ .-Or il-faut-bien voir -que le- Pﬂn'- erit en (11) correspond au cas le plus
simple que 1'on puisse- imsginer ; cas stationnaire et markovien dans un espace & une
seule -dimension. Si l'on interpréte les segments od f(t) =+ 1l et £(t) = o comme
des grains de mineral et de stérile, les granulométries sont en e""t et -8'/6 t,, ‘tan=—
dis que le variogramme est en e“"‘m. Comme A = o +/é',, la portée es{: de 1'ordre de
grandeur de la ghanulométrie. Les relations (11) déerivent un schéma oﬁ; pra‘l";iquementg
1'indépendance est atteinte pour des distances de 1l'ordre du diamé’cre des grains.
Elles ne peuvent pas rendre compte dune macrorégionalisation, mais seulement de la

structure d'un effet de pépite.

Sia et /3 ne sont pas supposés stationnaires, les résultats se compliquent

un peu. On aura, selon (8) :

. (w){ /“ /e /Rm(v)-u-/@(vﬂ o /|?x(u>+,e(u>1au
t s

I1 n'est pas évident que la probabilité a’ priori p(t) existe. Pour qufil
en s0it ainsi, il faut que I}L (t,T) tende vers une limite p('U) lorsque t tend
vers <99, et.cela impose sans doute quelques conditions & «(t) et ﬁ (t). Ces condim-

tions étant supposées rempl::.esg on a (avec q = 1~D)

op = q
p+q=1
dlod

_ PGy

ol )+ (%)

Le moment Pnn s'crit alors

n

P (g otye0t,) = p(t;) PA&(tlgtz) P%(tz,%)m P%Mnml,';n)

Chaque P% étant caleulé selon (12).

Enfin, si o(t) et ﬁ(t) sont elles-mémes données comme des foné‘bions a.Z!.é’a-===
toires statiomnaires, on obtiendra, en prenant les valeurs probables en « et /3 des
l’nn de la relation (13), un nouveau schéma de fonction aléatoire statiomnaire (mais
nen markovwnne) de type tout ou rien. Mais cette opération de passage aux espérances

mathématiques conduit, comme on le voit sur (12) et (13), & des fonctiommelles Fort
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complexes des lols temporelles de ¢ et /Q B

Malgré cette extréme complexité, le schéma obtenu ne concerne qu'un espa~

ce 3 une seule dimension et ne peut pas se généraliser a plusieurs dimensions.

I1I.- SCHEMAS BOOLEENS

Pour définir un schéma boolden, nous partons d'une mesure aléatoire dN(x)
poissonienne et 3 accroissements indépendants. Si @ (x) est la densité de variance,
il y a une probabilité 4 = Q(X)Ax pour que l'intégrale de dN(x) dans le volume
élémentaire Ax soit nulle. Dans un domaine A quelconque il y a une probabilité

P(a) = ¢ /Za(x)dx

pour que / aN(x) = 0 (pour qu'il n'y ait aucune particule élémentaire dans A). Si

A
k(x) desxgne la variable géométrique associde 3 un domaine A, (dont le centre de gras
rité peut etre supposé placé a l“c»r:x.glne)57 alors la fonction aléatoire

£, (x) = k(:>f-=x)d N(y)

représente le nombre de particules du processus poissonien dN(y) tombdes dans le do-

maine translaté de A et centré au point x, et il ¥y a une probabilité
. ‘ v :
- [k(y=x) O(y)ay -k «0

Po(x>, = & . =0

pour gue f&(x:) =0

Posons par définition
g f(x) = fa(x) si fﬁ_(x) =0
f’(x) = I si fﬁ(x) ;éio’
£(x) est une fonction aldatoire de type tout ou rien. Pno(x_lauxn) peut se caléuler:
en effet, Pno représente la probabilité pour que l'union des domaines Ay égaux & A

et centrés aux points . %; he contienne aucune particule du processus poissonien é1é-

mentaire d N(x). La variable géométrique associde & cette union est :



(14)

(15)

-8 =

- n
4 - ;[;E -\'& - k(x==xi).l =Z_§ k(mei) =;ﬂsk(x»xi) k(x«xj)

el
+ooee #(1)  k(x-x,) k(z=x,)e.. k(z=x)

Par suite on a immédiatement ©

- /R =TT ((zx)] B (x)a
Pz (X&M”xn} =8 ﬁ i=1 -] ®

Si 0 est wne constante (cas stationnaire), on posera

K (y0erty) =/ Kz )ono k(ax )ax

Kn représente le volume de 1'intersection d'ordre n des n translatés Ai de A

centrds aux points xi(Ka. est le volume de A et K2 son covariogramme géométrique).

Dans ce cas o=
m@[ng&mzz Kz<xii9xig)+ oo ji-(cl‘) : Kn(xlgon.oxnﬂ

0 - 1 L4
]’)n(xc’!.“”xn) = © ) ,

La signification de (15") est la suivante . des germes ponctuels sont implan—
tés au hasard avec une densité constante. Chacun d'eux est l"origine d¥un cristal
égal & A. Lorsque deux ou plusieurs cristaux
se chevauchent on a foujours « £ =4 (addition
booléeme), ce qui peut s'interpréter en disant
cj,ue les eristaux accolés se sont génés mutuel-

lement dans leur développement.

Adnsi la formule (15), déjd complexe (le Pn? que llon en déduit 3 1'aide
de (6) est encore plus compliqué) représente simplement des cristaux de dimensions

et d'orientation fixes implantés au hasard avec une densité moyenme constante. La

2,

portée est ici encore égale & la dimension gramulométriques

La probabilité a priori de £(x) =4 (c'est aussi la valeur probable de f(x)

&

est - 5
= K
p=e °
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Le moment d'ordre 2, (en posant K(X& xz) =K, (x s,xz), covariogramme géomé-

S

trique de A) est ¢

o OK(n)

M,(h) = p?

Par suite la covariance C(h) de £(x) est ©

(26) o(n) = my(n) = £ = 52 | ¢ BKCR) 4
Elle s'annule bien avec K(h).

Il est possible, toutefois, de faire apparaftre une macrorégionalisation,
si 1'%n suppbse que la densité O(x) est elle-méme une fonction aléatoire stationnai-
re (de portée grande vis-a~vis de la granulométrie)e ‘Alors le Pno s'obtient en pre-
nant la valeur probable de (14-) relativement 3 6(:&‘) . c'est une fonctiomelle de la
lol spatiale de@, dfailleurs étroitement lide 3 la fonctiommelle caractéristique -

ot -5 [ 8 ol

On a, en effet . .
' n
(17) P (pseex) = C [i(’i. - j[:!l (’lwk(Xuvxj)

Par exemple, prenons comme e(x) la régularisée par une fonctlon oc(de POL=
tée grande) d'un processus ;po:t.ssom.en & accroissements indépendants : C(p) est
donnée par s ]z/ (xwy)xp(y)dy ;

log C(p) = a /(e**P _a)az =2 L -1, dy

SN

On aura, d'aprés (17) ¢

o : Jog g = 7}/‘[6/ oo zy)k(y)dy ] dx

log P

-1 dx

/ "z/é(x“y) (y=m) + k(rmx;) = kl(y=x)) E(y-x, 1 dy
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IV~ MILIEU A GRANULOMETRIE VARTABLE

(18)

Les formules (14) ou (17) représentent un milieu homogranulaire, régionalisé
seulement par 1l'intermédiaire de 6(}:), densité moyenne du nombre de grains. Il est
possible dfintroduire une granulométrie variable (aléatoire).Pour exprimer une granu—
lométrie aléatoire, on peut procéder de la manidre suivante . Soit un germe placé &
l'origine. Au terme de son développement supposé libre (donc en l'absence d'autres
eristaux dont le développement aurait g&né le sien) le cristal est représenté par
une variable géométrique k(x) égale 34 dans le cristal et & O & 1'extérieur.
Mais iei k(x) est considéré comme une fonction aldatoires Sa loi spa't'iale est don-

née par les fonctions
W (5T v%y) = Byl Klx)) = k() = ove = K(zy) =0}

qui représentent la probabilité pour que n points =xj.. = soient extérieurs au

cristal.

On pourrs construire des "GTn en se donnant un contour de base et en le
soumettant & une rotation et & une homothétie aldatoires (ou éventuellement & d'au~
tres transformations aléa'toires)« Les grains seront semblables entre eux, mais n'au-
ront ni méme taille ni méme orientation. Par exemple, si ce contour est une sphére

de rayon R aléatoire, avec

F(p) =P_ §Rgp g

on aura

wn(%l““xn) =F [Min( b ls {2515 o0 |Za )]

Si le germe est placé au point y, on aura .
'm’(x=y oa\aX"‘y)r—' Pr(k(x)=ooo=k<:{)—o)
o N A o1 ( 1 n’ =~ 7 )
Les germes sont maintenant implantés au hasard, selon un schéma Poissonien
d N(x) 3 accroissements indépendants et densité régionalisée 0 (x). Soient n points
Zpeoe o Cherchons la probabilité pour qufaucun d'eux ne soit englobé dans aucun

cristal. Considérons un point y et un petit volume Ay centré en y. Il y a une pro-
babilité 3



=11 =

1-8(y) Ay

pour qu'il n'y ait pas de germe en Ay, et une probabilité &
0G) W (555m0ex ) Ay

pour qu'il y ait un germe dans Ay, mais que le cristal correspondant n'englobe aucun

-

@é@;,p@ﬁﬂts L Fgess X Au total, il y a une probabilité .

- B(y) (a~w) A
&me(y)Ay*e(y)'w;lAy=eey b

pour qu'aucun de ces points ne soient englobé dans un cristal germé dans Ay,
Par suite I

-/ e(y) rl-’wn(;raaymaxn-y).l dy

(19) Pn"(ﬁ,.oxn); e

représente la probabilité cherchée ! on voit que (19) est wne généralisation immé-
diate de (14). 8i B(x) est elle-méme régionalisée avec une fonctionnelle caractéris—

tique C(p), on aura, comme en (17)

(20) Pn° (x,l.“x n) =C [5,(1 -Wn(xa~y,e..xn-3§

G. MATHERON
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