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I.- COMPLEMENTS SUR IA TRANSFORMATION DE SERRA

, I.- RELATIONS DES OPERATIONS (+) et (<) AVEC L'UNION BT L‘INTERSECTION

L]
On a établi, dans la Note 57, gue l'opération @ distribue la réunion ensemblis-
te. On en déduit la premidre des trois égalités ci-dessous, les deux autres s'en dé-

duisant par passage au complémentaire .

! AO(BUC) NORIRINCYOX)
(1) ! 1Q U =0OBNGE o
EGNo)@a-010CEOw

Vis-a~vis de 1l'intersection, 1l'opération ' n'est pas disbributive. On obtient
les trois inclusions suivantes, en général strictes, dont la premidre a été établie

dans la Note 57 et conduit aux deux autres par passage au complémentaire
{ a@eENCc @B N@®eo)
(2) % L@ EN) DENU B0
2 BU:) @a DBEVUECE

II,- PROPRIETES TOPOLOGIQUES.
a/ A étant un ensemble de. R™ , nous désignerons par A sa fermeture topolog:.que et K
son ouverture topologique (le complémentaire sera écrit () Aou A ) Soient B et B

les boules ouverte et fermée respectivement, de rayon A et de centre. On a :
G- U .03
) -
= xQoABx=xQo 2@ 3

N
50

-
o~
d ]
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Ces relations se déduisent 1l'une de l'autre par dualité, de sorte qu'il suffit

d'établir, par exemple, la premidre. Or, on a les équivalences .
. U o 0 o
x€VUa(@ 35 & Jr>o, B (xICa & x€4

Ao

x EJSJO A1 (O B, & Jr>o0 B(xCa < €4

0 -
b) On sait que B é&tant un ouvert quelcongue, et B un fermé quelconque .

s A @ % est ouvert
-~ O

é A B est fermé (quel que soit A)

2 B @ A est fermé

0
Dlgutre part, dans l'expression A @ B on peut remplacer A par sa fermetu-

re topologique A . Avec les passages au complémentaire, on a ainsi les trois rela-

- tions * o o
g A(x)B =141 () B
T 18-85

2 B{(-)A =38 Z
v Vv
o] [} 0 0o (o] (e]
Eneffet, 2EA(DB &> B Cag=> 3 CL <> zEL (OB

c) Si A est fermé et K compact (donc fermé et borné) A G) K _est fermdé.

- V A -
En effet, soit =z ¢ A @ K, c'est-a~dire KZnA disjo{./n’cs. Comme A est

fermé, et Kz compact, on peut trouver une boule Be telle que KZ @ Be et A soient

disjoints. Mais .
Vv - - g -
(KZ + Be)ﬂA= § <> z¢ i@ K@B8 <= Bs(z)nA@K=¢
Par suite A @ K est fermé.

Si K est un fermé quelcongue non compact (non borné) la propriété cesse
- 1
d d'8tre vraie. Si 1l'on prend pour A la demi hyperbole y = z (x > o) et pour K l'axe
des x, A @ K est le demi plan ouvert y > o.
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Par dualité, on obtient pour tout compact K -
i K est fermé

est ouvert

est ouvert.

© 0O

gK

4/ Si B est borné, la fermeture de A (¥) B est égale d X () B

Dlaprés c/, A B est fermé et contient A{%) B, donc contient aussi la
fermeture de A@B .

LEB3DLE B

Montrons 1l'inclusion inverse. Des relations (3) on tire .

A+B=QOA@31°3K

o - o
De la premidre relatlort (4), on tire B @ B, =3B o B, et, ce dernier ensem-
- - 0
ble étant ouvert, 4 (£) B (&) B B, =4 GQ® B ) ~'A@‘B OF:N

Diotl ¢

- - 0 = -
Aijs:@o L@@ =1®ED IQ@E
Par dualité, on obtient pour tout ensemble B borné

A

B -1@3

°

(5)

ot

©

>o

PN el ol TN N
[
o =
® /O
. o
Il
Gig $0
®
1
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Ces relations s“appliquent en particulier aux boules. Avec 7»}].1., ona ¢

o 0 -
B, @& B =5 & B _B OB -

S
® § 5, @3,=5
S

—~—
>,tﬂ o]
td §

1]
ho

ITI.~ PROPRIETES LIEES A LA CONVEXITE.

a/ Si A est convexe (et B quelconque), A {=) B est convexe.

En effét A @ B = xG % Ax est convexe comme intersection des convexes Axe

b/ Si A et B sont convexes, A (¥) B est convexe.

En effet, si gz, ZZE A B ona

zd_=a&+ba ‘ a&aze;A

+b2 bﬂ_bZGB

Zp = 8y
Kors, pour oL A &4, ona

A Zy -'iv ({Lm?\.) Zy = A 8, +(ﬂ,==?s,)a2 + A '91 +,(ﬂ.-—?»)b2 =a+b

Mais A a,l +(a~x)a =a€A et ATy +(a-x)b2 =bE B puisque A et B sont

convexes, et A z; Zl.m?\)z 3€A @ B.

e/ Si A et B sont convexes l'ouverture et la fermeture de A selon B sont

également convexes.

Cela résulte immédiatement de a| et b|.

a/ Si A est un ensemble convexe topologiquement fermé et B un ensemble borné

quelconque, A est fermé selon B °

(7) - (K@g)3=1{
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N = v . v
En effet, soit z& (A @ B) (© B= Ly, clest--dire B.C 4 (Z) B, soit
ericore © v Y
Vu €3, aaeAgbeB P z4+u = a+b
N - \'
Partant de u& B, on obtient ainsi deux suites a, EA et bnE B vérifiants
Z+u = g + b&
z + b?f. = a:L + b2 )

© 0 & e @ » © & o

Z+bn-=f1=an+bn

Diod ¢

b
Comme B est borné, % et -=-I§-1-= tendent vers o et

+ co o
a&_ +an

O i

Zz = lim
n

n ——S=00
- apFeoot an - —
Mais, corme A est convexe, e € A. Comme A est fermé, zE_E

et ona A C E. Comme on a aussi 1'inclusion inverse, (7) en résulte.

Si A est supposé convexe (mais non nécessairement fermé topologique) et

B borné quelconque, le méme raisonnement donne :

ACAfCK
0

Cependant, pour A__convexe guelcongue, et B _ ouvert borné, on a encore .

Af::.é\

Car Af est alors un fermé topologique contenant A, donc contenant égaleément

=10

o

En résumé o
~ Tout convexe topologiquement fermé est fermé selon tout ensemble horné.

giguement ouvert.
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IV.~ COMPOSITION D'OUVERTURES ET DE FERMETURES

(8)

(9)

Dans le cas général ol A; B et C sont quelconques la composition des ferme-

tures selon B et C . ,
LY ~ Y
(b o, = l_@@a) @31 @c|@c

ne conduit qu'a des inclusions.

i)

(AwB)‘”c C AmBﬂ iAwC

(A(“B)(Uc — A(")Iat@)c

" La dernidre inclusion se démontre en remarquant que
v v _
b, [t @
w
B@C
est ouvert & la fois selon B et selon C. Etant ouvert selon B, il est contenu dans

AwB. Btant ouvert selon C, il est contenu dans (AWB)U)C

<

Mais, si C est ouvert selon B, on a .

(Ayplag =2 wg

et, si_ B _est ouvert selon C ©

(Awplwg = 4wp
La relation (9) est évidente . car, si B est ouvert selon C (est de la for-

me B! C)}AQ}B est ouvert selon C (il est de la forme (A%) @ B“@C)

Pour montrer (8), supposons que C soit de la forme C'(£)B. On a ¢
LV V) :
(Awghyy = KA%B)@ C’"} ®c
4
v ~V —V v
Ly OB =48 @3B O3B = 1B

Mais -
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(AwB)u)c = [(A\]é) \é’J ¢ = E;(?{ @\én)J(+) ¢ = Ay,

Ces relations s'appliquent, en particulier, aux boules oﬁverteso Si Aw,,\

0
est 1l'ouverture de A selon 13?\9 on a, en posant o
po= Sup(?\,g?\.“)
= A
(Aw?\,)m?\} wi"’

Par dualité, les mémes propriétés s'appliquent aux fermetures .

(10) Cup =¢ = (AfB)fc =4

1]
b=

Bg= B =>(AfB)fC £

V.— PROPRIETES LIEES A LA CONNEXITE.

On rappelle qu'un ensemble A est connexe si pour toute partition de A par
deux ouverts ’Q"l et ﬂz disjoints sur A on a soit AC Q-ﬂ soit AC..Q2 :

acf UL,
— Aﬂﬂ,l=;zf ou Aﬂg-z:g{
aNQ,NQ, -4

Tout ensemble A peut &tre mis sous la foryme °

y = U C

Tie1 +

ol les Ci’ comexes et disjoints, sont appelés composantes connexes-de A. Les Ci

sont les ensembles connexes maximeux contenus dans A. Pour tout comnexe C » On a ¢
Cic-m C Ca =(C = C 1

Tout point x de A appartient & un Ci (et un seul), caractérise comme le



(11)

-8 =

plus grand connexe contenant x et contenu dans A, ou comme l'union de tous les

connexes inclus dans A et contenant x.

la composante connexe C . Alors °

Si A et B sont comnexes, A () B est commexe.

Supposons 0 E€B(quitte & faire une translation). Alors A CA@B. Etant

connexe, A est contenu dans une composante connexe C de A@B. Si xk&aA A\)Bx

est connexe (comme union de connexes non disjoints). Par suite Bx est contenu dans

©

r@s - U 3 =C

D'od 1'égalité .

On remarquera que .A@ B, par contre, peut trds bien ne pas &tre connexe.

Soit A un ensemble,ci ses composantes connexes, et B un ensemble connexe,cma.:

A8 = iLéI(CiB>
Bn effet, C.cd => C,(OBC A(DB. et
li) SN &I )

L'inclusion inverse (qui est fausse en général) est vérifide ici du fait que

les Ci sont les composantes comnexes de A. Soit, en effet, = E—_A@B, clest-a~dire

v

v
Bz':‘ A, et soit Ci la composante comnexe contenant z. Comme Bz est connexe, BZ est
contenu dans la composante Cfi et =z ECi@B. Par suite ¢

AG)BC;Q C,os
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c/. " Vis-a-vis-de l'ouverture selon une partie commexe B, les composantes comnexes

. (;i d'un ensemble quelcongue A se comportent indépendamment- On a .
Ay, = U (C))
W = 5 ‘“ilug
En effet, d'aprds b/ on a d'abord -
v UV v
(OB =
HOEER AW S):
Par suite !

(AC)B)'B (\UC/.B ) B = [COB)Q]

Les composantes connexes de A sont 1'éguivalent des grains individualisés
dans un milieu poreux. L'ouverture de A selon B donne un renseignement de na-
ture granulométrique au sens strict, somme des renseignements que fournirait cha-

que grain ouvert isolément. Il n'y a pas interférence entre les différents grains.

Vis-a-vis de la fermeture, au contraire, des interférences se produisent
inévitablement. La fermeture apporte un renseignement dfordre textural ( dépen~ -
dant des relations entre grains ). Ia fermeture de A, cependant, est 1l'ouver-
ture de %A c'est-a~dire des pores, et chaque composante connexe des pores sé
comporte indépendammenf. En ce sens il est tout & fait 1légitime de dire que la

fermeture des grains détermine la granulométrie des pores.
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II.- AXTOMATIQUE DES MILIEUX POREUX ALEATOIRES

Il est nécessaire de procéder au moins & un examen rapide des bases axiomatiques

sur lesquelles peut s'édifier une théorie des fonctioms aléatoires en tout ou rien. Il
s'agit ¢
1°) De choisir un sous ensemble £ ae l;{ens‘emblegb.(Rn)de tous les sous-ensembles de R

Q sera 1'ensemble des évdnements élémentaires (). Chaque évdnement élémentaire W est

b

identique & un sous-ensemble A(l) de RI.l é.ppartenan’c 3 la classe Q . Cette classe Q
ne coincidera pas avee @(Rn)g mals ne devra contenir que des ensembles A(d de structu-
re relativement simple, susceptibles de représenter la réalité d'un milieu poreux. Par
exemple, un ensemble tel que "1l'ensemble de tous les points de coordonnées irrationnel-

les "ne devra pas faire partie de _Q‘

20) Définir une o-glgdbre .f sur L1 et

30) Montrer qu'il ést possible de définir une probabilité sur (.Q.,J ) et, notamment,
que toute loi spatiale définie par ses moments fonctiomnels Pn(ﬁ’”’xn) peut se pro-
longer en une probabilité sur (.Q, fF )e

Cette méthode axiomatique conduit & définir une application

kx,0) : @z Q) s go,rl E

qui; & tout élément (x,0) du produit R" x .Q fait correspondre le nombre O oud .
1 si xE Aw
0 si x ¢A(A)

Cette application doit d'8tre telle qu'a = = x fizé k(x,()) soit une va~

k(wi) =

rigble aléatoire (sur -Q), autrement dit k(x,q)) doit &tre mesurable en (). Nous nous

imposerons, en fait, la condition suivante, beaucoup plus forte . 1'application

Konw) : @ xQ DRS) —> %o,ag

. Il by . ) - 7z
du produit R x Q- muni de la o-algébre produit % @f (o-algdbre engendrée dans
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R® x Qpar les-ensembles “B-x S ol B décrit la o-algdbre de Borel gset S la c-algd~
bre f de .Q) dans gO,’.Lg doit Btre elle-méme mesurable (condition de mesurabilité).

L'intérét de cette condition supplémentaire est la suivante . BEtant admis que

les A(JJ sont mesurables (AmEKb)g 1'intégrale

(@) = a Mz) = / x(x,0) a4 F(xz)
Ay / ”

est définie pour toute mesure positive F et dépend de@. Si la condition ci-dessus est
remplie, X(0)) est une fonction mesurable (pour CP ) de (), c'est-d-dire une variable

aléatoire. De plus on a alors .

E(X) =/E. [k(x,(n)s] d P(x) =/P(x £4) a4 F(x)

\

En particulier, prenant pour F 1la mesure associée & un ensemble mesurable. B quel~

conque, on aura .
E [Mes Amﬂ B} =/P(x € A)dx
B

P(xEA) est la probabilité pour que x EA(D). Ainsi la condition de mesurabilité
de k(x,0)) permet de fonder 1'inférence statistique.

1l.- Choix dfune c-algdbre et d'une topologie sur g) (Rn)

La loi spatiale d'une fonction aléatoire en tout ou rien est constituée par

1l'ensemble des
Pk ( ) P v.'x'}{_ijlooo Xn.
n Xa-eon xk; ﬁﬂs.oo xn - }%-’.OG&
el " 1 . o "o ) ,
ol VX . est 1'événement . “xl,...xk& AU)” xkﬂ,...xn¢ AO) . 8i K= 2 X;'L”.st
/ 1" (
et k' = 2 % -M]_,'”Xn S sont deux parties finies quelcongues de Rn, nous voyons que

la famille .

v?:%A:AEg)(Rn)g K-4 AlK = ¢ %

b

des ensembles A de R® contenant K et disjoints de K' doit appartenir a toute

O-algdtbre utilisable sur ?(Rn), puisque la loi spatiale est définie comme 1'ensemble
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des P(Vgp_)_o. .

v

A 1'zgide des VK (K,K“ finies) , il est possible de constituer une topologie et
une o-algsbre sur P EY,

K?

N-a/- Topologn.e des VK su:cg) (R™).  Appelons |}~ l'ensemble des Vo od K et K dé-

crivent les parties finies de R%. \} vérifie les axiomes des systemes de voisinages ©

VKu . Ke, :
1 - Nous diroms que Vp est voisinage de A si AE T (si XC & et K'NA=g)

] KE

KV
2 ~Si V. est voisinage de 4 et si REV, Vy est voisinage de B (ainsi les
Kt . .
V, sont des voisinages ouverts).
K! K!
3 - Si- VK:: et V 2 sont des voisinages de A, leur intersection est un voisinage
de A. Cela résyuite de la foxﬁule évidente ¢
K} g x\ k!
(12) v ve =v2
A X KUK,

La formule(12) montre en outre que la famille )~ est gtable pour 1'intersection -
finie. .
La topologie ainsi définie est séparée.

Fn effet soit A et A' deux ensembles distincts de R%, Il existe au moins
un point x tel que x €A et x ¢ A (ou x ¢ A et x € A'). Alors V. est un voi-
s:mage de A, V; un voisinage de A, et V ﬂ V = V est vide.

Par coh’cre, cette topologie n'est pas connexe. -

, K!? Kt
En effet, tout VK est & la fois ouvert et fermé. VK est ouvert puisqu'il est

voisinage de chacun de ses éléments. Il est également fermé . car

yd.‘ . y
A ql_ signifie
}i. e Xk

oubien i ° x.¢A
ou bien Hj Py E A
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s y,lo os J
Dans--le premier cas Vf;l est un voisinage de A disjoint de V , dans
le second cas V ? possdde la méme propriété. Ao K
Y. '
d

La convergence définie dans cette topoclogie est celle qui correspond 4 la no-

tion usuelle -de limite d'une famille d’ensembles. Montrons le dans le cas d'une suite An

(1a démonstration est la méme dans le cas d'une famille filtrée). Pour la topologie \J;
An -3 A signifie ©

Y s0 0 ‘ yd:.o yk
Y v PaA,SN: n -3V => A&7
n Xnpooo
Xa.oco }r]{ /l xk
c'est-g~dire o
(Fee mE A Beer 1 € 4
- Y 5 dr: a>y =
voe ¥ ¢A Ypoee ¥ ¢ An
Ceci entraine
N 112} N
KA S RN €A = linm Inf@A = Klm Sup A

soit .
lim Sup Anﬁz A < lim Inf An

I

Ainsi lim An = lim Sup An lim Inf An existe et coincide avec A.
Réciproquement, si lim An = A existe, quel que soit % & A, on peut trouver
Ni tel que xi@; An pour-tout nkﬂig et,quel que soit y 4, on peut trouver N; tel

que é-¢ 4 pour tout n>I\T° o Par suite pour tout n>/Sup(I\T oo k,NA.M N“)

o K
A CVy‘1°° Yo (cette réciproque est lide au fait que les Vp sont construits sur les
iooax.‘k

parties finies K, XK' de RY),
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. P - K‘
b ~ o-algdbre (J,.des VK. sur KJ &Y.

?

_ Nous. des:Lgnerons par_ a,, la o-algdbre engendrée par 1es VK sur \f (&Y.

Nous nous proposons-de montrer que toute loi spatiale P(V ),, (VK El?") définit de manid-
.re unigue une probabilité sur (53 (&M, CL)

. [}
~ En premier-lieu, montrons que l'ensemble U des VK (K,K' finis) constitue une

semitalgébre de Boole. En effet ©

K 4
10) Vy est la famille vide, et vy est 53 (r™%).

20) \¥ est stable pour l'intersection finie d'aprés la formule (12).

¥
39) Il reste 3 montrer que le complémentaire de tout V € O est réunion fi-

nie de VKi E ¥ disjoints.,

Ky

Or, on a .
Tyooe ] g ﬂ /] ﬂ y
V 4 p = v n eoo ﬂ V v¢ n eos V P
B F ! e ¢

KF

Ainsi, le complémentaire de tout V’K est de la forme ©
X,
V,'LU.”U VXJS UVQ‘ UoooU vls =
g g N Y

Sy UL U 4
vy!U'Vx,lUvaxzm v Uv

Xisoe®y 5 e Fe g

Fye0ey

U % LU v e

,19°°Xk’572 x4° .xk’yp
Kt

C'est une réunion finie de VK:" disjoints.
i
Kl
- Bn second lieu, montrons que la classe Vg des VK est une classe compagte, au~

. , . K!
trement dit que de toute famille de ij (1€ I) d'intersection vide on peut extraire
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une famille finie d'intersection vide.

En effet, posons -

R=l) K. W=(J K!
iel & ieIl i
R
et désignons encore par VR 1l'ensemble des A tels que Res A et A Nr' = 4 (remar-
t .
quons que Vg n'appartient pas & (3 ,puisque R et R' ne sont pas nécessairement fi-

nies). On a @

K. R!
vt =V
iel kK R

1
Pour que V'g soit vide il est nécessaire et suffisant que R et R' ne soient

pas disjoints. Soit donc x €& R nR: On peut alors trouver deux indices i et

tels que .
x € K, x & K'
L J
et 1'intersection finie ¢
K! K! k! |) K
viillvd = v+
i %5 £, UK, :

est nécessairement vide.
KI
En troisidme lieu donnoms-nous une loi spatiale P(VK), c'est~a~dire une fonc-
tion d'ensemble, additive et positive, appliquant |9~ dans l'intervalle (o0,), telle
que P(V’z{ ) = 4. Comme \3* constitue 3 la foq’.s une classe compacte et une semi-algébre
de Boole’, un résultat classique L montre que P est o-additive (complétement ad-

(2)

ditive) sur (. On sait qu'en pareil cas il existe une probabilité unique prolon=

geant P sur la o-algdbre Ol engendrée par U .

Ainsi est établi le résultat que nous avions en vue! toute loi spatiale se pro-

longe de manidre unique en une probabilité sur (P &) x ), Mais on notera 1'extré-

r ahont Jeaai 2iaad Mk Namat - bk Sk Sk SN SC Nk D S S A M) bt - Mlek ek Sanly s anet Sind: Mk M M M ) LARNEE Jlemt Mt Shamy Jam 2 BT T L A - e )

J.NEVEU "Bases mathématiques du Calcul des Probabilités " , Masson, 1964 .Proposition I,6,2,
page 27.

Id., proposition I,6,1, page 25.
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me maigreur de cette o-algébre-Cl.. Dans les applications, il sera nécessaire que deg pro=-
positions telles que "L'ensemble ouvert B est conternu dans 1f ensemble aldatoire A "dé—
finissent des évenements. Or ,V%?, ot B est infini non dénombrable, n'appartient, en gé-

néral pas & la o-algébre (0], introduite ici, et ne constitue done pas un événement.

Pour lever cette difficulté nous devrons restreindre 3 un sous ensemble S2. de

ﬂ%kn) convenablement choisi la classe des ensembles aléatoires Ah) considérés comme éve~

nements élémentaires.

Nous commencerons par restreindre les notions topologiques et algébriques pré-
cédentes au cas ob R est remplacé par l'ensemble Q° des points de coordonnées ra~
tionnelles de R.n(ouy plus généralement, par n'importe quel ensemble dénombrable et par-
tout dense).

2/~ Choix d'une c-algdbre et d'une topologie sur (§)(Qn)

Nous désignerons par ($' 1'ensemble des Vini
e (ot ac@® o @@ aAfNkC ¢ )
' ( e ? ’ )

ol K et K' sont des parties finies de Qn(ensembles finis de points de coordonnées

ratiommelles).

Les raisonnements faits au paragraphe 4-a s'appliquent encore, et montrent que
O définit une topologie séparée, discomnexe ol la convergence coincide avee la conver-
gence ensembliste usuelle.
Kﬂ
De plus, ici, les V  constituent une famille dénombrable. Il en résulte gue
é?%Qn) est compact pour la K topologie \§!.

K!
En effet, tout ouvert est union dénombrsgble de Vkl €\ et tout fermé, par sui-

te est intersection dénombrable d'ensembles de la forme l:

K

Fi = Vi
K.

i
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On montre, comme au paragraphe précédent, que tout Fi est union finie d'en-

sembles de \$' . par suite l'ensemble de tous les Fi possibles est dénombrable.

Par ailleurs, on montre comme au paragraphe précédent gque la classe ! est

(1)

il en est de méme de la classe stable pour l'union finie et l'intersection dénombra~

une classe compacte. On sait que si une classe \J"' est dénombrablement compacte,
ble engendrée par & '. Par suite, les Fi constituent une famille dénombrablement
compacte . de toute intersection dénombrable vide ﬂ Fi on peut extraire ue inter=

section finie vide.

Soit alors Hj une famille quelconque de fermés (j E.J ). Chacun d'eux est

de la forme &

et Hj se met sous lag forme d'une intersection ieI Fi’ dénombrable, puis—

j&J

que les Fi sont dénombrables. Si cette intersection est vide, on peut trouver une

famille finie Fi‘l“, F; d'intersection vide, et par suite aussi une famille Hj,l""H‘
k

(awvée i, € I. ) d'intersection vide, d'od la compacité.
A o

De la méme manidre, considérons maintenant la g-algdbre O engendrée par \O- '
sur Qno On montrera, exactement comme au paragraphe précédent, que \$' est, sur Qn,
une semi-algdbre de Boole et une classe compacte, de sorte que toute loi spatiale
sur Q“(toute application positive et additive de \¥' sur l'intervalle rO,’.L-‘ telle

que P(V g{) =4 se prolonge d'une manidre unique en une probabilité P sur (Q%, Q).

A 1l'inverse de ce qui se passait pour (Rn, a)g la o-glgdbre (' est suffisam-
ment large pour contenir les sous-ensembles de CP(Qn) auxquels on peut légitimement
s'intéresser. Bn effet, si K et K' sont des sous-ensembles quelconques de Qn,, ce
sont des sous-ensembles dénombrables de Qn(puisque Qn est dénombrable) et

X! ,
VKE.'GJ, de sorte que - sur Qn - les propositions " A contient K" ou "A est dis-

joint de K " définissent toujours des éveénements de (7, qui possedent des probabi-

1lités définies dds que l'on s'est donné une probabilité P sur (Qn, o).

S e e e G s A Swm em G G M e B mn G TS Em G R SR e G e mm e G o e e e B e e e e e e e e e wm e

J. NEVEU, lemme I,6,1.
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A la vérité, il serait possible d'en rester 13. Dans les applications que
nous avons en vue, les ensembles A, représentant les grains (ou les pores) d'un mi-
lieu poreux et gue nous cherchons 3 feprésenter comne des réalisations d'un ensemble
aléatoiré AU)’ ne sont accessibles que par l'intermédiaire des points rationnels
qu'ils contiennent et, par suite, doivent &tre considérés comme définis dé&s que 1l'on
se donne leur intersection avee Q° 2 ce qui est une manidre d'exprimer qu'il est un’
peu illusoire de vouloir les représenter par une probabilité sur ( SQ(RH),(]J)Q alors
qu'en fait la donmée d'une probabilité sur ( {P(Qn), QL) suffit i mettre en forme

tout ce que 1'on est réellement capable de comnaftre sur de tels ensembles.

t

élasse.(zw

Toujours du point de vue pratique, un ensemble A de R doit pouvoir &tre °
identifié (pratiquement) & sa fermeture (ou & son ouverture) topologique, car, dans
un milieu poreux réel, il doit pouvoir &tre considéré comme indifférent dfattribuer
soit aux grains, soit aux pores un point appartenant & la.frontiére des grains et

des pores.

On peut donc conventiommellement se limiter aux ensembles fermés (ou ouverts)
de @?(Rﬁ), c'est-a~-dire aux ensembles tels que A = A (X = A). Ces deux points
de vue sont corrélatifs, puisque A est ouvert quand A est fermé, et réciproque-
ment. S'intéresser aux ensembles fermés de 53(Rn) revient & poser une fois pour tou-
te que tout point frontiere entre grains et pores est considéré comme appartenant
aux grains. Par ailleurs, tout fermé étant mesurable g% , cette convention nous ga-
rantit que A sera toujours mesursble, et que par suite il sera possible de donner

un sens 3 des intégrales spatiales telles que

() =fd F(x) =/ k (x, @) d F(x)
Ay

pour une mesure sommable arbitraire F.

De plus, et ici nous rejoignons la premidre limitation exprimée au début de
ce chapitre - A, ensemble fermé de R“, devant &tre considéré comme connu dds que
1l'on connait l'ensemble des points rationnels qu'il contient, on est conduit & ne

g'intéresser qu'a la classe Q des ensembles de qo(RP) vérifiant .

A= 4\
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Ces ensembles sont caractérisés par la propriété suivante .

Tout point de A est limite dfune suite de points rationnels de A, et, réci~-

proquement, toute limite de points rationnels de A appartient & A.

Comme, d'sutre part, & A est ouvert, on a aussi -

Tout point n'appartenant pas & A est limite de points rationnels n'apparte—

nant pas & A, Mais ici la réeiproque est fausse, puisque QA est ouvert.

Séparabilité.
Enfin, les ensembles A de la classe Q sont_sé arables, ce qui signifie exac-

®

tement ici °

" Pour que A contienne un ouvert B, il faut et il suffit qu'il contienne

tous les rationnels de B. Pour gue 4 soit disjoint d'un ouvert B!, il faut et il

suffit qu'il soit disjoint de fous les rationnels de B! ®

Ces conditions sont évidemment nécessaires. Montrons qu'elles sont suffisantes.

En effet, pour tout ouvert, on a -

Be B [()*

puisque tout point d'un ouvert est limite de rationnels de cet ouvert. Par suite,

de 1'implication

BN alle® — 3Nt = alled =2
on déduit B &= A

) \
De méme, si 1l'ouvert B Vérifie B ﬂan A = @, clest-d~dire si aucun
point rationnel de B'n“appartient a A B! est disjoint de A. En effet, supposons

. ,
xE3B (A Comne z €4, x est limite de ratiomels de 4, soient v, ~> %

/
yne Aﬂ Qn., Comme B est ouvert et x{£& B‘,, pour n assez grand tous les ynQ_ B.

Par suite A} B‘ﬂ Q" # @, d'oh la contradiction.
On voit 1l'intérét de cette notion de séparabilité. Si, pour une certaine
G—algébre sur {] , les propositions "™ y £ A" ou "y? ¢ A" définissent des événe-

ments, glors pour tout ouvert B et tout ouvert B!, les propositions " BCA
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et A ﬂB' = @" définissent un événenent SB de la o=-algebre utilisée. En ef-

fet, on a alors .

' B BN 4 v!
SB = S 71 = ﬂ S n S}Z‘
B @ | y € BAqn y y“&B“nQn

]
et, comme les rationnels de B sont dénombrables, Sg se construit par une suite

dénombrable dlintersections d'ensembles de la c-algbre.

On notera enfin que, si A= A (1Q" est un ensemble de .Q.,g nécessairement
A NG est un ensemble fermé de QP(pour la topologie induite par celle de R%).

Réciproquement, si A' est un ensemble fermé de Q%, on peut prendre

B

A= a1 = &

et on a nécessairement ©

po= a0e® atod A = aNg®

Bn effet, A ﬂ Q" 3 A' par construction. D'autre part, si =x 6 A Qn,
x est un rationnel limite de points (rationnels) de A', donc appartient & A' puis-
que A' est fermé dans Q% d'ot A {) Q* (S A' et 1'égalité °

‘o n o
Ainsi, la classe ﬂ des ensembles de R~ auxquels nous nouws intéressons est

- identique _avec la classe obtenue en prenant la fermeture dans R® des ensembles fer—
més dans 7§n 5
se {l & 4 =, A = ANQ® ferné dans Q.

Classe Q.'

Désignons par ﬂ. la classe des sous ensembles fermés de g , & partir de
laguelle s'engendre .Q_ par fermeture dans R%,

Q_' est un sous—ensemble de @(Qn)o Montrons que c'est un sous—ensemble

mesurable de {YD( Q,n), pour la c-algébre C}U. Autrement dit, montrons que la propo-

sition "A' est un sous-ensemble fermé de Q® " définit un événement de |-

Pour que A;ﬂ soit fermé dans Q,n9 il faut et il suffit que pour tout y & Q%

L d

on ait .
soit y & A’w

soit dw V z € B;L(Y) ﬂQn, Z Al
N
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B 1.L<y) est la boule de centre y et de rayon %o Par suite; on a .

ﬂlﬂ Vﬂ{Uan L
= N z¢B
yeer | 7 ze_l\_%(y)(]Qn #
Comme Bﬂ.(Y) ﬂ Q" est dénombrable, ﬂ ! est bien un événement de (LY.
ﬁ I3
Nous appellerons J ' la restriction a .Q“ de la c-algdbre (!, o-algtbre
engendrée par les

K ' , 2
s (18 =94z e, xca, xNa=g S
ot K et K' sont des parties finies de Q=

Définition d'une probabilité sur (;Q_'g &')

Considérons 1l'application

e P P - e =1° = INQ

qui, & tout ensemble AC, Qn, fait correspondre sa fermeture A dans Q%

Montrons que c'est une a;%plication mesurgble de (gD(Qn), Q‘) dans (Q', JJ ). Comme 3*
est engendrée par les Sx ={ 4 . A EQ',, X E_A[‘ lorsque x décrit Q,n, il suffit

de montrer que l'image inverse par « de tout Sx est un évinement de Q. Or,

o

pour xE_Qny on a .

of& (si) = % Az AE T(Qn)g xE A a E

Mais 1l*équivalence

d .
xe i &> YN, dyes DNE: yea
N .
ol Ba_«(x) désigne.la boule de centre x et de rayon%— montre que l'on a -

i}
oL (Si) = ﬂ 0 vg
N>0 yEB,l(x)ﬂ@a
1]

&
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Comme VX Ed! et que les opérations effectudes sont dénombrables, cet en—

semble appartient & C|' et l'application « est mesurable.

Soit alors P une probabilité sur @(Qn)sd!). La formule :

Pi(s!) =P (a‘d(sﬂ

oy S EX ' définit alors une probabilité sur (.Q"g 57 ') P! n'est autre que la pro-
babilité affectée 3 la fermeture A dans QF de 1'ensemble aléatoire A dont la
probabilité est P,

K?

On a la démarche suivante . une loi spatiale P(VK ) détermine la probabi-
lité P sur (T(Qn) OL“) de l'ensemble aléatoire JAo I1 lui correspond, par la for—
mule ci-dessus, la probabilité P' sur (S, :P 1) de la fermeture A de A dans Q7
et par suite la loi spatiale P'(SK ) de T2 ges deux lois spatiales ne sont pas,

en general, identiques.

—_— U R

Comme KC A = KC A et K“f\Ad=¢ => K'ﬂA =@, on a les iné-

lités ¢
galites ¢< ' 55
P(V) & PP (Sg)

K K
‘P(Vg{)}P“(Sg{)
qui peuvent trés bien &tre strictes.

Ia loi spatiale P'(S ) est d'ailleurs soumise i des limitations que
Kt
P(V ) n'a pas de raison, a priori, de respecter. En effet, si X, est une suite

de points de Q tendant vers un point x rationnel, on doit avoir .

P'(S ) = lim Pv(s ) =0
2%- X'20oo k ~3 20 49,,.,]{1{
tandis que P(Vz %, ) peut trés bien 8tre différente de O.
49 e 0o

X -
Cependant, si, pour tout x & Q™n,1'événement V 4 ﬂ o ,l(SX) de Q. (aéfini
par "x& T4 et x¢_ A" ou " x est un point frontidre de A ") est presque im~

possible pour la probabilité P, les deux lois spatiales coincident et l'on a .

1 K!
P(vg ) =i (Sg )
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La condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que

lton ait -

(14) P [vz ﬂoc_d'(Si) = lim P v:; ﬂ U vﬁ{ = 0

N o0 yes =) ¥
¥

T1 serait intéressant de trouver une condition au moins suffisante que
devrait vérifier la lo:. spatiale P pour que (14) ait lieu. En attendant que ce
point soit éclairci, on pourra sans doute admettre, dans les applications, que (14)

est effectivement vérifice.

3/- Définition de la O-algdbre CF sur ,Qo

Soit ﬂ.l"ensemble des sous—ensembles A de R vérifiant (13) ©

A= a{\Q®

Les formules A' = Aﬂ Q-n et A =A4' &tablissent une correspondance bijec-
tive entre 9_ et Q. ', Soit ,:f? la o-algdbre sur Q. image dans cette correspondance
] ' H
de la o-algdbre 8 ! sur .Q”o f est engendrée par les SIE :

sf-_-g alaeQuec s, xNNa = ¢ E

od K et K' sont des parties finies de R® formées de points rationnels. De méme,
3 toute probabilité P“ sur ( Q' :f ') correspond une probabilité P sur (Q_

La loi spatiale P(SK ) correspondante n'est cependant définie que pour des part:.es

K et K' formées de points rationnels. Mais elle peut &tre prolongée pour des parties

K et K' finies ou dénombrables quelconqueso En effet -

o) 0 )
a/ 8i B et B“ sont des ouverts, S, E_Jo La proposition . " A contient B
et est disjoint de B" " ost un événement de IF .

Cela résulte, comme nous 1l'avons vi de ce que les ensembles A de Q» sont

séparables.
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0

Le complémentaire de S, , soit Fo, défini par * B n'est pas contenu
o] B B %u :gw
dans A % ou encore "B ﬂeA # @ ", et le complémentaire F p de S 4 défini par

00 _ 18
B ﬂ A# 4 sont donc également des évinements de {,? .

Pour qu'un point x quelconque (non rationnel) soit dans A, il faut et

0
il suffit que toute boule ouverte Bﬂ_(x) coupe A (puisque A est fermé). De méme,

pour que y n'appartienne pas d A ¥ il faut et il suffit qu'il existe une boule

o
ouverte B)l(x) disjointe de A& (puisque 6 A est ouvert) Ainsi
N

Bﬂ,,(x)
S¢ = ﬂ F¢N
X N>o

By ()
¥ B
89{ = Nl;Jo Syf

K!
sont des évinements de la O-algdbre j , et par suite aussi tout SK ol K et K' sont

des parties finies ou dénombrables de points quelconques de R".

On a méme un résultat plus fort ¢ si K& 9_ et si ¥ est compact, 1l'en-

9
semble Slé défini par " KC A; X° A =¢@* est un évinement de la o-algdbre ,ﬁ

ainsi que les ensembles Fg ( »x() &A £d) et F;?( ngef]a £ g ).

En effet pour qu'un compact K' soit disjoint d'un fermé A, il faut et
0

il suffit qu'il existe une boule ouverte B, telle que .

N
RS ® %a) = ¢
ﬁ .
Alors, K U . K“@g,l_

—~ O
est un événement, puisque K“@ Bﬂ_ est ouvert.

=
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De mé&me, puisqgue K@;,,Q9 tout point de K est limite de rationnels de Ko

si kN Qn est contenu dans A, qui est fermé, on a aussi kN Q" = xea.

Par suite ° i 4
.SK = SK N Qn
est un évinement de J o ‘ .

4/- Mesurabilité d'un milieu poreux aldatoire.

% examiner les propriétés de mesurabilité. Considérons

TI1 reste maintenant
Qr1, 4)(donc dans Q). 11

d'abord le cas d'un ensemble aléatoire A&) défini sur (

1ui correspond une application

k' (x,0) ¢ [Qn x o, ® ®J"] —> %o,a%

def::.m.e par o A si x€A4
k? (Xs (ﬂv) =
0 =i X¢A :
Cette application est mesurable pour la o-algdbre produit Py @(f ',
ol 6’5’ est la o-algtbre induite sur Qn. par la o-algtbre fﬁ) de Borel sur R%.
En effet, 1'image inverse de é’l g dans Q,Il 2 est ¢
g

S(xgw")zk"(x,m“)=ﬁ. §= Un x X S
2 z€Q x

g
Comme X e%ﬂ et Sxe 1‘? ' et que Q,n est dénombrable, cet ensemble est

bien mesurable pour 5)‘)“ @‘ J 1, Par suite k'(x,{)) est mesurable.

Soit maintenant un ensemble aléatoire Awdéfini sur (Q,X ) et

K(x(y) © ®TX SL?JQO) - %o,&%
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1'application correspondante définie par .

A si xaAw

= 0 si :&qﬁAm

Montrons que cette application est mesurable pour 33@3} . Pour le véri-

k(x, W)

fier, montrons que l'image inverse de O appartient 3 63 ;Po

-

A 4
k (o) = %‘(xgw) s k(x, W) =0 %Eﬁ@j

. n .
Pour le voir, nous remarquerons que &  est ouvert dans R (puisque

A EQ). Par suite & tout x de @A(ﬂ correspond une boule Ba(x) centrée en x
et disjointe de A . Par suitel ‘

A
(e (o) > xefay €T Iyed® 1 xenmIC iy

*
0

By (y)
<> (xWs U U L B X S}
k>0 yeQ "@

B%(y)
Comme By (y)& 5?) et S p E‘:y , et que les opérations effectudes sont
en infinité & dénombrables, on a bien -

x 2o € :P

de sorte que k(x, (D)) est mesurable sur x L.

Alors (1) pour toute mesure F sommable sur B> 1l'intégrale d'espace

(15) () = [ i(xw) & Fx) = /3 #(x)
A
0

définit une variable aléatoire dont 1'espérance mathématique existe et vérifie

- (165 E [ic(w)] =ﬁ [k(x;m)] a 7(z) =(/)P(Si) d F(zc.)...

-u—a—-n--mu——-—c—-a--.-u-e--_u-——————-———u-v--u-.—-—-—:---m

(1) Voir J. NEVEU, op.cit., page 86 et suiv,...
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En particulier, si F est la mesure de Borel associée & un ensemble B

mesurable de mesure finie, on a -

(17) E[/ k(x, Q) dxl = B| Mes Bﬁ Am] =(/’P(Si )ax

B 2 B

Dans le cas stationnaire P(SX) = p est une constante, et l'on a :

(18) E[Mes Bn A(j: p Mes B

Ce résultat, qui parait intuitif, n'a pu 8tre établi que moyennant des res-
trictions axiomatiques assez sévdres. Il ne faut pas croire qu'il subsisterait avec

n'importe quelle c-algsbre sur @(Rn)

. Transformation de Serra A(.x) B, ACL\ B |

o °
Prenons d'abord un ensemble ouvert B tel que B€_Q (par exemple une bou~
le ouverte). ¥
Nous savons que F 4 est un évinement de j . Or ¢

A(,)es%“‘) o 1l 48 & xe s @

0

Y4
s s "
Ainsi toute proposition du type "X, .- xn.o.E Am® B(x)
v

et Vgooe Voo ¢‘ AQ)@ Bx % 3éfinit un événement et possdde une probabilité. Autre=
0

nent dit, il est possible de définir la loi spatiale de 4 {2) B.

De la méme maniére, on montre qu'il est possible de définir la loi spatia~
o o N .
lede A G B,
si B & _Q, et si B est borné (donc compact) il résulte de méme du pa-
ragraphe 3-d précédent que A @ B et A B possddent également des lois

spatiales.
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- Il en résulte que ces quatre ensembles sont des ensembles aléatoires de
@(Rn) pour la G—algébrej , mais non pas pour (Q,QJ ). Cependant on vérifie faci-
lement-que A @ B (qui est fermé d'aprds les relations (5)) est dans .Q En effet,
des inclusions .

iGN &DEN® @ 6Ny

on tire, en fermant selon la rgle (5),, et en tenant compte du fait que A et B
sont dans Q

iR SEEINE DI
dtod 1'égalité. Ainsi ©

se S

_ ) = s(@®Be 2
BQ_S)_,B borné

0 o) -
Par contre, en général, ni A @ B (qui est ouvert), ni A@ B, ni A@B
n'appartiendront & Q. : '

Préoccupons-nous maintenant de la mesurabilité de ces ensembles aléatoires

transformés de Awo

Cas de A(®)B

Prenons d'asbord le cas le plus simple, celui ol B est un ensemble borné
ae Q (donc fermé). Désignons par £(x,w)) sa fonction caractéristique (ensembliste).

L4

Elle est donnde, d'aprds la note (57), par -

£(x,0)) = Sup_  k(x-2,())
z& B

Comme B n'est pas dénombrable, la mesurabilité de f(x,¢)) n'est pas direc-
tement lisible sur cette formule. Nous considérerons d'abord la transformée
A (Eﬂ Q%), dont la fonction caractéristique g(x,@)) :

g(x, LL)) = Sup k(x«—-z9(0)
=€ B NQ™

n —
est mesurable sur R X L s puisque B ﬂ Q" est dénombrable. Considérons ensuite
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les inclusions évidentes £

tdm @ ENMHe EA@(E(}Q“)] = OF; -

Pon Lerperst Y T,
M'€ Wm&hM; L (A@@npﬂ\]“pn = X@'E
Dlod 1'égalité o

N OFESISORE (\anﬂczn

Ainsi tout point de A @ B est limite de ratiomnels de A @ (]Sﬂ b,

Nous en déduisons ¢

£(x,(3) = lim Sup e(y, W)
N -2 yeB, (x0)(1Q"
1}

g(y, () étant mesurable, et les opérations effectuées étant cette fois dénombrables,
1a mesurabilité de f(x,()) est établie.

Linsi, la transformée A@E est séparable et mesurable. Toute intégrale

U/’f<x9w>w<x>

est une variable aléatoire et vérifie

EL/Q Flx)| = /E[f(xg(ﬂ)]d P(x) =/1>(sz) a F(x)
A@ﬁ v

. 5 _
Dans le cas statiomaire P(F 4 ) = P(x€ A{3)B ) est indépendant de x. BEn

prenant pour F la mesure de Borel associée & un ensemble mesurable C de mesure

d'espace

1<

finie, on obtient °

B (Mes {C(\h (Ag)l =P(x& E) Mes (C)

Cette relation établit la possibilité de 1l'inférence statistique en ce qui
congerne P(XG,A@E),
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cas de A(2)B

1a transformée Af=)B est également mesurable, (mais non nécessairement sé-

parable pour Q).

. Plus généralement soit A un ensemble fermé aléatoire dont la fonction carac=
téristique k(x, (1)) soit mesurable pour Rx {0 (i1 n'est pas nécessaire, ici, de sup-
poser AESL), et B un ensemble de (1. Alors Aiﬁ est mesurable.

En effet, on a toujours
OB caln) BNAY

Montrons que, pour §€ _Q,g on a l'inclusion inverse. Soit =x & (iﬂ Q™)
clest-a~dire par définition -

Sy
ENY_ = B a

Vi
y A étant fermé et B appartenant, comme 3B, & Q__, on en déduit, par ferme-

ture EXC A, clest-3-dire XEAE; Par suite °
20 GNM=2© B

et 1'égalité en résulte ©
4(0)B =4 (BN

Soit alors f£(x,()) la fonction caractéristique associée a A@ﬁ. L'égalité
ci-dessus, et la relation (37) de la Note 57 permettent d'écrire ©

f(nw) = TL . klzpw) = Inf _ k(z3,0)
yeBNQ" yeBNQ"

Les opérations faites étant dénombrables f(x,()) est mesurable sur &%)

en méme temps que k(x,W3).

On en déduit, comme ci-dessus, que / d F(x) est une variable aldatoire,

avec . AE

(20) E/d_F(x) =/1> sﬁ dx

A3 x
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¢ V' —~
En particulier, dans le gas stationmaire, P(S, ) = P(BXC L) = P(XEAB)
B
est indépendante de x. On a, pour tout ensemble mesu--:§c rable C .

(21) E[MesCﬁ(A@E}] = P(x € A(5)B) Mes C

Ici encore 1l'inférence statistique est fondée.

Cas d'une fermeture selon B

Le cas de la fermeture est important, puisqu'il conduit & 1'étude de la gra-
nulométrie des pores. Comme on doit effectuer successivement une opération et
une opération @9. on doit prendre pour B un ensemble compact de Qm par exemple

une boule fermée. Posons

Y
b.=(a@®B) QDB
‘ v
Comme A est mesurable sur R X Q , 11 en est de méme d'abord de A@B,
d'aprés 1'étude de 1l'opération @s puis de A_, d'aprds 1'étude de l'opération o

Ainsi / d P(x) est une variable aléatoire, et on a

A, |

(22) E(/d F(x) =/P(x€ A.f) a P(x)
A
£

Enlparticuliers dans le cas stationnaire et pour tout ensemble C Eg'b s

1'inférence statistique est fondée pour la granulométrie de A selon B.Ona

(23) B {Més(c ﬂAfil =P(x€ Af) Mes (C)

Cas d'une ouverture selon B

Le raisonnement précédent ne peut pas, malheureusement, s'étendre au cas
d'une ouverture. En effet, on a vu que AB , était mesurable, mais n'appartenait
pas, en général, & Q,., Or, nous n'avons établi la mesurabilité de A'@g que dans
1'hypothdése olt A' et B appartiennent tous deux é.,Q_ s A?! étant un ensemble aléa~

toire mesurable. Nous ne pouvons donc pas conclure & la mesurabilité de .

Ay = (A@%’) @ B
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Mais ‘A(D est le complémentaire de (@A) » On voit que, pour étudier une ouverture,
f .

il faut changer d'optique, et prendre pour A un ensemble ouvert, complémentaire
d'un ensemble AE)N pour lequel la fermeture conduit & un ensemble mesurable. I1.
est donc possible de définir ainsi une ouverture mesurable, 3 condition de se souve~-

nir que les ensembles A(D et A ne sont pas relatifs au méme ensemble aléatoire A.°

Si la fermeture mesurable Af concerne l'ensemble AEQ 1'ouverture mesurable

concernera l/ensemble ouvert fﬁé@?.;n\ dont le complémentaire est 6)A nere .O.

ce léger glissement axiomatique ne semble pas devoir impliquer de consequences g8~

nantes dans les applications.

" Il serait peut-&tre possible de lever cette difficulté en se limitant & un

sous-ensemble de @(Rn) encore plus restreint que Q , par exemple celui des ensem-

bles du type ouvert-fermé A (:Ldenthue 3 l'ensemble des A vérifiant A = A ﬂ Q"
qui sont séparables non seulement sur QF mais sur tout ensemble dénombrable partout
dense. Cette classe, plus restreinte, serait peut &tre aussi plus proche de la réali-
té, en ce sens que tous les milieux poreux réels sont manifestement du type ouvgrt—

fermé.

Sans la traiter & fond, examinons rapidement cette nouvelle possibilité.

.0
5 /- o-algdbre j sur 1l'ensemble gﬁ des ouverts-fermés A .

Dans ce qui suit, nous désignerons par D un sous-ensemble dénombreble par~
tout dense quelcongue de R2 (qui ne sera pas nécessairement 1'ensemble Q" des

points rationnels).

a/ Pour que A soit ouvert-fermé, il famt et il suffit que 1l'on ait -

)
= Af}D
Bn effet si A est ouvert-fermé, tout point de A est limite de points
intérieurs de A. Mais tout point intérieur est limite de points intérieurs ap-

partenant & Do Ainsi A (. X (\D. Comme A est fermé, on a aussi 1l'inclusion

inverse, et 1l'égalité.
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)
Réciproquement, si A = Aﬂ D, A est fermé, et tout point de A est
0
limite de points intérieurs appartenant & D. Par suite A C. A, Comme A est

fermé, on a llinclusion inverse et A = X

o d
b/ C étant un ensemble quelconque de D, nous désignerons par C et C

son ouverture et sa fermeture dans D (pour la topologie de D induite par cel~

le de R%). On a manifestement °

' g -6 =Eﬂ = (CNo) N o
(25) 5
L ¢ CUP N

Soit A=4 ﬂD un ensemble de Z‘L . Le complémentaire de A (dans R%)

est ouvert, et chaque point de VA est limite de points de D appartenant a
o

KA = ng Done

0

g_;= /(Pﬂb = GA(\D

Passant aux complémentaires, on Sbtient

o)
0
A =@
Prenons l'ouverture dans D de A ﬂDo I1 vient .
od 2 )
AND = AU@D \p = a(yD
od
AR
Prenons la fermeture dans D de A n D I
a a
}d‘\ (o] 0
A0D = (alp) = aNp N> = aflp

Ainsi ¢ si A est ouvert-fermé dans Rn9 A} D est ouvert-fermé dans D.
Réciproquement, soit A' wun énsemble ouvert—fermé de D. Prenons :

od
A = A'
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i Pour-que xE& 4, il faut et il suffit que =x soit limite de points
o .
xne A'. Mais ¢

od ' od
x € A = e gs(xn)ﬂDCA'

[¢]

— o
Comme pour toute boule Bs on a Be = BsﬂD , on obtient ©

od — od o
X ] .. ° — —
an_A => He 3 B (xn)c;A'-A——-> anA

<3

fo) .0
Ainsi tout point de A est limite de points de A, donc A& A eb, comme
T
A est fermé, A=A .

Considérons les formules

s At = AflD
( A = A

Elles établissent une correspondance bijective entre les ouverts—fermés
de R® et les ouverts—fermés de D. En effet, si A' = Aﬂ D, ona -

— )
a =Yoo D Aflp = &
od
L'inclusion inverse étant &vidente, on a bien  A' = A . Inversement, soit
od
A' un ouvert-fermé de D. Prenons A = Af. On a bien 3

med
od od
aflp = &) = & = &

Adnsi © Pour que A soit ouvert-fermé dans R", il faut et il suffit

que A()D soit ouvert-fermé dans un ensemble dénombrable partout dense guelconque D

et les formules (26) établissent une correspondance bijective entre les classes %

} ,
et % des ouverts—fermes sur R® et sur D.

c/- La proposition précédente montre qu'il y a le m&me rapport entre les clas-
ses x et %“ qu'entre les classes Q et ﬂ“ du paragraphe 2 . Q_ était la
classe des A tels que A = W» et _Q’ la classe des fermés de Qn. Il en
résulte que la construction d'une o-algdbre et d'une probabilité sur (3(9 L) va
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8tre possible et conduira aux mémes conclusions (séparabilité et mesurabilité) qu'aux
paragraphes précédents. Montrons d'abord que la proposition " A' est ouvert-fermé
dans -D " définit un événement de la o-algdbre CUf sur K) (D) engendrée par les V-z
(x et y €D).

Ce résultat est un peu plus difficile & obtenir que dans le cas de la clas—

se . on y arrive de la maniére suivante ©

Pour que AU) soit un ouvert-fermé de D, il faut et il suffit que pour
tout y€ D on ait :
od
. ‘ TN
ou bien v E gA
od

0
ou bien y& & et toute boule BQ(Y)H D coupe A
1}

Soit, sous forme logique 3

ou bien N ¢ B,l(y)ﬂDﬂA = ¢

N

oubien YyE A et VNQ 339 k ° zE,Bﬂ_(y), Ba_(z)CA
i K

§
Ainsi 1'éveénement A(OE 9(» (est ouvert fermé sur D) se construit comme

o

suit .

B/l(:v)ﬂDA

: ny
ﬂ NL))o V¢ U NQO ngg(y)()D kgo VB%(Z){)DHVY |

y& D F

Malgtré sa structure compliquée, on voit que cet ensemble est conmstruit 3

1'gide d'opérations dénombrables effectuées sur des ensembles

Bi(Y)()D 9{ g{
VN , vV , ¥
g Bﬂ}z)ﬂ D y
N

Iy rd b
i apoartiennent & Q. Clest donc un ensemble de OL! clest-a~dire un évenement,ce
q PP 9 9
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que nous voulions démontier.

Passons aux probabilités. On considdre, en premier lieu, 1'application
| o3 d
o 2 PO s Lo 2 aa) = 4

c'est une application mesurable de (\@(D), g_") dgans (Ko, T"), U adsignant
la o-algibre sur %" engendrée par les ¢

Ti:% A S A"E’st.xe.u%

En effet, de 1'équivalence

—_—d

e b <> ¥r 3yEBA(x)nD - i B,l(y)ﬂnc:_A
i} N

on déduit que l'ensemble

At AN U
* “wyo yEBND 1Yo B, (y) 1D
K N

est mesurable pour C{!-

Alors, & toute probabilité P" sur ( g:)(]))9 (') correspond une probabilité P’

sur (%“, "ﬁ) définie par °
pi(1) = Pvn[u“i(éﬂ Yo et

Ensuite, on utilise la correspondance bijective .

allo

od
A = A

AV

entre X et ‘[}@ pour définir, par la formule P(T) = P*(T*) une probabilité
P osur (H, D), Y étant la o-algdbre image de ', engendrée par les Ti(x@: D).

Cette probabilité P déerit le comportement, non pas de 1'ensemble aléatoire ini-
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. 0
tial A, mais celui de la fermeture de son ouverture A. On peut ensuite reprendre
point par point tous les raisonnements des paragraphes 4 et 5 et obtenir sur

(R, f,) 1es mémes résultats que sur (Q,C).

G+ MATHERON
Mars 1965




