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NOTE GEOSTATISTIQUE Ne 61

ELEMENTS DE GEOMETRIE. SENMI-MARKOVIENNE

Nous nous proposons, dans cette Note, de calculer le moment fonctionnel Q(B{)
(c'est=d~dire la probabilité pour que l'emnsemble B soit contemz dens les pores) dans
un milieu poreux aléatoire isotrope possédant la propriété semi-markovienne forte, lors-
que 1'ensemble B est comveze. A deux dimensions, Q(B) ne dépend que de 1l'aire et du
périmdtre de B. A trois d:imensibns; outre ‘ie volume et la surface interviendra une troi-
sitme caractéristique géométrique ‘tr‘és simple. Les résultats obienus, et certains modes
de raisomnement utilisés rappellent la géométrie aléatoire de G, DARMOY, d'cd le titre.
de la Note. Outre le moment Q(B) lui-méme, nous nous intéresserons aussi 3 la loi di
premier point de contact, c'est-a-~dire & la probabilité conditionnelle pour (;{ue, B étant
dans les pores, un volume élémentaire 4S8 5&, construit sur 1'élément dS en un po:'uﬂ: M
de la surface limite de B rencontre les grains . elle ne dépendra que des rayons de
courbure en M, | ‘

L'intérét de ce genre de recherche n'est pas purement géométrique. On peut pen—
ser, en effet, que cette loi du premier point de contact n'est pas sans signification
hydrodynamique. Si 1%on prend pour B une -famille de sphires de rayoms croissants, la
loi du premier point de contact est aussi céile‘du rayon vecteur joignant un point b4

des pbres au grain le plus proche, Soiént R et cai le module et les cosinus directeurs

-de ‘ce rayon vecteur. Une expression telle que ¢

9 = ’1§,E(Raf) - B o o)

posséde le caractére tensoriel, se modifie comme une vraie perméabilité (en L2) dans une
similitude, et coincide & un facteur prés avec la vraie perme’abilité dans le cas d'un
milieu & canalicules (2 dimensions) ou & fissures planes (3 dimensions) indépenda.;ltes.
Naturellement, seules des études expérimentales pourront nous indiquer si la relation (1),
ou une autre du méme type, présente un intérét physique. En attendant, nous étudierons

la loi du premier point de contact en nous limitant au cas isotrope, clest-a-dire au cas
ot tous les moments fonctionnels sont invariants par rotation. Nous “supposerons de plus
que le schéma possdde la propriété semi-markovienne forte, que nous allons maintéﬁant

définir.
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" I.~ PROPRIETE SEMI-MARKOVIENNE FORTE.,

Dans "Granulométries en place et milieux poreux aldatoires " nous avons établi
le caractére skaoﬁeLdu ‘schéma~booléen & grain convexe sur-toute droite D, il
¥ a indépendance conditionnelle entre -événements observables 3 droite et & gauche d'un’
point z, de D d&s que zZ, est dans les pores.

Plug ‘généralen‘zen'l;9 soit un ensemble Go
séparant deux ensembles S/l et Sz. .On entend
par 13 que toute droite joignant un point x
de S, et un point y -de S, rencontre C ,en

un point au moins situé entre x et y. Nous
allons montrer qu'il y a indégendanée’ gondi~
tiommelle entre tout évdnement intéregsant Sp
et tout événement intéressant 82 lorsque l'on sait gue Go est dans les pores.

Un schéma vérifiant cette propriété sera dit semi-markovien fort. Tout schéma
semi~markovien fort est évidemment semi-markovien. Mais la réciproque est fausse, nous
en verrons un contre exemple.

Montrons que les schémas booléens i grains convexes possédent effectivement la
propriété semi-markovienne forte.

a) Soient Eﬂ_ et E2 deux ensembles finis de point séparés par un ensemble C. Dé-

L4

signons par les notations habituelles ©

C
Wg(B'l? B,) = Pg LC4, an 8 = ¢§
O |0
= Ex x (B) = P(B ﬂA& =)
g

°

les moments fonctionnels du grain convexe primaire germé en p. On a

X, (¢) =XE(GUE&UE2 ) +P E,l(] Aa;£¢, cﬂAE=¢ %

+P gEznAE,ég, an5=¢§



-3 -
BEn effet, P gE’inAE “#d, E, ﬂAE 9, anE =§ % est nulle & cause de
la convexité du grain primaire AE et du fait que C sépare E, et B » Mais on a aus-

si o

X (@ = x(5U0)+ 2 g%ﬂ 84 9 olla= 9

Pan T W W N

ia(c) = XE(E’ZUC) +P gmzﬂ AE;égj, cﬂAE=.¢ %

De ces trois relations nous déduisons o

x (CUE, UE,) + x_(¢) =% (8, Uc) +x (B,U¢C) =R
. A 2/ T Xe , A 52 .

Effectuons 1l'opération

. : exp “" 6(/62 - RE)G.g

A gauche, on obtient Q(C UEaUEz) Q(C) et 3 droite Q(g,lU ¢) Q(EZUC), 1q let-
tre Q désignant les moments du schéma obtenu aprés passage en booléen. D'ol la rela-

tion
(2) ogUcls)  aloUs)
a(g, U ) o(c)
b) " Soit maintenant X un événement concernant E& et Y wun événement concernant E2.
Comme Ezl et E, sont finis, X et Y sont du type .
X =" les points x5 ,...%; de E, sont dans les grains A et les points
L k
. C
xaﬂ-oon xjp de E/.’L sont dans les pores A .
Y = W aoe
- La probabilité P(J, 6 A% pour que Y se réalise et que C soit dans les po-

res se déduit de Q(CUE,) par des opérations de différence finie qui me portent que sur
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g

kY

" les points de an"Appliguéeg'a Q(QﬂLJQj)EZ)“ces mémes opérations conduisent &

P(¥, CCAS, E/lc:Ac). Par suite nous tirons de (2)

P(Y, cc4a®, E.CA®) P(Y, ¢Ca®)

/1 =
(g, Uc) Q(c)
Ce qui s'éerit aussi
- P(Y, cca®, B, Ca®) g Uc)
3 ]
B(1, c—a®) Qle) -

Le raisonnement se réitdre . une mfme suite d'opérations de différences finies
portant unigquement sur les points de 51 fait passer

de Q& U 3 P cCa%)

- et de P(Y, CC4C, B CA%) & B, ¥, ¢C4®)
- Par suite, on déduit de (3)
P(X, Y, 0 4°%) . B(x, cca®)
P(Y, 6 4A®) . a(e)

Cette relation établit la propriété semi-markovienne forte dans le cas des schée
mas booléens & grains convexes.

Dens les deux paragraphes suivants, nous allons établir les lois du premier point
de contact sous la seule hypoth®se que le schéma vérifie la propriété semi~markovienne
forte. Le caractbre trés géométrique des résultats obbenus s'interprétera de maniéré par-
ticulidrement satisfaisante dans le cas d'un schéms booléen 3 grains convexes, mais pos-
sdders un degré plus élevé de généralité.

IT.- LOI DU PREMIER POINT DE CONTACT - 2 DIMENSIONS.,

Eﬁapt dorme unr schéma semiumarknvien.isotrope 4 2 dimensions, et un ensemble
convexe S limité par un comtour fermé C,
nous nous proposons de calculer .

= la probabilité Q(S) pour que S soit




contenu dans les pores.

- la probabilité f(s)A ds h pour que, S étant contemu dans 'les pores, 1'élément
d'aire ds &h rencontre les grains.

Examinons d'sbord le cas particulier du schéma boolden a grains circulaires, qui

permet des raisonnements gdéométriques élémentaires.

a/ Cas du schéma % ‘srains cirgulaives.

Soit O 1a densité de germes, F(r) la gramulométrie (probabilité pour quiun grain

circulaire domé ait un rayon < r), et m, les deux premiers moments de F(z).

Tn

Calculons Q§ S)

Pour que S soit contenu dans les pores, il faut, en premier liew, gu'aucun

grain n'ait germé b 1'intérieur de S, ce qui a lieu avec la probabilité 0%, m

deuxidme lieu, aucun grain germé 3 lf’extérieur
ne doit recouper C. Soit un élément ds = MM!
en un point du contour C ot le rayon-de cour-

bure est %—% =Re Si P est un point du see-

teur n MM® n', on doit écrire o

- ou bien aucun grain n'a germé autour de P I probabilité 1-0 axdy .

= ou bien un grain a germé, mais son rayon est inférieur 3 la distance r =R
de P et de M o probabilité OF(r-R)dxiy

o o]

Do © 05 -0/ [-(x){ axsy
os) =e =5

Prenons d'abord 1'intégrale dans le secteur n MM! n?]

o K
m
doc/[’.!.=F(r=Rﬂrdz" \‘%R—s--;}doc)
R
Intégrons ensuite sur le contour C

(/()%R+¥)dm:(/(’nhds+%%dm)=2nhi+ﬂm2
(4] (&

i



(2).

(3)

=6 =

On voit apparaitre le périmétre 2 dg du eontour C. On obtient finalement *

~ 07 m, = 65=2m, 68
as) =e 2 1

Soit, en introduisant la porosité q = Bk

=S=S==2m,16've
a(s) =g e

Ainsi, Q(S) ne dépend géométrie de 1'ensemble convexe S que par llinter-
médiaire de sa surface S et de son périmdtre 2&;., D'autre part, il ne dépend de la
gramulométrie des grains primaires que par l'intermédiaire des deux premiers moments. Ce

résultat remarquable sera étendu aux schémas booléens & grains convexes quelconques (non
circulaires) 3 deux dimensions, et recevra une extension convenable dans le cas de trois
dimensions. '

Calculons f(s) ds Sh, probabilité conditionnelle pour que, S éfant contenu dans les
pores, 1l'élément d'aire ds &h rencontre un grain, '

autrement dit qu'il existe un point P dans le secteur

n MI' n' ol a germé un grain de rayon compris entre ds \&h
r-R<8het r=R : ces évinements ont des pro=

babilités infiniment petites F'(r-R)Sh € dxdy, done

additix’fes an premier ordre. L'intégrale

n,
©6h / F(r-R) dxdy ue
Int ‘
. . R
représente donc la probabilité cherchée, d'ol : do . n
Qo m
f(s)dssh = © Shde ﬁ“(r=R)rdr =6 dh doc(n}l +R)
"R

on : n
£(s) = 6 + il%)

Vérifions la compatibilité de (2) et (3). Si oh(s) désigne, en tout point s,
1a distance des contours des ensembles convezes S et S' trds voisinms et tels que

SC 8", on doit avoir

Qs) - a(st) =a(s) /1(s) sh(s)ds
c
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Or

Q(8) - a(s') = als) [e 58 +z%;e»a£

et

G/(ﬂ.+?'; ) 5h(s)is =6 § S +9%/dm6h(s)
R
¢ ¢
Or, on vérifie immédiatement 1'égalité

(5) /éh (s)dax = 5(2£)

¢

de sorte que (4) est bien vérifide.

] “E/D o m,./\

L.

le diametre moyeno On a -

Mais la variation 5(1) ) est dgale & la somme O h(s )+ 8 h(sz),, s, et s, dési-
gnant les points de contact des tangentes & C paralléles 3 o Dol

8D —ﬁ/fh(sd) +6h(sz):]doc—m/ dh(s )d,cx:wé(Zoe)

[+

Ceci &tant vrai quelle que soit la variation OSh(s), il en résulte que 1'on a

Do 2“& + (3 « Mais la constante G est nécessairement nulle, comme on le voit en pre-
nant une famille décroissante d'enSembles homothétiques de S. Dfol la relation ©
. 2%
(6) ' _ A _2£
- Dy = 3% Dy dox = =3
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b/ Cas général d'un schéma semi-markovien fort.

(7)

- Désignons -comme ci-dessus per o
- = Q(S) la-probabilité pour que S soit
c'onterm dans -les poress -
- =y(s)ds 8h la probabilité condition=
nelle pour que 1°élément d'aire ds Sh ren—

contre un grain, sachant que S est contemu
dans les pores.

L'é1lément d'arc ds sépare l'ensemble 8 ef 1taire ds Sh. La propriété semi-
markovienne forte nous indiqué done que tp('s) ds §h ne peut dépendre que des caracté=
ristiques de 1'é1lément d’arc ds, c'est-a~dire de sa longueur ds et de son rayon de

gourbure R = %o%o Elle n'est pas modifide, em particulier, si 1'on remplace S par le

cercle osculateur en ds, de fayon R. Autrement dit (p(s) est en réalité une fonction
¢(R) du seul rayon de courbure. Si l'on sait caleculer la probabilité Q(R) pour qu'un
cercle de rayon R soit dans les pores, on en déduira la loi du premier point de contact
qﬁ(R) pour un ensemble convexe quelconque. ‘

Si, en effet Q(R) est la probabilité pour que le cercle de rayon R soit contehu
dans les pores, — Q'(R)AR sera la probabilité pour que le cercle de rayon R soit un cer-
cle limite. Le schéma étant igotrope, la direction « du rayon vecteur du point de
contact du cercle limite posséde une probabilité uniforme sur le cercle de rayon unité.
On a donc

ds 8R
xR

a(R) ¢(R) ds 8R = = Q'(R) %’? SR = = Q' (R)

Dol

¢(R) = = A Q'(R)
2% R Q(R)

L 4

Ceci dit, considérons les déux cas de figures élémentaires suivants °

1/~ Seoit un élément d'aire ds 8h construit sur D .
1'41ément rectiligne ds (R = 0o) d'une droi= sh
te D. La probabilité pour que cet élément '
d'zire contienne le point limite 3 géuche dtun ds @
grain, lorsque 1l'on sait que d s est dans

les pores, est € d s 6 ho Cela est immédiat

i rd rd ]
pour le schéma booléen & grain conveze. Avant



 schématise comme deux petits segments de

- 9 -
passage -en-booléen-on peut; sans modifier-le- schéma final, imposer au grain convexe pri-
maire une-translation-aléatoire-amenant son -point limite & gauche & 1'emplacement du ger—

me., Dans ce schéma équivalent, germe et point limite 3 gauche coincident, de sorte que la
probabilité en question est bien € ds Sh. Ainsi

. A Q' (R)
p(oo)== lim s = €
R ,;,,_,}%W Q(R)

Dans le cas d“'unj schéma semi-markovien fort quelcongue, on pose simplement &P(co)‘: e

2/~ Soit maintenant un cercle de rayon &h trés petit, de centre O.
La probabilité pour que ce petit cexcle rencontre
un grain et que le centre O soit dans les pores

est o
Q(0) = Q(6h) = = Q*(0) 8h

Plus précisément, et en raison de 1l'isotropie, la probabilité pour que le
premier contact ait lieu dans un petit secteur dx du cercle de rayon O&h est ‘donnée

o

par .
a;;glgglnﬁhda
27

Ceci se voit aussi & partir de la formule (7). En effet ¢

o(R) ds & =-£Mu'ds§h=u&ﬂ£,ﬁgdo;5h
2R Q(R) an Q(R)

e
et cette expression, pour R = 0, se réduit & = % agw‘(igzvdu‘ﬁh
(o)
Ces deux cas de figure permettent de reconstituer la loi générale. Considérons,
en effet, le cercle de centre R ocomme limite de polygones convexes. L'é1ément ds se
8h V3 A'l
A .ﬂ k\ :
droite dont les normales font un angle do.
L'événement auquel nous nous intéressons
"A B A" est dans lés pores, mais le po-
« ' AT At B e
lygone A % B, B e B rencontre un

grain " se décompose en trois évinements
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exclusifs au premier ordre (A B A' &tant dans les pores) :
= 1 grain présente dans 4 AA Bﬂ. B son point limite relativement & AB

- Ll A? A0 B B 0 A" B
i A

= un grain présente dans le secteur B Bl..i. }3{;, son point le plus proche de B.

Au premier ordre, les probabilités de ces trois événements sont additives. On

a done o - (0)
ﬂ: Qu O 1
9(R) ds 6h = © ds bh - —S—etl do 3R
2n., a(o)
Dot
(8) @) = O A Q*(0)
‘ (b 2k Q(0)

Compte term de (7), on obtient Q(R) par une quadvature immédiate. Mais, én fait,
on ‘peut déduire directement de (8) l"expreséion de Q(S) pour un ensemble S convexe
guelcongue. En effé’c,, soit S' un ensemble convexe contenant S, trés voisin de S / et
sh(s) 1a distance 3 C! du point de C d'abscisse curviligne s. On a .

Q(s) = Q(s®) = = 5 Q(s) =a(s) ﬂ (R) ds dh(s) = Q(S()/g' oh(s)os - %—Sﬁl %—}(59-)2 oh(s )dox
C ¢ - C

= qs)ess -4 ﬁ;@L;g(Z&ﬂ
2n Q(0)

Ceci s'intdgre immédiatement sous la forme o

A Q"%G) L
-5 + 2
a(s) =¢ e & q

I1 suffit de prendre un homothétigue infiniment petit de S pour obtenir

¢ = q(0) = q. Dot ° A q:(0)
-8 + 5= m%m- 28
a(s) =qe & e
Posant
= -tk L2140
(%) 2 2ne 5%%%5'
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On obtient la relation :

-@S=2m 0L
a(s) =q @ "

qui généralise (2).

Interprétons le coefficient m, dans le cas du schéma boolden & grains convexes.

I

~ Prenons pour S wun segment de droite de 1ongueurwib, -
donc un ensemble convexe de surface mulle et de périmdtre 20, 1a formile (10) se ré-

duit & * o ol
ob)=qe "

Dautre part, on sait (cf. Granulométries en place et milieux poreﬂx aléatoires)

o k(o
ol ) =qe

que 1l'on a -«

= K7(0) étant 1'espérance mathématique du diamdtre apparent du grain convexe
primaire. Par identification

2m = - K1(0)

on voit que 2 m, est 1l'espérance mathématique du diamdtre apparent du grain convexe

primaire. Dans le cas du schéma circulaire, on avait obtenu directement m, comme pre=
mier moment de la gramulométrie, ¢'est-a~dire comme espérance mathématique du rayon du
grain circulaire primaire. Ainsi, la formule généralisée (10) conserve intégralement la
signification géométrique des paramdtres qui y figurent.
~
Enfin, de (7) et de (10) on déduit immédiatement la loi lide du premier point
de contact sous la foxme

m
9(s)ds 8n = ©(4 + 4)ds 5h = © ds Sh + 6my du 8h

qui généralise exsctement (3).
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’ gueur h dans la dirvection de la normale. On a
. ,
ds, _ ds,; ds, _ ds',
B Bytn By H*h
Diod

III.~ LOI DU PREMIER POINT DE CONTACT = 3 DIMENSIONS.

Les résultats -du paragraphe précédent se -transposent dans le cas 3 trois dimen-
sions, moyennant quelques complications provenant essentiellement du fait qu'il y a
maintenant deux rayons de courbures principaux R/l et Rz 3 -considérer en chaque point
de la surface limite S d'un volume convexe V. Nous étudierons en premier lieu le sché-

ma & grains sphériques, et ensuite le schéma semi-markovien fort le plus général.

' a/ Préliminsives Géométriques.

Soit V un volume convexe, S sa surface limite et d S = ds,l dsz un élément
d'aire de S construit selon les éléments d’arcs ds,lg dsz pris selon les lignes de

courbure, R{1 et R2 les deux rayons de courbure correspondants.

Soit d8! = d,% dsé 1'é1ément de la surface paral-=

12le obtenue en déplagant les points de d S de la lon=

=

h h
dS”=ds/id32“=(&+%z)@.*m)&s&&sz

Soit ¢

2
a8t = /1+h(§;+§4i)+RhR ds
By T By Ry

Cette formule laisse prévoir que la courbure moyenne é’- + I%' et la courbure
totale - vont jouer un réle déterminant. a 2
R,J= R2

Soient V et V! deux volumes convexes avec VCT V', tels que sh(M) soit la
distance, trdés petite, du point M de la surface S de V 31 la surface S' de V', Inté-
ressons-nous aux variations du volume et de la surface @

8 V=V wuV

§8 =8 -8
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pour une fonction 5h(M) quelcongue définie sur S. On a, en premier lieu .

5V = ﬂ sn{M)as
S

En deuxidme lieu, on déduit de (12) la variation de S
(13) 58 sd/%h(% + %-)ds
, : L 2 T2
Ainsi (é‘l'; + ﬁi)ds 5h est la variation élémentaire de la surface limite.
A 2

Nous nous intéresserons spécialement & 1'intégrale de la courbure moyemne, quanti-
té ayant la dimension d'une longueur que nous désignerons par 2 Th.

(14) 2Qs//(§z+%)as
5

s (%erchons la variation de 1'élément o
h 1 .4y =
‘ (ﬁzé-ﬁz)dﬁud.afldsg&dazds,l

Les angles 4 % et 4 %, ne varient pas, tandis que les arcs ds, et ds, ont les

A 2
variations °©
& d % = ohd %,
o4 sz = 5hd A
Diod
B ds, ds
P A A 2
Sl(e=+5)S\=206h do, dex, =28 h
LRZ B, % ¢ % N R
Rappelons la formule de Gauss s
a ¢ = das
By Bo
. reliant la courbure totale & 1'é1ément d'angle solide d(¢)  balayé par les normales.

11 vient p
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8 (%4-%)&5 25hdw =205 h =2
o R, B,

esnei.co_alﬁ/7 ob 42 dS

[}

(15)

s(2 A.)

Diam®tre apparent moyen

T

Dans chague direetion &),

le volume convexe posséde un diamétre apparent Déo .

s

Soit Do le diamdtre apparent moyen ¢

Dans la variation 6h(M), on a ¢

8 Dey= 5 b)) + & n(M,)

Igl et M2 désignant les points de S ayant leurs normales dans la direction ().

On en déduit (théordme de MINKOWSKI):
- ‘

2 dhds 4
5%"‘*"@5‘/ T, = Froed)

et, par une intégration immédiate
(16) T""' = e U/a% m)d S

b/ Cas du schéma boolden B grains sphériques.

Soit & calculer la probabilité Q(V) pour que le volume V soit contenu dans
~6 V

les pores. On éderit tout d'abord qu'aucun grain n'a germé dans V . probabilité €

Ensuite, pour chaque élément dS de la surface, on écrit qu’aucun grain sphérique ger-

mé dans le volume extérieur balayé par les normales & 4 S n'a atteint 1'élément S,

L %

ce qui a lieu, d'aprés (12), avec la probabilité
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/6/@ F(h)JdS“ /}eas/jd F(hj[/i+h( )+§..ﬁ_]
Téﬂéas(}%+

et g désignant les 3 premiers moments de la gramulométrie. Il vient ainsi o

s A
3 R, B,

nf o5

(2 + 2y
55

m&,,

g = = GL-CV
Q(V)::@ 3&51!33 m2 a‘

ou, en introduisant la porosité

4
= 3 3]
A o g
© levem 68 -m, el
(16) V) =q &

Loi du point de contact.

Calculons maintenant la probabilité @(m)as 8 h pour que 1'élément de volume
idSdh rengontre un grain lorsque 1'on sait que V est dans les pores. On éerit qu'un
grain a germé dans le volume engendré par les normales extérieures de 4 8 et posséde un

rayon égal & sa distence x & d S, d'ot
v

¢(m)as 5h a%ﬁh/?dsﬂ dF(x)

[+ O ,
g@‘d35hc/;gl+(§=+%)h+ k -EGF
/ % T2 B R,

4 A "‘2
=0 dS8sh |4 +n (4 a=) + moem
( WE L TR,

Dol o

(17) CP(M)_G &+r§1(-+ﬁ- +%2ﬁ;
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On observe une eirconstance analogue au phénomdne déji signalé dans le cas &
deux dimensions ¢ les lois Q(v) et (M) ne dépendent de la gramulométrie primaire
que par l'intermédiaire de ses trois premiers moments, et de la géométrie du volume
convexe V que par llintermédiaire de ses rayons de courbure, pour (l)(M),, et des trois
quantités 'V, S e O, pour Q(V). Ge résultat remarquable peut s'étendre su cas du

schéma semi-mdrkovien fort le plus général.

¢/~ Cas du schéma semi-markovien fort.

Par des raisonnements trés analogues & ceux qui ont déja été faits, pour les
schémas & deux dimensions, oﬁ. déduit de la propriété semi-markoviemme forte que la loi
lide (3)(}?1) du point de contact ne dépend, em réalité, que des deux rayons de courbure
Rll. et B.2 en M & la surface limite S du volume convexe V. Ceci ne suffit pas, cependent,

pour affirmer que cette loi est de la forme (17). On est conduit 3 envisager les trois
cas de figure élémentaires ci-dessous ©

'z
1/~ Soit un élément de volume &S & h comstruit sur un élément d'aire plame d S paralldle

% un plan P. Dans un schéma booléen, la
probabilité pour qu'il existe un grain
dont le point limite relativement 2 la
direction du plan P ‘tombe dans A S 6 h

est ©d48S 8 he On le voit exactement

comme dans le cas & deux dimensions, en ! @ !
remplagant le schéma primaire par un sché- - }
ma oy ce point limite coincide avee la po= /
sition du germe. Dans un schéms semi-mar— /
kovien fort, cette probabilité est encore /

de 1a forme © &5 8h, © Stant uné constan=
te (qu'on ne peut plus interpréter comme

densité de germes).

2/~ Soit un petit cylindre de révolution, de rayon O R et de hauteur d x ayant une droi-
te D comme axe. ILa probabilité pour qu'il D
existe un grain dont le point limite relati-
vement & D(i,e . le point de contact avec ce o>
grain du premier cylindre de révolution d'axe D |

le rencontrant) tombe dans le petit cylindre
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dx8 R est de la forme A dx SR, la constante A étant indépendante de la direction D
& cause de 1'isotropie.

Plus précisément, la probabilité pour que ce point limite tombe dans un secteur
cylindrique d'angle 4 o découpé dans ce petit cylindre est égale & &

A
-%—idxaRda

Soit une sphére de eentre 0, de rayon trds petit OR. La probabilité pour qu'il
existe un grain dont le point limite relativement & 0(i.e ¢ le point de ce grain situé
3 distance minimale de 0, O n’appartenant pas & ce grain) est de la forme n & R, ol p
est une constante. Plus précisément, en raison de 1'isotropie, la probabilité pour que
ce point limite tombe dans 1l'angle solide d¢) limité & cette petite sphére, est égale

-1
uéR%%

A partir de ces trois cas de figure élémentaires, on peut recomstruire la for-
mule (17) dans le cas général. On considére pour cels la surface S comme limite de
polyddres dont les faces sont construites sur les lignes de courbure. En un point M de
S 1les lignes de courbure sont remplacées
par les angles trés plats AN A" et

B M B'. La rotation des normales selon

t
P
l
I
|

AMA' et BMB' est égale & ¢ -
. \ -~
ds ds =~ A
d o= e B = =t M
A R2
respectivement. La loi (i) (M) se construit
A B*

facilement. Pour qu'un grain possdde un

point limite dans le volume ‘de hauteur O6h construit sur le tétraddre plat MAA'BBY,
il faut qu'il possdde un point limite soit par rapport 3 une des faces AMB, efc c..,
soit par rapport dune des ardtes, soit par rapport au sommet M.

= La premidre éventualité, d'aprés le cas de figure élémentaire n°4, a la proba-
bilité €4S & h

~ La deuxi®me éventualité correspond au cas de figure n°2. Pour l'aréte MA, la

rotation de la normale principale selon la deuxidme ligne de courbure B'MB étant

ds
ap= ——-2., on obtient la probabilité :
R
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ds
A 2

et, pour 1l'ensemble des quatre aydtes .
A a 4 A
25 ﬁ',z B T2 T o R R,

= Lo troisidme éventualité correspond au cas de figure n® 3. Comme les normales
4 4S engendrent 1'angle solide d{) = %ST, on obtient cette fois la probabilité .

A2
A /l as
POhdw =<5t dh ga
ix in BARZ
Finalement, il vient <
_ A (AL Ay, P A
(18) @(&1)-e+ﬁ(§+ﬁ.§)+ﬁ%

Pour parfaire l'analogie avec (17) on posera :

=
s %_zaﬁ
(19) .
" = TRy
Dol ¢ ‘ :
(20) b)) assn= 6/1“91( +-_)+§-§-= dSsh

A2

La loi Q(V) - probabilité pour que V soit dans les pores - s'en déduit. En
effet, pour une variation & h(M) du volume convexe V, on obtient en intégrant (20)

~saw =am [/hw asen
S

Utilisant les relations géométriques (13) et (15), nous trouvons
-5aV)=q(V) |65 T+ @m,lssﬂnza(l]

ce qui s'intdgre immédiatement
- Bvn, 05,0,

e(v) =c e
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T1 suffit de faire tendre V homothétiquement vers O pour trouver C = q.
Par suite, on a bien

~ 8Vn, s - oL
QY) =q e "2

Interprétation des paramdtres m, et m, dans le cas du schéma booléen & grains convexes.

(22)

i

Montrons maintenant que les paramétres %. et m, gue nous avoms introduit pos-
stdent la méme inberprétation gramlométrique que dans le cas des grains sphériques
dans ce dernier cas, 2 m m, et = n, étaient les espérances mathémafi‘.ques du diamétre
apparent et du contour apparent dfun gram sphérique primaire. Cette mterpretat:.on
subsmte ici. Pour le voir, cons:.dex"ons le cas o} le volume V se réduit & une aire
plane convexe de surface S°. Ona V=0 et 8=2 St (parce qu'on doit compter
dans S .les deux "faces ® de 1l'aire plame S'). Calculonsa_

La formule générale

a-% O,Q/z;; bes - /jdsa a, + a8,

se simplifie ici. En effet, dans S* ona E" + E” = 0, L'intégrale sfeffectue, en

réalité, sur le contour C de S'. L'un des rayons de courbure (RA par exemple) y est
mil, et 1'autre infini : le terme ds, de, donne O, tandis que l'autre se réduit X

L faas
c

puisque la rotation de la normale est égale 3 = lorsque 1l'on passe d'une face de S!
3 1'autre. Finalement, il vient -

A= ad

oL désignant, comme toujours, le périmdtre de C{contour de S'). Ainsi, on a :

esq_. me!ﬁ
Q(s') =qe " i

Particularisons davantage encore, en prenant pour S' un segment de droite de
longueur P, tdei St =0 et V?/ Sﬁ de sorte que l'on a &

ol
Q(a@)—qe "
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Or on sait que o(l) est de 1la forme
) 4+ 8r (o)
M£)=qe

od = K'(0) est 1l'espérance mathématique de 1'aire du o
primgire. L'identification

ﬁmzzaK“(O)

montre que l'expression = m, posside bien la signification géométrique qui était
déjd 1la siemme dans le cas des schémas & grains sphériques.

Pour interpréter le paramdire Iy BOUS considérerons le schéma booléen & grains
convexzes ip&ui'i; sur un plan. Désignons par @', m' ,.Lete eoo les paramdtres de ce sché-
me induit & 2 dimensions, La densité ©! de germes induits se déduit de 6 et ae
1tespérance mathématique E(D) du diamdtre apparent du grain convexe primaire & 3 di-

mensions par la relation &

(23) - ©' = QE(D)
Mais la relation (10) s'applique au schéma & 2 dimensions, d'olt ¢

-1 s ~2m 008

(24) . qs) =qe
jdentifismt (22) et (24), on obtient ¢
(25) & =2x0

Comparant & (23), il vient 2 L, = B(D) : L'expression 2m, représente 1'espé=
primaire exactement comme

Remargue ~— L'identification de (22) et de (24) permet de généraliser certaines des régles
de passage d'une granulométrie induite & la granulométrie originelle, telles qu'elles
ont été établies par ailleurs dans le cas des grains sphériques. ILdentifiant les ter—

mes en (;6 , nous obtenons 3

Zm,fl Ot =an 0O

n?

soit, compte temu de (25) ¢

(26) mi

3
NN
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Cette relation est jdentique & celle qui donne le premier moment de la granulométrie
induite en fonétion des »deﬁx premiers moments de la gramulométrie originelle des grains
sphériques. Mais elle s'applique ici 3 des grains convexes de formes quelconques (sous
réserve qu'il y ait isotropie statistique, c'est-d-dire par exemple que ces grains
soient orientdés au hasard).

Ecrite sous la forme
7 m, = (2 mf)(2m, )

Cette relation permet d'énoncer la propriété suivante -

Sgale an produit des espérances mathématiques des diametres apparents du grain pri-

maire et du grain induit.
Dl'autre part, si 1l'on désigne par

x(0) = % n mg

1'espérance mathématique du volume du grain primaire, 1l'idenmtification

4 g
qgem-fx;m}6§ em:nm°26

donne
buy =3 O mp
Compte tenu de (25), on obtient ©
(27) =5 2
On reconnatt en (27) un deuxidme cas particulier de la formule
TRTED  ma
TG+3) g

établie dans le cas des grains sphériques. Ecrite sous la forme

m?

3nmy = (wng) (2m)

cette méme formule permet d'énoncer la propriété suivante 5
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2.

e du o

orimaire et de l'sir

pérances mathématiques du dismetre apparent du g

induit.

En dernier lieu considérons la_covariance.

¢(h) = (=, x + h)

ou probabilité pour que les deux points x et x +h soient dans les pores. Elle a
évidemment m@me valeur dans les schémas booléens originel et induit. Désignons par
K.),(h) et Kz(h) les espérances mathématiques du volume (de l'aire) de 1'intersec-
tion d'un grain primaire avec son trenslaté par h  dans le schéma originel 2 3 di-
rﬁensions et dans le schéma induit & deux dimensions. L'identification

; 6
eexzm: 2 o Ky(h)

¢(n) = ¢° q

* domne

ezz(h) = O K,(n)
dlod, compte temu de (25)

(28) Ky(n) =2 m; Ky(n)

En faisant 1 =0, on retrouve (27). Dérivant en I et faisant ensuite h =0
on retrouve (26). Ainsi, la formule unique (28) résume les résultats obtemus en ce qui

concerne le passage de la granulométrie originelle 2 la granmlométrie induite.

Remarque.~ Lol du de grai

Soit un schéma boolden (& grains quelcongues) et un ensemble B quelcongue. Dé-
gignant par (B) 1a probabilité pour que B ne rencontre pas un grain primaire germé

en g, on sait que © - /Eln;%(B)]d £

%=mM=e

est la probabilité pour que B ne renconire aucun grain apres passage en booléen. Cal=
culons de méme la probabiliteé By pour que B rencontre un grain primaire exactement.

Cet évenement est somme des événements suivants ©

® yn grain a germé en g eta rencontré B, aucun autre grain n'a rencontré B
a(B) L/l - &(B{i Oag
By = G/El - X&:(B)]d g QB)

de probabilité

Diodr
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‘ De méme, soit P, la probabilité pour que B rencontre exactement n grains
primaires. Cet évinement est somme d'événements du type
® n grains ont germé aux points Ego Epoce By et rencontré B , aucun au~
tre grain n'a rencontré B ¥
de probabilité

Q(B)[/l - ;%1(}3)] cos [& - Xan(B)] en é £peer 4 &g

On doit sommer ces probabilités pour toytes les positions de glluo g » en pre-

nant garde que l'évdnement relatif aux grains gémés' en Egoee £, est ains% compté

nd fois. D'od 0 o
png% /[ﬂ- "'Xg(B) d% Q(B)

Ainsi le nombre de gr

son de parsmétre

ains

primsires rencontrés par B__est une de Poig=

A = @/@ “Xa(m] de

Dans le cas particulier ol le schéma booléen est 2 grains convexes et ot B
est lui-méme convexze, on a, d'aprés les paragraphesprécédents, les expressions trés
simples suivantes pour A, selon que l'espace est 3 2 ou 3 dimensidns o

% xae{sq»z%i,«mmz]

h:@{v+%s +m26b +§5zm3]

Si B se réduit & un point, on woit, q désignant la porosité, que pour un
schéma booléen quelconque la probabilité pour qu'un point appartienne & 1'intersettion
de n grains primaires est égal & ¢

n
P, = 2 (1083 q
n! q
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IV.- LE SCHEMA ISOTROPE A CANALICULES INDEPENDANTS.

Un tel schéma, ol les canalicules (qui jou‘ent le r6le des pores) sont mis en place
indépendamment les uns des autres est un cas particulier de schéma booléen & grains
convexes, 3 cecl prés que 1l'on doit échanger les réles des grains et des pores. Ici, en
effet, ce sont les ‘bores convexes (les canalicules) qui sont implantés indépendamment
dans le milieu initislement plein. Autrement dit, ce milieu possdde la propriété semi-
markovienne forte relativement aux grains. La granulométrie des traversées des grains

" sera donc exponentielle et, plus généralement, la probabilité P(B) pour qu'un ensemble

convexe B soit contenu dans les grains sera domnée par les formules exponentielles
des paragraphes précédents. Pour réduire les calculs, nous nous limiterons au cas -1

deux dimensions, mais le cas & 3 dimensions pourrait 8tre traité de mani®re amalogue.

A proprement parler, les canalicules étant infinis, la densité de germes O est
rulle. Pour définir le schéma de manidre précise, nous désignerons par F (17, )la pro=-
babilité pour que la 1argeur d'un canalicule de direction o soit :mfer:.eure ) i’, (gra-
nulométrie primaire des canalicules), et par ?\,ac\&i- 1a densité poissonienne (infi-
niment petite) du schéma indui"t:’ sur un axe x'x perpendiculaire 3 la direction « des
canalicules, par 1'axe (ou 1l'un des bords) des canalicules. Nous limitant au cas iso=-

trope, nous supposercns que

F(4) =%(4)
Ay = A

ne dépendent pas de .
Calculons alors’ P(R), probabilité pour qulun cercle de rayon R ne rencontre

sucun canalicule. Raisonnons d'abord sur les canalicules de direction o prisé comme

axe des y. Aucune extrémité droite ne doit

germer entre A et A' | probabilité

e~ BMA% ) aroite de A', en tout poimt N

distant de x de A' on écrit qu'aucune extré-

mité droite n'a germé ou, si une extrémité

droite a germé, que la largeur du canalicule

est inférieure & x : probabilité

) -?»docEl. —F(xﬂ dx

A =ndx do+ A dx daF(x) =€
Finalement, aucun eanalicule de direction « ne rencontre le cercle avec la

probabilité
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azaxdauxaa/amﬁ'(xﬂax -A (L + 2 R)aw
=€
(o)

e

Nous désignons par ,6 1a largeur moyenne des canalicules

b frar - [ -wels
0} o

Intégrant ensuite en awde 03 = , il vient

. =@ BAR = szz
(29) P(R) =

Pour R =0, nous obtenons la probabilité p pour qu'un point soit dans les

-nnd
e

grains
(30) p =P(0) =

Elle ne dépend que de la largeur moyenne E des canalicules, et non de leur
granulométrie. Finalement (29) est remplacé par o
' = 2%A R
(31) P(R) = pe
Ie milieu étant semi-markovien fort, on a, d'aprés (10), pour tout ensemble
convexe de surface S et de périmdtre 2 (Q,
PR)=pe
En identifiant & (30), on voit que 6 = 0, ce qui était évident a priori, et que
my @ coineide avec A. Finalement

- 2ad
(32) P(S)= pe.

P(S) ne dépend que du périmdirve de 1'ensemble convexe S. Pour un segment de droite

de longueur h, il vient
- 2Ah

(33) P(h) = pe

et 1'%on voit ainsi que ]

née par 1°exponent1elle 6" 2?"1"

gules et ne dépend que de leur densité pcissom.enne Ae La granulométr:.e des canalmules

n'intervient que par sa valeur moyenne dans la formule (30) domnant la probabilité p.

Dol cette conclusion d'apparence paradoxale $ si l'on augmente de manidre d'ail-

leurs quelconque la largeur des canalicules, on diminue le nombre des grains (on dimi-
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nue p) mais on ne modifie pas la gramilométrie des traversées des grains. Celle=ci
est en particulier la méme =i E =0 (p =) clest-a=dire si les canalicules sont

réduits & des droites de largeur nulle.

Ve~ EXEMPLE D'UN SCHEMA MARKOVIEN QUI N'EST PAS MARKOVIEN FORT.

Supposons que les canalicules du paragraphe précédent soient infiniment minces,
clest=a-~dire réduits & des droites. On obtient ainsi une partition du plan en poly-

gones convexes aléatoires. Pour chatun de ces - y / I j

polygones tirons au sort, indépendamment des

autres, son appartensnce aux " grains® ou

sux " pores ™. Seit p la probabilité pour ’ l / ~
qulun polygone appartiemme aux g;'ains,, et

q =4 =p 1la probabilité pour qu'il appartien-

ne aux pores. On obtient ainsi un schéma de milieu

poreux, bien différent des préedédents, ol les grains et les pores jouent des r8les sy~
métriques. Nous allons montrer que ce schéma posséde la propriété semi-markovienne &
la fois vis-3-vis des grains et vis-3-vis des pores. Cela signifie exactement que ge

& deux états. Un

schéma possédant cette propriété sera dit markovien. Mais nous verrons que le schémg
markovien ainsi défini ne posstde pas la propriété markoviemme forte (en particulier

les résultats des paragraphes 2 et 3 ne lui sont pas applieables)

Schéma induit sur une droite D.

Sur une droite D deunée, les points de séparation, c'est-a~dire les intersec-
tions de D avee les droites aléatoires du schéma, dessinent un processus poissonien.
En effet, les canalicules de direction o donnent un schéma poissonien de paramdtre
Asin o d o (on a pris la direction de D comme origine pour les angles oc). La somme

de ces processus de Poisson est un processus de Poisson de paramdtre
T

p=?\./sincxdoz=2?\,

o
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Le schéma induit est alors manifestement markovien. Soit, en effet, un point O
de D dont on sait qu'il est, par exem- )
ple, dans les grains, et um point M si-
tué B droite de O. Quels que soient les

o N
5.
renseignements disponibles & gauche de O, 0 " D

©

i
deux circonstances seulement sont possibles .

- ou bien aucun point de séparation n'est tombé entrs 0 et M, et alors nécessaire=-

nemt M est dans les grains (probabilité €M avec h =0M),

- ou bien un point au moins de séparation est tombé entre O et M (probabilitéA=e” khy
La probabilité pour que M soit dans les grains est alors p.

- Finalement, O é&tant dans les grains, et quels que soient les. événements connus

3 gauche de O, 1la probabilité pour que M soit dans les grains est ©
~uh : .
PmeA/oam=eL‘+pm e’*) p+quh

Ainsi, le schéma induit est le processus de Markov ayant la matrice de transi-

tion
,.~ph _uh\'
qg+pet pfpe
=ph -ph
q=q6 p+q@

Les granulométries des traversées des grains et des pores sont toutes deux ex~
ponentielles. Galm.tlons,, par exemple,, 1la probabilité P(h) pour que le segment de lon-
gueur h soit dans les grains. Soient 0 et H ses extrémlteso On doit faire la som-
me des évenements o ® m points de séparations tombent entre O et H, et chacun

des n +/L segments ainsi délimités

a._-—-+
sont dans les grains " de probabi- () "‘
lités.
nﬂ@m\f‘
ni
Dol ~ gd) "
=ph -quh
Ph) = S pn+i(}t___eP =pe qp

De méme, la granulométrie des pores se déduira de

Q@)~qepph
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Montrons maintenant que ce schéna markovien n'est pas markovien Aforto En effet,
s'il était markowvien fort on -obtiendrait, pour tout ensemble convexe S, le moment
fonctionnel Q(S) sous la forme
~a2p® 8 = 2pad
(34) o8) =qe -
Cette expression s“o‘btierﬁ: facilement par des raisonnements ealqués sur ceux du

paragraphe II. Mais on a aussi .
o0

, < .
(35) ' QB) = £ __pyd
N=A4
ol Py désigne la probabilité pour que les droites aléatoires divisent S en N quar-
tiers. Les Py sont évidemment indépendants de p et g. Si 1l'on remplace ¢ par s,
Q(s), en tant que fonetion de s; coincide donc avec la fonction génératrice Q(s) du
nombre N -de quartiers. Si donc le schéma était semi-markovien fort, et si par suite
la relation (34) était vraie, on aurait
~na2ss? +mafs & - 228, + 2ads

é(s) =86

- On vérifiera facilement que cetie expression n'est pas une fonction génératrice

(le coefficient du terme en st

kovien forte

peut 8tre négatif). Par suite le schéma n'est pas mer—

Loi des arétes, des noeuds et des guartiers,

Etent donné“wn domaine convexe S, désignons par

a le nombre des arétes interceptées par S
" noeuds contenus dans S
N o . quartiers en lesquels S est divisé par les aré&tes.
Par ar8te, on entend une droite aléatoirve du schéma, et par noeud l'intersec-
tion de deux arétes. Un raisonnement immédiat domne

(36) N=4+n+a

Si 1'on connaissait la loi simultanée des arétes et des noeuds, on en déduirait
la loi de N et par suite, d'aprés (35), le moment Q(S).
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Le loi du nombre ¢, d'ar8tes s’obtient facilement. En effet, si Doc désigne le

diamétre apparent de S dans la direction &, le nombre d'arétes de direction oo intercep-
1 ,
tées par S est une variable de Poisson de paramétres X Doc d oe Le nombre total Ol

d'arétes interceptées est donc une variable de Poisson de parsmetre
- .

(37) 7\,(/ D da=2rd=pd

2 w)® - pd
Adnsi la probabilité dlavoir (L arétes est bl g
Cl i

o

1

Désignons par Pn o,la’ probabilité d'avoir n mnoeuds, conditionnellement lorg=
et 4
cqu'il y a QL arétes, ét par ¢&(s) 1a fonction génératrice eorrespondante

§O(LS) EZ oot "

La probabilité Pn d'avoir n mnoeuds, et la fonction génératrice correspondan—

te sont alors °©

(38)

o - -
! lp(s) ;ZE;(&;QL e pd ¢ (=) =Z P, s
i’ o8
Enfin la probabilité d'avoir n noeuds et Ol arétes est

P mgﬁ@fb gap&

n& a;
avec la fonction génératrice & 2 variables
& L
4t
(39) Gloys) =02 4@ =) dt) G (o)
oo e = ot o

p:
On voit = au facteur © prés = que G(s,t) se déduit de QJ (s) en rempla~
cant p par pt (P a te dépend pas de M) ¢
By

(40) o(s, ) = §is; we)

La relation (40) montre qu'il suffirait de comnafitre la loi l\) des noeuds pour

en déduire la loi G simultanée des noeuds et des ar&tes. D'aprés (36), le nombre N



- \=|30 =t

o

de quartiers a de son coté la.fonction génératrice ¢

-pfl-s) q)(s.

s G(s,s) =s e ps)

qui se déduit directement de la loi des noeuds. Enfin, d'aprds (35) il suffira de rem-
placer & par g pour obtenir le moment fonctiomnel Q(S)

= ua’f(elo a)

afs) =qe ql(qguq)

On vérifiera que 1'expression (fausse) derite en (34) correspond 3 une loi des
noeuds poissonienne de paramdtre o« ?\,2 S = %’ p.2 Se Il est exact d'ailleurs que nt ?\23
représente 1l'espérance mathématique du nombre n des noeuds. Mais les noeuds ne peu~
vent pas &tre poissoniens . cela se comprend, d'ailleurs, puisque les noeuds s'alignent
sur les artes ! leursimplantations ne peuvent pas 8tre indépendantes les unes des au-

tres.

Nous ne connaissons malheureusement pas la forme explicite de cette 10:‘.4) .

G. MATHERON
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