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GRANULOMETRIES EN PLACE ET MILIEUX POREUX ALEATOIRES

Introduction

Pour qufil soit possible de définir la granulométrie d'un matériau naturel

ou artificiel, deux conditions sont requises

a/ le matériau doit &tre constitué de grains individualisables sans ambiguité.

b/ il doit &tre possible de classer les grains en fonction d'un paramdtre quanti-

tatif unique.

Dans la pratique industrielle ou en laboratoire, ces conditions sont imposées
ipso facto au matériau traité par les opérations techniques auxquelles on le soumet- $
les grains sont libérés ou individualisés (donc définis en tant que grains) par une
suite d'opérations détermindes (concassage, broyage) et séparés en classes par une
autre suite d'opérations également bien définies (par exemple des tamisages). Le ré-
sultat - la courbe granulométrique - permet de comparer entre eux des matériaux dif-
férents, pourvu qu'ils soient traités de manidre strictement identique : tel matériam
apparaftra comme plus grossier, ou plus hétérogénq,que tel autre. Mais la granulomé-
trie obtenue dépendra en général des conditions opératoires choisies, et, en dehors
de cas particuliers trés simples tels que celui des grains sphériques, ne pourra pas
se relier de manidre évidente & des caractéristiques géométriques précises des grains.
Le classement empirique ne correspond pas, en général, & un criteére conceptuel clair.
Et, en effet, pour peu que leur forme soit un peu complexe, les grains ne sont pas
soumis & une relation d’ordre unique. Selon que 1l'on met l'accent sur le plus grand
diamétre, la section moyemne, le volume, etc ... on obtient différents principes de

classement, entre lesquels chaque dispositif expérimental réalise une pondération va-

risble.

Diautre part, la notion de granulométrie ne se limite pas aux matériaux pré-
parés, mais s'étend également aux matériaux en place. Le pétrographe, 1'hydrogdologue

s'intéressent & la granulométrie des minéraux constitutifs d'une roche, 3 celle d'un
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milieu poreux, etc ... A une autre échelle, le sédimentologue s'intéresse aux dimen—
sions de lentilles gréseuses, aux puissances affectées aux différents facids d'une
série lithologique rythmique, etc ... Or une granmulométrie in situ exprime bien cer—
taines caractéristiques gédmétriques des grains individuels, mais ne tient pas compte
des rapports des grains entre eux et de leurs dispositions mutuelles dans l'espace.
Pour employer un langage pétrographique, elle renseigne sur la structure des grains,
mais non sur la texture de la roche (1'arrangement des grains). De plus, la notion de
grain individualisable peut devenir trés floue et cesser d'&tre utilisable. Entre deux

grains distincts, et les mémes grains reliés par un chapelet de granules, puis par un

@n:::@ isthme, il y a un passage continu que la gra-

mulométrie ne peut pas exprimer. Dans un mi-
@ R ﬂ) lieu poreux, la notion de grain peut méme s‘éva-
nouir tout-a—fait, et de toute manidre les pro-
(:2> 'ACD priétés hydrodynamiques les plus intéressantes
(1a perméabilité) semblent lides davantage aux
dimersions des pores qu'd celles des grains. Il convient donc d‘'introduire une concep-
tion plus large de la granulométrie, capable de décrire la gdométrie complexe d'un mi-
lieu & deux composantes sans se référer & des "grains " individualisés. A la granulo-
métrie des grains, il convient aussi d'adjoindre celle des pores, et c'est précisément
cette granulométrie des pores qui paraft susceptible de rendre compte de l'arrangement

des grains entre eux, c'est-a-dire de la texture de la roche.

Cette conception élargie de la granulométrie est certainement possible. De fait
elle existe déji. Les matériaux in situ, en effet, ne sont généralement pas accessibles
dans leurs trois dimensions. On ne dispose le plus souvent que de sections (affleure-
ments, lames minces, etc ...) & deux dimensions, et le passage de la granulométrie 3
deux dimensions mesurée sur une section & la vraie granulométrie & trois dimensions

pose un problime difficile (que nous aborderons dans un cas particulier). Sur les sec-

tions ellés-mémes, il est souvent plus commode de mesurer non pas la taille des grains,
mais leurs traversées, c'est-a-dire les longueurs des segments qu“iisinterceptent sur
une ou plusieurs droites paralldles & une direction domnée. La statistique de ces tra-
versées conduit & une véritable granulométrie 3 une seule dimension : mais celle-ci
n'est nullement lide & l'existence de grains individualisés, et peut &tre construite

aussi bien & partir des traversées des pores, du ciment, etc c..
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La premi®re partie de ce travail sera donc consacrée i définir une conception
purement géométrique de la granulométrie in situ. Celle-ci devra &tre indépendante
de l'existence de grains individuels, s‘appliquer aux pores aussi bien qu'aux grains
et généraliser, par conséquent, la notion de gramulométries des traversées unidimen-—
sionnelles, mais contenir également comme cas particulier la notion usuelle de granu-
lométrie, chaque fois que celle-ci est définie sans ambiguité (par exemple, dans le
cas de grains sphériques). D'autre part, l'extréme complexité des milieux naturels
que 1l'on cherche & décrire (eonstituants d'une roche, milieu poreux, succession de fg-
cids lithologiques ...) rend 3 peu prds inévitable le recours & un langage probabilis-
te. Les courbes granulométriques cumulées - bien qu'elles ne possédent pas par elles-
mémes de contenu probabiliste - appellent, elles aussi, ce langage, dans la mesure ol
elles se présentent sous un aspect formellement identique aux fonctions de répartition
du calcul des probabilités. Dans une deuxiéme partie, par conséquent, nous chercherons
3 décrire un tel milieu comme un ensemble aléatoire et & le caractériser par sa loi
spatiale P(xa,.,, xh) donnant la probabilité pour que n points déterminés de 1l'es~
pace Zyeee X, appartiennent, par exemple, aux grains. Plus généralement, nous de-
vrons introduire les moments fonctiomnels P(B,B') donnant la probabilité pour que
deux ensembles donnés B et B! soient contenus, le premier dans les grains, le se-
cond dans les pores, et reconstruire, & partir des P(B,B!) les notions granulométri-
ques de la premidre partie, qui recevront ainsi 1'interprétation probabiliste qu'elles
aﬁpellent. Ce programme ne pourra, malheureusement, &tre compldtement réalisé que dans

le cas particulier de la granulométrie des traversées.

Dans une troisieme partie, nous présenterons, & titre d'illustration, quelques
schémas ou moddles susceptibles d'&tre utilisés dans les applications (schéma booléen,
schéma semi-markovien). Enfin, dans une annexe purement mathématique nous apporterons
quelques justifications axiomatiques sommaires 3 la théorie des milieux poreux alda-

. 7 . S .
toires exposée dans la deuxidme et la troisieme partie.



GRANULOMETIRIES EN PLACE ET MILIEUX POREUX ALEATOIRES

CHAPITRE I

DEFINITION GEOMETRIQUE DES GRANULOMETRIES

I.- LA TRANSFORMATION DE SERRA.

(1)

(1)

Dans 1l'espace euclidien ¥ n dimensions R" (en pratique, n sera égal 2 A,
2, ou 3, mais il est commode de ne pas spécifier & l'avance le nombre des dimensions),
un milieu & deux composantes,‘remplissant l'espace entier, est défini par la donnde
d'un ensemble A et de son complémentaire A®. Dans la suite, nous désignerons A par
l'expression "les grains " et son complémentaire A° par l'expression "les pores "
sans que cela implique d'hypothdse particulidre sur la forme géométrique de A ou 1'exis-
tence de '"grains ' individualisables. Il arrivera que A soit supposé borné, mais
alors A° (les pores) s'étendra jusqu'a 1'infini, de mani®re que tout point de 1'es—

prace appartienne soit aux grains, soit aux pores.

D'un point de vue plus analytique, on peut également définir ce milieu par la
donnée d'une fonction gA(x), dite fonction caractéristigue de 4, égale & 4 dans les
grains et & O dans les pores .

2 si xEA
k,(x) =
0 si x¢A

Pour déerire la géométrie complexe dessinde sur une lame mince (deux dimensions)
par des grains A opaques et leur complémentaire A° supposé transparent, J.SERRA(I
propose le dispositif expérimental suivant ¢ un spot lumineux circulaire de rayon don-

né A balaye la plague. Lorsque le spot est centré en un point x, deux circonstances

J. SERRA " REMARQUES SUR UNE LAME MINCE DE MINERAT LORRAIN "- Bulletin du BRGM (sous
presse).
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seulement sont possibles : ou bien la lumidre passe (si le spot rencontre les pores)
ou bien elle ne passe pas (si le spot est contenu tout entier dans les grainms).

Posons :

ki(x) = 0 8l la lumidre passe.

( ki(x) = A si elle ne passe pas.

La fonction ki(x) ainsi définie est la fonction caractéristique d'un ensem-

ble Ai qui se déduit de A par une sorte d'érosion, puisque seuls appartiennent
Y Ai les points de A situés 3 une
distance supérieure & A de la frontidre
des grains. Cette érosion des grains peut

aussi, inversement, stinterpré&ter comme
une dilatation des pores.

De méme, les grains étant cette fois supposés transparents et les pores opa-

ques, posons $

i
o

k n(x)

N 8i la lumidre ne passe pas

si elle passe.

I
&

( k' (x)

k"(x) est la fonction d'un nouvel ensemble A" qui se déduit de A par di-

latation, puisque seuls n'appartiennent pas a Ax' les points des pores situds 3
une distance supérieure & A de la fron-

tidre des pores. L'opération effectuée est

une dilatation des grains, ou une érosion

des pores.

Pour plus de commodité, convenons de ré-

3 3 s
server les valeurs positives du parametre A
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3-1a dilatation, et les valeurs négatives & 1'érosion des grains par le spot de rayon A.

Autrement dit, écrivons

k et A au lieu de k' et A!
-A =A A
. (A% 0)
k et A au lieu de k" et AT
A A A A

Soit S(A) 1l'aire occupée sur la lame mince par les grains dilatés selon le
spot de rayon A(aire de A.)\) et S(=A) 1'aire occupée par les grains érodés selon
le méme spot (aire de A_?\). S(\) est une fonction non décroissante de A. Pour

A & B, on a manifestement les inclusions

L,Ch, C Ay T4
et par suite les inégalités

() £ 5(40) £5(0) £ s(0) £

Cette propriété évoque une courbe granulométrique. Cependant 8(A) n'a pas
encore réellement la signification d'une granulométrie. Dans le cas, en effet, od A
est composé de cercles disjoints (grains circulaires) la variation s(a+ A A)-s(A)

ne refldte pas directement le nombre des grains de rayon compris entre A et A + A?\.

Toutefois, la transformation de Serra (faisant passer de A 2 A?\ ou A_?\)
va constituer une étape indispensable dans la construction du concept géométrique de
granulométrie. Avant de poursuivre, il convient de présenter cette transformation

sous une forme plus générale et plus systématique.

Opération A B

Soient A et B deux ensembles gquelconques de 1'espace euclidien R™.
A sera, par exemple, l'ensemble des grains, tandis que B va jouer le r8le du spot

lumineux envisagé ci-dessus (en fait, cette interprétation n'est pas obligatoire, et,
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dans les définitions suivantes, A et B interviemnent symétriquement). A tout point
B_ x de A et & tout point y de B,
nous pouvons faire correspondre la som-
me géométrique x + y. Lorsque x et
y décrivent A et B, le point x+ y

décrit un ensemble que nous noterons

4® B

U (x+y)

xE A
yE B

(2)

L'opération ainsi définie est manifestement associative et commutative.

Lorsque C est un ensemble quelconque et 2z un point, il est commode de

désigner par Cz 1l'ensemble se déduisant de C dans la translation z .

cC = xgc (xtz)

2z

L'équation (2) peut s'éerire sous les deux formes suivantes -

(3) A@B:UB:UA

xed T yéB Y

A &) B est 1la réunion, lorsque x déerit A, des ensembles B_ déduits
de B dans la translation x. C'est aussi la réunion, lorsque y déerit B, des
ensembles Ay déduits de A dans la translation y.

b

L'opération A & B est étroitement apparentée 3 une dilatation de A
selon l'ensemble B. Plus préqisément, pour qu'un point 2z appartienne & A @ B, il
faut et il suffit qu'il soit de la forme a+b avec a&€ A et b& B. Autrement
dit, il faut et il suffit que 1l'on puisse trouver un point b dans B tel que z-Db

v
appartienne & A. Désignons par B le transposé de B (son symétrique par rapport



3 l'origine).

Yy U

bE B

Dire que 1l'on peut trouver bE B tel que z=-bE A équivaut & dire

que (B)z (le translaté par =z de l'ensemble B) rencontre A.

(a) €2 ®3 & &) ()2 £y

&insi z appartiendra & A®B si, et seulement si, 1'échantillon égal & B

et implanté au point 2z a une intersection non vide avec A. On voit que A @ B
représente la dilatation de A par le transposé B de B (et non paq B lui-méme).

Si 1'on veut dilater A par B lui-méme, c'est donc llopération A @ B qufil

°

convient d'effectuer. Résumons ces résultats par une définition et une propriété :

Définition l.- On appelle transformé de Serra (par dilatation) d'un ensemble A par

un ensemble B 1'ensemble C.

C=‘§ZZBZ(\A,—4¢§

des points =z tels que l'ensemble Bz déduit de B dans la translation =z rencon-

tre 1'ensemble 4.

v
Propriété 1.- L'ensemble C ainsi défini est zal 3 A D B. On a &

c=A@\1§ =U (}\3/)X =U A

x€ A ye3 ¥

L'opération A (&) B

Ly pseudo-addition d'ensembles A @ B n'admet pas d'opération inverse.

Nous définirons une pseudo-soustraction A4 B par la formule &

(5) A®B =(4 @3B)°
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A @ B est le complémentaire de la pseudo-somme A @ B de B et du complé-

mentaire de.A.

De la relation (3) on déduit immédiatement par passage au complémentaire °

(6) A@)B=ﬂ A

yE€ B ¥

A @ B est l'intersection, lorsque y déerit B, des ensembles Ay déduits de A

dans la translation y.

De méme, on déduit de (4)

vV
(7) ze A (O B = (8),C 4

A © B est l'ensemble des points z tels que 1'échantillon égal au transposé de B

et implanté en 2z soit tout entier contenu dans A.
D'oh la définition et la propriété suivantes

Définition 2.~ On appelle transformé de Serra (par érosion) d'un ensemble A par un ensem-
ble B l'ensemble H

C—Sz'B A2
_2 .,ZCS

des points =z tels gue l'ensemble BZ déduit de B dans la translation z soit
gontenu dans 4.

Vv
Propriété 2.~ L'ensemble C ainsi défini est égal 3 A . B. On a .

\4
C = A@B = m A
' y&B ¥
Cas particulier —= 1/~ Prenons pour B 1'ensemble Bi.l. = g 0,b g constitué de deux points
seulement © l'origine 0 et un point b. A @ BZL est la réunion A U Ab de A
et de son translaté par b, A Bd. est 1'intersection 'An Ab de ces mémes en-

sembles.,
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. = De méme si B est constitué de p points go, bﬂ_,... bp—i g L @ B est
i 1l'union de A et de ses translatés A.b cee A, A & B est l'intersection de A

1 =1
et de ses +translatés.

@ ‘ . )
! \
! I
' '
\\ ’
. - ~ " o 7
A A @ B, A B,

2/- Prenons pour B 1'ensemble 32 = [o,h] constitué de tous les points d'un
segment de droite ayant son origine en 0 et son extrémité en un point h. A(-EB2
est l'ensemble balayé par A lorsqu’on lui imprime la translation h. A ® B2 est
l’ensemble des points qui appartiemnent & tous les ensembles correspondant aux posi-

tions intermédiaires occupées par A dans cette translation.

@ (D

A 4 OB A © B,

3/~ Si 1'on prend pour B 1la boule B?\ = g z . ,z‘( A g de rayon A, on
. retrouve la transformation par dilatation ou érosion selon un spot lumineux circulai-
re dans le cas ol l'espace est & deux dimensions.

Représentation analytique de la transformation de Serra.

Soient kA(x) et k_B(x) les fonctions caractéristiques de A et B,
k et k celles de A B et A B. Comme A ur fonction
R OR: A0OB ® y 2%
caractéristique kA(x-y), la relation (3) donne &

kA@B(X) = ySeupB k, (x=y) =ng,p./‘. Iy (x-2)
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ce-qui peut aussi s'écrire, sous une forme rappelant celle d'un produit de convolu-
tion

kA@B(X) =y zlpRn k(y) X, (z=y) = Sngn k,(z) Iy(x-z)

De méme, pour A B, on déduit de (6)

kAG)B(x) =er:n_fB k (x5) = ;TJB i, (z-)

v
De méme encore pour les transformés A(HB et AEB par dilatation et

érosion, on obtient :

o g kA@\B,(x) =y SélpB k, (z+y) =y ZPR kp(y) Xk, (z+y)

ol (= I xy(w) =y|elB I (ty)

Si A et B sont mesurables et bornés, il est possible de définir les me=-
sures (volumes ou surfaces selon le nombre de d:.mens:.ons de l'espace) des transfor-
més A@B et AB. Désignons par H(B) et K(B) ces mesures >

g H(B) = Mes (A@\Jg) =/kA @§ (x)ax
v
E(B) = Mes (.A.B) =L/,kA@\B( (x)ax

Ces fonctions d'ensemble K(B) et H(B) permettent de définir des fonctions
non décroissantes analogues & la fonction S(A) introduite dans le cas du spot lumi-
neux circulaire. Si B, désigne une famille d'ensembles tels que B C_B pour A< p

(par exemple B?\ pourra &tre la boule de rayon 7\), la fonction def:.n:.e par .
5 s(a) = H(Bx)
(s =x@,)

est bien non-décroissante. Mais elle ne possdde pas encore une véritable signification

granulométrique.
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Régles d'inclusion ~ Nous-donnons en annexe une étude plus détaillde de la transformation

N de Serra. Nous mentiomnerons simplement ici 1'inclusion :

: (4@c) @ BCa®B) © ¢

Cette inclusion, généralement stricte, a un sens intuitif évident : 1'éro-
sion de A par C fait disparaftre des portions de 4, isolées et de petites dimen=~
sions, qu'une dilatation ultérieure par B ne peut pas restituer. Ces mémes portions,
au contraire, peuvent subsister si la dilatation par B est effectude avant 1'érosion

par C.

D'autre part, les rdgles suivantes sont évidentes et se démontrent immédia-

tement : Si B est contenu dans B' on a -

S A®B C A® B!
: (9) 2 | A@B 5A0B
2

BEA < BOA

II.~ OUVERTURE ET FERMETURE ASSOCIEES A UNE TRANSFORMATION DE SERRA.

Pour définir la gramulométrie d'un ensemble A, nous serons conduits & ef-
fectuer sur A deux transformations successives . d'abord une érosion, puis (sur l'en-
semble ainsi érodé) une dilatation, et nous dirons qu'il s'agit d'une ouverture de A ;

ou bien au contraire d'abord wune dilatation, et ensuite une érosion, et nous dirons

. qu*il s'agit d'une fermeture de A. La définition précise est la suivante ©

. Définition 3 - Etant donmés deux ensembles A et B, on appelle ouverture de A selon B,

et on note AQ 1'ensemble

Aoy = (A@?B/) @ B

1'ensemble

On appelle femeture de A selon B et on note Af

\%
A, = (A®B) @ B
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Avant d'examiner la signification intuitive de cette définition, il conv:n.ent
de justifier la terminologie employée en montrant qu'il s'agit effectivement d'une
ouverture et d'une fermeture au sens algébrique.

Tout d'abord, les deux opérations sont duales lfune de l'autre pour la complé-

mentation. On a °

(10)

—
&:
11
N

e
~—
Q

En effet, on a, par exemple, en appliquant la relation (5)
v ¢ Y %
-|r@3]Q B} =(@5)°'®3 =(°QN® B = ()

Ainsi, ouvrir les pores équivaut 3 fermer les grains, et réciproquement.

Par suite, il suffit de montrer que l'application A —~p Af est une fermeture,

c'est-3~dire une opération croissante, isotone et idempotente.

C'est une opération croissante. On a !

(11) AT A,

‘Compte tenu de (3) et (6), en effet, A

iy
(12) A, =(w U A

yE B x€B VX

se présente sous la forme -

Soit z un point de A. Pour tout y de B, on peut premdre x =yE B, et

z appartient 2 Ay—x = Ao = A. Donc z& A et AcAf.

En passant aux complémentaires, on voit de méme que l'application A = A

W

est décroissante

(13) 4, 4



- 14 -

. En deuxitme lieu, c'est une opération isotone. Si A est contenu dans A',

A.f est contenu dans A!
f

(14) A CA = A C Ay

I1 suffit de se reporter & l'expression (12) et de remarquer que, pour tout x,

1]
et tout y, Ay—x est contenu dans Ay~x'

De méme, on a -

(15) AC A — Ay, A
Enfin c'est une opération idempotente. On a :

(16) (4), = A,

Bn effet, explicitons la fermeture itérée :

. Y, ’
(4.), =U(A®\§)@B] ®3/O B =(A®1\3()m. © B

L'indice Q)' désigne ici l'ouverture selon B (ouverture transposée).Toute

ouverture étant décroissante, d'aprés (13), on a
(1®5),C 20¥
Les régles d'inclusion (9) donnent alors °
(Af)fC, (A@%) ©B = 4,

Comme on a-aussi l'inclusion inverse, puisque la fermeture est croissante,
s Pulsq

1'égalité (16) en résulte. De la méme manidre, on a aussi °

(a7) | A = 4,
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Signification géométrique de 1'ouverture et de la fermeture,

Ltouverture Am de A selon B posséde une signification géométrique trés

intuitive. Pour le voir, remarquons qu'un point =z appartient & 1l'ouverture Ab) si,
et seulement si (B) rencontre A @B (d‘'aprés (4) et la définition de 1'ouverture),
donc si, et seulement si, on peut trouver un point b&£ B tel que z - bE AQOB.

Le point y =2 -~ b appartient & A®B si et seulement si By est contenu dans A.
Le point b appartient & B si et seulement si z =y + b appartient & By. Autre-

ment dit .

Propriété 3.~ -Pour-qu'nn point- -z appartienne 3 1'ouverture A,y de A selon B, il faut

et il suffit que 2z _appartienne 3 un translaté BV de B entierement contenu dans A.

De méme pour qu'un point =z appartienne 3 la fermeture Af de A selon B, -il

faut et il suffit qu'aucun translaté By de B contenant =z ne soit disjoint de A.

Ou, si 1'on veut : pour qu'un point z' n'appartienne pas & Af, il faut et il suf-

fit qu'il existe un translaté By de B contenant 2z et disjoint de A.

Autrement dit encore . l1'ouverture Am des grains A est le volume balayé

par les translatés de B contenus dans A. L'ouverture (Af)c des pores lﬁ est le

volume balayé par les translatés de B contenus dans les pores.

La figure ci-jointe illustre l'ouverture des
pores selon une boule B. Elle montre, dans un
canalicule faisant partie des pores, les gzones
exclues de 1l'ouverture (en pointillds) ¢ ce
sont les zones dans lesquelles il est géomé-
triquement impossible d'implanter la boule B

de manidre & ce qu'elle soit entidrement conte-

nue dans les pores . ce sont donc les zones

de dimensions inférieures au diametre de la boule . petites inclusions chengux étroits
? ]

olfes resserrés, etc ... L'ouverture des pores domme zinsi une certaine i e géomé-
& » p =
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trique de la granulométrie des pores. L'ouverture des grains fait de méme pour la

granulométrie des grains. Elle élimine les portions de grains de dimensions petites

. petits grains isolés, promontoires aigus, isthmes étroits, etec ...

IITI.~ DEFINITION DES GRANULOMETRIES GENERALISEES

Bn effectuant ouverture et fermeture Aa) et A_g?\ selon un ensemble B?\
A

dépendant d'un paramdtre unique A (par exemple Bx sera la boule de rayon A), -
il'va donc &tre possible de définir une granulométrie, sous réserve que, A croissant,

les ouvertures A aillent en décroissant et les fermetures A en croissant.
Dy, : 5

Cette propriété de monotonie - évidente géométriquement dans le cas des boules — n'est

cependant pas vérifiée pour des B, quelconques. Les deux propriétés suivantes suf-

A
fisent, cependant, & définir des classes trds larges d'ensembles pour lesquels elle

sera vérifide,

Propriété 4.- La famille des ouverts selon B coincide avec la famille des ensembles de
SR e LSS 22J0D D colnelde avec la famille des ensembles de

la forme CE@B (C_ ensemble guelconque) et la famille des fermés selon B coineide

avec la famille des ensembles de la forme C E)B.

Raisonnons, par exemple, dans le cas des ouverts selon Be Si A= AQ) est
ouvert selon B, on a, par définition, A=C@®3B avec C = A@g. Réciproquement,

C@®B est ouvert selon B. En effet, on a d'une part :
\
(0(93)0) =|(C®B)© B |®B = C., @ BDCOB

v
f' désignant la fermeture transposée (selon B) qui est croissante. D'autre part

(C@B)ﬁ) CC ¢®B

puisque l'ouverture est décroissante. On en déduit les égalités

(C(-BB)Co =C@®B =C., @B
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En particulier B lui-méme est toujours ouvert selon B, puisque

B =§Og@3, et on a .
v
BOB) @® B = B

Propriété 5.~ Si C est ouvert selon B, les ouvertures A , A et les fermetures Af

Wg D¢ B
et Af de tout ensemble A selon B et C vérifient les inclusions .
c
18, A C A A A A
(18) 0o AT A Che by
En effet, C étant ouvert selon B, est de la forme B!'® B, et son transpo-
Vv v v v
sé C, égal & B'@B, est ouvert selon B. Soit alors z un point de Af . Per

définition, on a . N, B
\'4

B (C A®B

7

On en déduit, d'aprés les rdgles (9)

V %
3 ® (ch>c:A@¥ @(?:/@B)

V_ ¥ \ v
Mais B@(COB) = (COB)@B (d'aprds la commutativité de 1'opération (@ )
)4 v Vv
est 1'ouverture de C selon B, c'est-i-dire C lui-méme puisque C est ouvert se-

lon ﬁ. Ltinclusion ci—dessus se réduit donc &
Y v
Cc C A®c
z

ce qui signifie =z EAf . Par suite, Af C Af . L'inclusion relative aux ouverts
¢ B ¢

s'en déduit en passant aux complémentaires.

Gramulométrie selon une famille B?\

Soit B?\ une famille dfensembles dépendant d'un paramétre (positif) A, et

vérifiant la propriété .

(19) ~ 137\@13'l = By



- 18 -

Dans Rn, les boules de rayon A vérifient cette propriété, mais aussi les
cercles de rayon A situés dans un plan passant par 1l'origine, et les segments de
droite paralldles de longueur 2 A et centrés 3 l'origine. De méme encore les cubes
de-c8té A centrés & 1l'origine, les carrés situés dans un plan passant par 1llorigi-

ne. ete ... et plus généralement,les homothétiques AB d'un ensemble connexe
B quelecongue. :

Dtapres la propriété 4, B?» " ‘est ouvert selon B?\, et par suite, d'aprds

la propriété 5, on a les inclusions -

A C A C ACh CAa
APV H

Si A est borné, et si les ensembles A, , A sont mesurables et bornés

£
(il en est toujours ainsi si B, est topologiquement ?“ouvert, et borné), la fone-
: A
tion F(A) définie par :
S F(A) = Hes (Af )
A
2 .
F(=A) = Mes (A )
W

est non décroissante, d'apres les inclusions ci-dessus .
?

F(-r-p) £ F(-A) L F(0) £ F(A) = F(r+p)

Lorsque A tend vers 1l'infini, l'une au moins des dimensions de B?\ augmente
indéfiniment, d'aprés la relation (19). Comme A est borné, aucun point de A ne
peut appartenir 3 toutes les ouvertures Ay s de sorte que A ) tend vers l'ensem—
ble vide @ et F(-A) tend vers O, Par cc;ntre, on peut ~ montrer que A, est
toujours contenu dans 1'enveloppe convexe de A, qui est bornée comme A (voir Arm%a‘xe 1),
Lorsque A tend vers 1'infini, A.f tend par conséquent vers un ensemble borné, qui

sera souvent l'enveloppe convexe A de A, et par suite F(A) admet une limite finie

Cette courbe F(A) représente en méme temps
la granmulométrie des pores et celle des
grains. La partie droite (AM0O) concerne
les.pores, la partie gauche les grains. Il

est facile de séparer ces deux composantes.
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La granulométrie des grains selon B)\ est représentée par la fonction croissante de
0 3 4
F(0) = F(=A)
F(0)

G,_L(x) =
et celle des pores par la fonction, croissant également de O & 4 @

F(n) - F(0)
F(+00) - F(0)

e (A) =

o
Ainsi est achevée la construction de la notion de 'granulométrie géométrique,
(selon une famille B?\). On notera bien qu'd des familles B?\ différentes correspon~
dront en général des granulométries distinctes. Nous placant dans 1'espace R usuel
4 3 dimensions, nous allons examiner les granulométries selon des vecteurs, des cer-

cles et des boules.

1.~ Granulométrie des traversées des grains et des pores.

Prenons pour B?\. un segment de droite de longueur A et de direction o fixe
Alors GZL et G2 représentent les granulométries des traversédes des grains et des po-
res dans la direction «. En effet, pour qu'un point 2z appartienne 3 wa par exem=
ple, il faut et il suffit que =z appartienne & un segment de longueur supérieure ou

égale & A, parall®le a la direction « et contenu entiérement dans les grains. F(-p)

est la mesure du volume engendré par les traversées

des grains de longueur ». 2, et Gd_(}") représente,
en pourcentage du volume total des grains, le volume

RN
X0

A‘A‘A A' occupé par les traversées de longueur < A. Clest la
S

granulométrie des traversées des grains au sens usuel,

exprimée en longueur et non en nombre (chaque traversée observée de longueur e, est
comptée non pas pour 4 mais pour un poids proportiomnel & sa longueur £ ). La £ra~

nulométrie en nombre de ces mémes traversées (pour laquelle chaque traversée est comp-

tée pour A) s'en déduit par le changement de variable -

a G,l(x)

(1 R e -

g an{n)
1 ‘ A
2o

% m =/de,\(x) = &
(ﬁ Gy (2)

O
0 A

(20)
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2.~ Gramulométrie selon des boules.

Lorsque B?» est la boule de rayon A, F(-A) représente le volume balayé

par les sphdres de rayon A qu'il est géométriquement possible d'implanter & 1'in-

°

térieur de A. Si A est constitué d'une sphére unique de rayon R, on a °

P(0) =%nR3 pour A< R
F(-n) = 0 pour A >R

et par suite aussi

G,l(x) = 0 pour AL R
GZ(?\) = 4 pour A > R

G,_L(?») est bien la courbe gramulométrique associde & un grain unique de rayon R.

Si 1l'on a plusieurs grains sphériquesdisjoints, F(-\) représente la somme des
volumes des grains de rayons supérieurs & A, et par suite G/_L(?\) représente, exprimé
en pourcentage du volume total des grains, le volume occupé par les grains de rayons
inférieurs ou égaux & A © Gd.(?") coincide avec la courbe granulométrique cumulée

usuelle.

On remarquera que G2(7\.) ~ la granulométrie &es pores - dépend de la manidre
dont ces grains sphériques sont distribués dans l'espace et n'a pas d'équivalent
dans la notion usuelle de granulométrie & Gz(h) représente la répartition des inter-

valles d'espace séparant les différents grains, c'est-a-dire la texture du milieu.

3e= Granulométrie selon des cercles.

Prenons pour B?L un cercle de rayon A situé dans un plan fixe P. Les cour—
bes Gﬂ(h) et Gz(?\.) représentent la granulométrie & deux dimensions (selon les cercles
B?\) que l'on observerait si l'on disposait, pour toutes dormées expérimentales, de la
section de A par un plan paralldle & P. On voit ici se poser un probldme important
concernant le passage d'une granulométrie 3 3 dimensions (selon des sphdres) aux gra-
nulométries 3 2 dimensions (selon des cercles) ou 3 4 dimension (celle des traversées)

seules observables expérimentalement lorsque 1l'on ne dispose que d'une section & deux
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dimensions du milieu étudié. Ce problime n'est compl2tement soluble que dans le cas

de grains sphériques. Nous allons le montrer dans le chapitre suivant.

IV.- CHANGEMENT DU NOMBRE DE DIMENSIONS POUR LES GRANULOMETRIES DE GRATNS SPHERIQUES.,

Soient, dans l'espace é n dimensions, Rn, des grains spherlques et F (r)

leur granulométrie exprimée en nombre : F (r) représente, en pourcentage du nombre

total de grains, le nombre des grains de rayon inférieur & 7. Sur une section & n-k
dimensions, on observera une granulométrie induite F (r) exprimée également en nom-
bre. Pour n =3 et k=41, F (r) est la granulometrle des cercles induits par
les grains sphériques sur une sectlon 4 2 dimensions. Pour n=3 et k = 2, F est

n-k
la granulométrie des traversées des grains sphériques.

Usuellement, les granulométries sont exprlmees non pas en nombre mais en mesu—~
re (volumé dans R‘B, gurface dans R29 longueur dans R ) Notons G (r) la granulomé-

trie en mesure.dans R associde & la granulométrie en nombre Fn. Introdulsom les mo=-

ments mp(n) et Mp(n) associés a Fn et Gn o

mp(n) =‘0/):r'p an(r)
2o
() = /7 ac )

L Tl o e LN

0
On passe de L & G, par les formules réciproques -
T
0 n
Gn(r) = —e—— p d Fn(p)
mn(r) 0
(21) .
. e
- \ ﬂ_ -1l ~ !
y F(r) = —mimmmm (/ pdc (p)
( i (I‘) 0
Les moments, de leurs cotés, sont liés par les formules .
(n)
‘ _  kin
) ) = ey
(22) ; (a)
Jk n
-1
m (n) = -t
: M _(n)
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1l.- Passage de F_ & la granulométrie induite Fn-;k et inversement.

(23)

Prenons dané - R une sph®re particulidre de rayon R, supposée centrée 3 l'ori
gine, et soient Ox,l,... Oxn les axes rectangulaires de coordomnées. Les hyperplans
& n-k dimensions paralldles aux axes 0xk+1, 00 Oxn qui rencontrent cette sphdre
interceptent dans 1l'hyperplan des k premidres coordonnées un domaine (le contour ap-

parent de la sphdre dans Rk) de mesure Qk Rk,, 1z quantité

:
I
Q -ni_

T +3)

représentant la mesure de la sphére de rayon unité dans l'espace & k dimensions
('”Qﬂ. = 2”“22 = :m,Q3 =%n etc..).Parmi ces hyperplans,ceux qui coupent la sphire selon une

sphtre & n-k dimensions de rayon supérieur & h interceptent dans 1'hyperplan

des k premi®res coordonndes un domaine (une sphdre & k dimensions de rayon R2- h2)
k
de mesure _Qk(Rz- h2)§ .
D'autre part, le nombre total de sphires de rayon compris entre R et R+ dR
est proportionnel & d Fn(R). Par suite, le nombre de sections & n-k dimensions
de rayon >»h est proportionnel 3 °
(24

k
/ (8- 12)% a F_(R)

&

tandis que le nombre total de section & n-k dimension (de rayons quelconques‘) est

proportionnel & P

/ R4 F (r) = n,(n)

(]
Ainsi; la granulométrie en nombre induite dans R est donnée par -

20 k
- = e 2_n2)2
4 -F  (n) ) ({ﬁ (8"~ 1%)° aF (R)

n

I1 suffit d'intégrer par parties pour obtenir -

20 k_a )
2-F (b =X R(E%1%)° |4 -F@®)|anr
n=k mk(n) 0{) ‘_ n ]
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A un coefficient prés, on recomnaft la montée dlordre k. Si Ik est

lt'opérateur de montée d'ordre k, (23) s'écrit en effet °

Il suffit de multiplier par 1'opérateur I_k(descente d'ordre k), qui est

1'inverse de Ik’ pour obtenir °

(24) 1 - Fn(r) = Qk mk(n) I, Y’l - Fn__k(hﬂ

Ainsi, dans le cas des grains sphériques, la formule (24) permet de reconsti-

tuer la granulométrie originelle Fn(r) & n dimensions & partir de 1a granulométrie

?

induite Fn-k(h) observée dans une section & n-k dimensions.

2.~ Cas particuliers. — Pour k = 2. (reconstitution de la granulométrie de sphdres 3

by

3 dimensions & partir de celles de leurs fraversées) 1l'opérateur I_k prend la forme
trés simple

14

I, glr)= abel g(xr)

dr
Introduisons donc l'histogramme fn o> des traversées

(z) =2 7 o(z)

f
n-~2 dr Ne=

La formule (24) donne immédiatement °

Ainsi la granulométrie 3 3 dimensions se déduit de manidre remarguablement sim-

ple de 1'histogramme des traversédes. Le moment mz(n) se déduit-de son coté de la dé-

rivée de cet histogramme. Pour r tendant vers O, en effet, Fn(r) tend vers 0 et
par suite

fn—2(r> _{__L_
2r -2

' (0)
n-2
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Pour k =4 (reconstitution de la granulométrie des sphdres & 3 dimensions & partir de l1a

granulométrie des cercles observée sur une section plane) la formule de passage est

*

un peu plus complexe. On a, en efgsf °

__1 —4aun
1,8 = (/ (w) >

T U~
Par suite (24) donne cette fois :

(n) d u
on - 22 ez

13

£ désignant 1'histogramme -—- F (u) de la granulométrie induite.

n-A.

Pour calculer mi(n) Y partir de £ gqs i1 suffit d'amuler r dans la re-

B
T il
5= mA(n)/ 7 T (W)
r

Je= Relations entre moments.

lation ci-dessus ©

Il sera souvent commode de pouvoir calculer directement les moments m (n)
de la granulométrie originelle en fonction des moments expérimentaux m (n—k) de la

granulométrie induite.

Ce passage direct est facile. Multiplions les relations (23) par h®™ =1 ot

intégrons de O & 1'infini. A gauche, il vient
. 20 oo

/h““’l [’.L-Fn_k(h)]dh=%/h ¢ 7, (8) =% o (n-k)
0 0

A droite, on obtient °

20 Lo k
EETET / > an / [ -r @] @127 “rar
51
( )/[71 F(R)_‘RdRC/) @12 1 tan
mk n

e / an
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]

705y oo
k | (2> r,'(z) “,‘1 -7 (R)"‘ gt o o
m) gk ’

e T'OT® o,
nfk(n) 2,-7(«;1{) k + o

D'ol la relation cherchée entre moments ¢

M@+ oM+ 5) o, (n)
[ + 2t m (n)

(25) m“( n-k) =

Au lieu des granulométries en nombre, on utilise souvent les gramulométries en

mesure G~ qui s'en déduisent par les formules (21). Les moments en nombre m (n) se

dedu:.sent des moments en mesure M (n) par la relation (22), qui s'éerit &

(n)
M (n) = -......IL..._
. * m (n)

Remplacant m (n) et m (n) par. leurs valeurs déduites de (25), il vient &

]

M (n) = T4 () moc-l-n-k(-n-k) m(n) ['(2+ Mn) MMa+2
o mn(n) mn_k(n-k) mk(n) l-.(ﬂ_+oc+n2—k )P+ ;2_1)

Dol la relation -

() erd . e ¥ (nk)
(2 + 1_1_"'.'.% @+ E:%.’f’.‘i‘)

qui exprime le moment d'ordre o de la granulométrie originelle & partir du moment

de méme ordre de la granulométrie induite.

Cas particulier. Pour k =2, les moments de la granulométrie en poids se déduisent des

moments de la granulométrie des traversées (exprimées en longueurs) par -

n+«
M“(n) = —— I'I“(n-2)
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. Pour k =4, les moments des granulométries en poids (dans R3') et en

surface (dans R2) sont liés par 1'équation (26) ol l'on fait n=3 et k=4

KE)
() =—= = 1 (2)

3V P(z-u-g)
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CHAPITRE II

LES MILIEUX POREUX ALEATOIRES

I.- DEFINITION D'UN MILIEU POREUX ALEATOIRE PAR SA LOI SPATTIALE.

Dans ce chapitre, le milieu poreux, caractérisé par la donnée de l'ensemble A
des grains et de l'ensemble complémentaire AC des pores -~ sera considéré comme une
réalisation particulidre d'un milieu poreux aléatoire, ou, si l'on préfire, 1'ensem—
ble A sera interpr8té comme une réalisation d'un ensemble aléatoire. Rejetant dans
1'Annexe 2 1'examen des fondements axiomatiques de la théorie et des points de rigueur
(concernant notamment 1a séparabilité et la mesurabilité) nous observerons ici une -
démarche plus intuitive. Sauf mention spéciale, les ensembles aldatoires étudids sont
définis dans l'espace euclidien R® & n dimensions. L'exposé comprendra trois par-
ties { définition de la loi spatiale d'un ensemble aléatoire, construction des notions

gramulométriques et enfin examen du cas particulier du grain convexe isolé.

Soient Zps Eyeee X et Yoo T oee Ty deux groupes de k et k' points

.

quelconques de l'espace RR. Nous désignerons par .

P(X ’XZ'”Xk;yd.’yZ‘“,yk’) =P(}%_,--.XkEA, yﬂ.’.°'yk'¢'A)

la probabilité pour que les k points Bpees T appartiennent & A et que les k!
points Ygo ooV n'appartiennent pas & A. Cette probabilité est, naturellement, une
fonction de ces k + k' points (donc une fonction de n(k+ k') variables). L'ensem~

- ble de toutes ces fonctions, pour toutes les valeurs des entiers k-et k' et tous
les systémes de points ZpeeoH et xd...yk,, congtitue«la loi spatiale de 1'ensem—
L ble aléatoire A. Nous admettrons (voir Annexe 2) que 1'ensemble aldatoire A peut &tre

considéré comme défini par la domnde de sa loi spatiale.
Pour k' = 0, la fonection

P(X’.L' .xk) = P(XE’XZ' .xkE A)

représentant la probabilité pour que k points donnés appartiemnent & A sera appe-
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1ée moment fonctiommel d'ordre k de 1'ensemble aldatoire A. L'origine de cette
terminologie est la suivante ¢ si l'on désigne par f(x) la fonction caractéristi-~

que de A
si x £ 4

0 si xﬁA

qui est une fonction aléatoire, la probabilitd pour que les k points ZpeeoXy

f(x) =

appartiennent & A est égale A 1'espérance mathématique du produit f(:;l)f(xk) :

P(};l,...xk) = E[f(x,l) f(xz)..,f(xk)J

Les moments fonctiomnels du complémentaire de A (les pores) seront désignés
par la lettre Q

Q(x'l"'xk) = P(X’L¢‘ A... xk¢ 4) = E [{L - f(xA)]...[ﬂ. - f(xk)]

Les fonctions P(x eeeX yﬂ_...yk,) ne peuvent pas &tre absolument quelcon-

ques. Elles sont soumises aux trois conditions suivantes &
a/ on a nécessairement 0 <P <7, quels que soient les points xl...et Tyooe

b/ Lorsque XyeeoX €A et Tye e Ty éA, tout point supplémentaire =z

appartient soit & A, soit & son complémentaire. D'od la condition de

cohérence -

(1) P(x,_.l_..xk;yﬂ_..yk,) = P(xd,..xk,z; yi..yk,) + P(Xfl"xk.’y'}_“yk"z)

¢/ Enfin P est invariante pour toute permutation des points x..x_ ou

La condition de cohérence (l) laisse prévoir que la loi spatiale est entid-
rement déterminée par les moments fonctiommels. Effectivement, la fonction
P(x,_L...xk. %...yk,) peut s'exprimer & 1'aide des seuls moments d'ordre k, l+l,...

t)

k+ k'. On le voit facilement grice aux espérances mathématiques. De

P(ﬁffxﬁyﬂ.'”yk') = B f(xi) £z, Joe o £( )’.1. - f(ya_) oo fd= 23 )
- % T k



(2)

(3)

(4)
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on déduit, en effet, le développement -
kﬁ

s P(xd... xk;y,_‘_,...yk,) = P(x’.t""xk) -iZ_{LP(x{L'"xk”yia)
2=
‘*‘Z— P(xd.’xz""xk’yi,l’yiz) = ssoc 'l"("‘ﬂ-)k'P(x;_l_»xz,“xkyya_s"ykg)

Ly ik

En particulier, les moments fonctionnels Q des pores s'expriment & l'aide

des moments fonctionnels P des grains (et réciproquement) ©

~ k
Z k
Q(ﬁg.oox‘k) =’.l. bl P(Xid) + Z P(xillgxiz) - seot (",.L) P(Xa-,xzo .Xk)
i, =7 1&14{124:1{
Ainsi, les moments fonctionnels dfordre 4 ° P(x) - probabilité pour
que XxXE A -~ et Q(x) - probabilité pour gue x ¢ A~ sont liés par ©

Qz) = 2 -P(x)

et les moments fonctionnels dlordre 2 P(x,l,xz) ~ probabilité pour que % et %
so;i.ent dans A - et Q(x,l, xz) = probabilité pour que x,;L et x2 soient dans les pores -
sont 1iés par °©

Azypx,) =4 = B(z)) = P(x,) + Plx,,x,)
% P(z),%,) =2 = Q(x,) - Qlx,) + Qzy:x,)

©

Par un léger abus de langage, le moment d'ordre 2 ¢

Plzyrxy) = B [2(x)) ?(xz)]
sera désigné dans la suite comme la covariance de 1'ensemble aléatoire A '(é stricte~

ment parler, la covariance serait P(xa_xz) - P(xl) P(xz)) .
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Cas stationmaire.=- On- dira-que-l'ensemble—aléatoire- A- posséde le caractire stationnaire

lorsque-sa-loi--spatiale-est-invariante par translation, c'est-ad~dire lorsque, pour

tout vecteur h et tout groupe de points ZgseooYpr OB a .

P(xd«l-h,o“xk+h AR o.ayﬁ-l-h) = P(};l,, mxk;y,l,.,,.yk,)

'D'-aprés -la-relation (2),-il suffit d'ailleurs de vérifier que les moments

fonctionnels sont invariants par translation.

Ce-caractére stationnaire-de A signifie que les propriétés de A sont les mé-
mes dans tout l'espace. Il y a-homogénéité spatiale. L'ensemble A se reproduit, sta-.
tistiquement, dans-tout l'espace identiquement & lui-méme. C'est, en principe, seule-
ment-dans le cas. stationnaire-que l’ini‘érence statistique est possible (en pratique,
il suffit-que-A- puisse &tre-.considéré comme localement statiomnaire, c'est-a-dire

que-ses-caractéristiques ne varient que lentement dans 1'espace). Pour procéder 3

1'estimation des moments fonctionnels, & partir des données expérimentales disponi-

bles, on profitera du fait qu'il y a égalité entre les probabilités et les intégrales

d'espace correspondantes. (voir Anmnexe 2).

- Par exemple, le moment d'ordre 1, P(x) jest une constante p dans le cas
statiomnaire (puisque P(x+h) = P(x) pour tout vecteur h). Pour estimer cette pro-
babilité p constante, lorsque A est connu expérimentalement dans un domaine D,

1 E/f(x)dx _ E | Mes A0 D)
Mes D Mes D

Ay

on utilise la relation .

p=

La probabilité q =4 - p, constante également, pour qu'un point x soit
dans les pores n'est pas autre chose que la porosité du milieu poreux aléatoire sta=

tionnaire (dans le cas non stationnaire la porosité Q(x) varie dans 1l'espace).

De méme, dans le cas stationnaire, la covariance P(:;l,xz) = P(x4+h,x2+h) ne

L 3

dépend que de la différence X =% Nous poserons souvent @

C(h) = P(x,x+ h)

C(h) est la covariance des points x et x+h , distants (vectoriellement) de h : elle
ne dépend que du vecteur h et non du point d'appui x. On a °

¢(h) = ¢(-n)

¢(0) = p
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Pour estimer C(h) % partir des observations faites dans un domaine D, on doit

faire la statistique du nombre de couples de points x,x+h appartenant tous deux & A.

D'un point de vue plus géométrique, on peut remarquer que x+h appartient & A
si; -et-seulement si, =x appartient an translaté A-nh de A par le vecteur - h. Ainsi,

la covariance P (x,x+h) est aussi la probabilité pour gue le point x appartienne 3
1l'intersection A ﬂA—-h de A et de son translaté par =h. Dans le cas stationnaire,

la covariance C(h) pourra 8tre estimée d partir de la relation °

c(n) = -2 E[Mes@ﬂ.&_hﬂl)]: 4 E[Mes(AﬂAhﬂlﬂ

Mes D Mes D

Moments fonctionnels généralisés

I1 est en général possible (voir ammexe 2) de définir la probabilité °
\
P(B,B') =P(Bc 4, BliaA =¢ )

pour que deux ensembles donmés B et B' soient contenus le premier dans les grains,
le deuxi®me dans les pores. P(B,B') généralise la loi spatiale P(:%L,...xk;ya_,...yk,):

celle~ci correspond, en effet, au cas particulier oy

B = g xd,...xk ) et BY = gyd.’”'yk'g sont des ensembles de

)

points en nombre fini. En particulier, le moment fonctionnel généralisé de 1l'ensemble

aléatoire A °

P(B) = P(BC.A)

domnant la probabilité pour que l'ensemble B soit contenu dans les grains, et celui de

1'ensemble complémentaire AC
a(B) =p(8c %) =p(allB = §)

donnant la probabilité pour que B soit contenu dans les pores (ou, ce qui revient au
méme, disjoint de A) vont jouer un réle primordial dans la construction de la notion

probabiliste de la granulométrie.

Il faut noter que, lorsque B et B! ne sont pas finis, il n'existe plus de re~-

lation analogue & (3) qui permette de passer de P(B) & Q(B') ou réeiproquement.

Pour donner un contemu plus géométrique & ces moments fonctionnels, prenons

pour B un ensemble contenant l'origine 0 et interprétons le comme un échantillon
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implanté-en-0, L'échantillon égal &- B implanté au point x, c'est-a~dire le transla-
té ‘B_ -conduit 2 définir les probabilités P(Bx) et Q(Bx) pour que B_ soit contenu
dans -les grains (dans-les pores). Liensemble B étant choisi, ce sont des fonctions

du point d'implantation x. Dans le cas stationnaire, ce sont des constantes. On a :
| v
{ P(B.) = P(B_CA) =P(x € ADB)
(5) x x
% Q(8,) =P(BxﬂA =¢) =P(x¢1@®¥)

Les relations (5) montrent comment ces moments fonctiomnels généralisés se re~
N
lient 3 la loi spatiale des transformés de Serra A@B et A® B. Dans le cas station-
naire, ~P(Bx) et Q(Bx) ne dépendent pas de x et on peut les désigner simplement par

P(B) et Q(B). Leur estimation pourra se faire & partir des relations &

5 P(B) =

;
E [Mes(A @g) n D

Mes D 7

N
A -Q(B) = 1_ g [Mes(A@g)ﬂ D
Mes D p

II.~ DEFINITION DES GRANULOMETRIES.

Dans le premier chapitre, la granulométrie des grains A, selon une famille
B, (vérifient B?»@Bu = M_“) a été définie ¥ partir de la mesure de 1'ouverture de

A selon Bx .

A@X= (A@%/?\) @B?\

et celle des pores & partir de la mesure de la fermeture de A selon Bx

v
Afx = (4®3) B,

Lorsque A est un ensemble aléatoire, la notion de mesure de l'ensemble A doit
&tre remplacée par celle de la probabilité pour qu'un point x domné appartiemme
-3 AQ»\. Il est donc naturel de définir la granulométrie 3 partir de la fonction non dé-

croissante de A ¢

F(x;n) = P(x€ A, ) (x> 0)
(6) {_ "

F(x;-A ) = P(xe Aw?\)
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Dans le plupart des cas (du moins si B, ne reste pas borné pour A —20)

) cette fonction variera de 0 &7. Elle généralise la fonction F(A) du premier chapitre.

Toutefois, dans le cas non stationnaire, elle dépend du point x : la granulométrie
qu'elle définit n'a qu'une valeur locale, limitée au voisinage du point x. A stricte-
ment parler, elle n'a qu'une valeur purement potentielle et échappe 3 l'inférence sta~
tistique . une estimation approchée reste cependant possible localement, pourvu gue

P(x,\) ne varie gue lentement en fonetion du point x.

Dans le cas stationnaire, F(x;x) ne dépend pas de x et peut s'écrire simple~

ment PF(\). Elle prend alors sa pleine signification granulométrique. Les granulométrie:
G{L des grains et G2 des pores sont définies par les fonctions croissant de 0 344 °

F(0) = F(-A) _ p =TF(-A)

G, (A)

(7) T TR P
, 6, = ZQ)-FO) _ *G) -
P(+20) - F(0) q
- L'inférence statistique, & partir de donndes expérimentalement connues dans

un domaine D, repose alors sur les formules (voir Ammexe 2).

[ mes 0 i Afﬂ

S F(n) =
Mes D
g ) - E[Mes(D DA@S&
Mes D

Ainsi, les granulométries G/.L et G2 coincident, en valeur probable, avec
les granulométries géométriques détermindes, selon les procédés du Ch. I, 3 partir

d'une réalisation de l'ensemble aléatoire A.

En termes de probabilités conditiomnelles, la granulométrie des grains, prise

sous forme décroissante A - G (x) = _E(-?»)

appartienne & un translaté de B?\ entn.erement contenu dans les grains (sachant ue x€EA).
4 - F( A -=-F)
est la

est la probabilité pour qu'un point x

De méme, la granulométrie des pores, prise sous la forme 4 -~ G (?\)
probabilité pour qu'un point x des pores n'appartienne pas 3 Af . C est la probabi-
1ité pour que, sachant que x est dans les pores, il existe un translaté de B?» conte~

nant x et contenu dans les pores.
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En notations de probabilités conditionnelles, nous avons donc &
c,l(}\) = P(x¢t Adxl x€ A)
G0) =P & s | xfa)

Les granulométries les plus intéressantes correspondent aux cas ol 1'on prend
comme famille B?\ des vecteurs; des cercles ... des boules, ou encore des rectangles,
des parallélépipddes ,etc ... Nous examinerons seulement le cas ol B?\ est un vecteur
de longueur A de direction domnée, c'est-d~dire le cas des granulométries des traver-

sées des grains et des pores.

Granmulométries des traversdes.

Soit un vecteur de longueur (. (variable) et de direction fixe de vecteur uni-
taire «. Le moment fonctiomnel P( [x,x + 0 oa) (probabilité pour que le vecteur d'ori-
gine x équipollent & Lo soit contenu dans les grains) sera désigné, pour abréger,

par P(x, L). Dans 1e cas stationnaire, il ne dépend pas de x, et sera noté simplement
p({).

La granulométrie des traversées des grains, d'aprés ce qui précdde, dépend
uniquement de la probabilité F(x; - f,) pour que x appartienne & l'ouverture Ab.)ﬂ
de A selon le vecteur Koc. Pour éviter le signe - devantaz s NOusS poserons .

Bz, L) = P(x, ~4) =Pxe Awe)

Dans le cas stationnaire, cette probabilité ne dépend pas de x et sera
notde H(R ).

I1 existe une relation entre le moment fonctionnel P(x;‘(),) et la fonction gra~
nulométrique H(x;-g ) En effet, utilisons pour simplifier des notations 3 une seule
dimension en nous plagant sur une droite passant par x et paralldle & la direction w.
H(x;.@) est la probabilité de 1'évinement : " Il existe un segment de longueur )Q, pa-
ralldle & «, contenant x et conterm dans A ". Cet événement est la somme logique des

événements incompatibles suivants |
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- le segment [x;x+£_} est contenu dans A.

-~ le segment [x +h -ﬂ,x + h] est contenu dans A, mais =x+ h +Ah n'est pas

dans A (Ah trés petit, h variant de 0 & 1 )

rd °

Un évdnement de la deuxitme catégorie possdde la probabilité
2
-An|-% 2z )
{% v

Par suite, on a -

g
(8) Bz ) = 2(x, ) -=f %P(zgg) dh )
0 z= xt+h=

g = xm-ﬂ

op

existe).

(nous admettrons que la dérivée partielle

Dans le cas stationnaire, cette relation est particuli®rement intéressante. La dérivée

partielle 9—1— est remplacée par la dérivée simple P“(,e,) =4 (Y ) qui ne dépend

af,

pas de h, et (8) se réduit & ¢

(9) 5d) =p(l) -L &
ad,

Ainsi la granulométrie H(E) se déduit du moment fonetionnel P(«?, ). Inver-

sement, d'ailleurs, compte tenu de H(0) = P(0) = p, 1'équation différentielle (9) se

résout sous la forme
co

(10) p({) = - / 1-5& 2 B(y)
}

(1e signe moins provient de ce que la fonction H wutiliséde ici est décroissante).

Les équations (9) et (10) sont intéressantes & plusieurs titres.
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Du_point -de vue expérimental - la granulométrie des traversées des grains dans ume direction

. donnde o est facile & mesurer. Soit N(J,) cette granulométrie exprimée en nombre
(c'est, en pourcentage du nombre total de grains rencontrés par une ou plusieurs droi-
+ tes paralldles & o, le nombre observé des traversées de longueur L <4?;) Comme H(J, )

a la signification d'une granulométrie exprimée en longueur, on a -

2 4y =~ can()
La constante C se détermine en intégrant de 0 & 1°infini .
() 20
/dH(y) =~G/de(y)
0 0

A gauche, on obtient - H(p) = = p. A droite, ~ Cm, m désignant la valeur

moyenne (en nombre) des traversées
20

2 = [y an)

0

t (10) peut s'éerire .

/(y -4 afa-n]
¢

soit, en intégrant par parties -

20
(1) N£>=2J/ﬁ=nwﬂay
"1

Ainsi;, lorsque l'on a mesuré expérimentalement la porosité 4 — p et la gra-

On en tire C =

- p({,

P e
) =

nulométrie en nombre des traversées des grains dans une direction donnée, 1*équation

(11) permet de déterminer le moment fonctiommel P(4).

ot De la méme maniére, la probabilité Q(E ) pour que le vecteur de longueurl
soit contenu dans les pores se déduit de la granuloméirie en nombre N2 des traversées

des pores et de la moyenne correspondante m, par la relation °©

(12) f) = — / [2-w (yﬂ dy

On remargue aussi, sur 1'équation (11) que la granulométrie en nombre N({,)
n'existe que dans la mesure ol P(L) est dérivable. La granulométrie en longueur H(4 )

par contre, existe toujours méme si P( 2 ) n'est pas dérivable. Lorsque P(.@) n'est
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pas dérivable, tout segment de droite de longueur finie parall®le & « contient une

infinité de traversées distinctes de longueurs arbitrairement petites.

Du point de vue théorigue, les moments fonctiomnels P(z) sont en général plus faciles 2
former que les granulométries, et on utilisera plut6t la relation (9) pour obtenir

la granulométrie (en longueur) H(ﬂ, ). La granmulométrie en nombre s'obtient en déri-
vant (11) @

Py w2
mﬁ N )| )

et en déterminant m par °©

g - = —ud-u-:g:&gnl
m d,g,
-g-—l-,:égz est la dérivée & droite de P( ,R,) en i’, =0
d

Ltéquation (10) peut aussi &tre obtenue par le raisonnement rapide suivant ©
conditionnellement, lorsque l'on sait qu'un point x appartient 4 une traversée de
longueur comprise entre y et y + dy (ce qui a lieu avec la probabilité - d H(y)) 1%un
des extrémités de cette traversée, par exemple son extrémité droite, peut &tre située
n'importe ol sur le segment [x,,x + y] avec une égale probabilité. La probabilité pour
que cette extrémité droite tombe & une distance de x supérieure él(«géy) est donc

i - ‘go Le théoreéme des probabilités composées donne donc o
y oo
m9>==Jf@-5>amw
(; v

clest-a~dire (10).

III.~ THEORIE DU GRAIN CONVEXE ISOLE.

le théorie du grain convexe isolé, outre 1'intér&t qu'elle présente par elle-
méme comme exemple simple de géométrie aléatoire, nous permettra, au chapitre suivant,

de construire des ensembles aldatoires possédant la propriété semi-markovienne.

Un ensemble (non aléatoire) A est convexe lorsque deux points x et y ne

peuvent appartenir tous deux & A sans que le segment de droite [x,}ﬂ appartienne
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(14)

(15)
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tout entier-& A. Autrement dit, si x& A et y& A, tout point de la forme
Ax+ (A-\)y (0&A<l) appartient & A.

Pour qu'un ensemble aléatoire A soit convexe, il est donc nécessaire que la

probabilité diavoir "x€ A, yE A, A x +('1—?\.)yeA * ne différe pas de la probabilité

d'avoir seulement " x€A et ye& A ™. Autrement dit, les moments fonctionnels d'or-

dre 2 et 3 vérifient la relation &

P(x,A x +(A-2)y, ¥) =P(x,y) (0gnrga)

Plus généralement, si Zys Epeo X sont des points alignés sur une droite,
et rangés sur cette droite par ordre d'abscisses croissantes, la convexité de A en= .
tratne o

P(xﬁ_sxar-'°xk) = P(x,j_”xk)
De méme encore, la probabilité P( { x,y] ) pour que le segment de droite [x,j

soit tout entier contenu dans A est égale 3 la probabilité pour que les deux points

x et y soient dans A - cfest-d~dire 3 la covariance P(x,y).

P([x,7]) = 2(zy)

Réciproquement, on montre facilement (sous les hypothéses définies dans
1'Annexe 2, c'est-d-dire lorsque A est du type ouvert—fermé) que lorsque la condition
(13) est vérifide 1'ensemble aléatoire A est presque certainement convexe (il y a une
probébilité unité pour qufil soit convexe). Naturellement la condition (13) entratne
les relations (14) et (15). Plus généralement, B étant un ensemble quelcongue et
C son enveloppe convexe, On aura .

p(¢) = P(B)

I1 est évident qu'un grain convexe aléatoire A ne peut pas posséder le ca-
ractére stationnaire. Dans ce qui suit, nous supposerons méme gue A est (presque
certainement) borné. Il suffit, pour cela, que la probabilité P(x) pour que le point

x appartiemme & A tende vers O lorsque le point x tend vers 1'infini et que

1t'intégrale . (/v‘ x\ P(x)ix |

étendue & tout 1l'espace soit convergente. L'intégrale (/) P(x)dx , qui converge a plus

forte raison, posséde une signification précise : c'est 1'espérance mathématioue de
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(17)

(18)
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la mesure (du volume) du grain A

B [Mes A]: C/P(x)dx

Granulométrie des traversées

Dtaprds la condition (15), la granulométrie des traversées va se déduire de
la seule covariance P(x,y). On a vu que P(x,x+h) représentait la probabilité pour que

le point =x appartienne & la fois & A et & son translaté A-h dans la translation =L

P(x,x+1h) =P(zeala,)

L'espérance mathématique de la mesure de l'intersection A () A-h de A et de

son translaté est alors égale (voir Amnexe 2) 3 1'intégrale de la covariance prise

dans tout 1l'espace. Nous la désignerons par K(h):

K(n) = E [Mes AnA_h] = / P(x,%+h) dx

Soit o« une direction (vecteur unitaire) fixe. En un point x, la granulomé-
trie locale des traversées parslldles & « est déterminée par la probabilité H(x;—e,)
pour que X appartienne & une traversée de longueur 2= /e, (pour que x appartienne

a4 l'ouverture A&)ﬂ de A selon le vecteur «Q, &). D'apres la relation (8) ,Ona .

H(xaﬂ) _P(x,x+@oc) (/)E-a-— P(z,2 + -()/cz)] an

z=x+(A-€) &

L'ensemble A"% se déduit de 1l'ensemble convexe A en rabotant les portions

S

de A ol les traversées paralléles & o
sont inférieures 3 4, . Du fait de la comvexi
té, il est en rapport étroit avec l'inter-
section de A et de son translaté par —Q, e
De fait, désignons par H(«?,) 1'espérance

2}.‘

mathématique de la mesure de A&)

e H(*@) = E[Mes_,\_@g]:/g(x;/e) d x
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Intégrons 1'expression (18) de H(x.Q,) Compte tenu de o

- /dx(/ ;a—z P(z,z+/ecc] ﬁ ?\/( P(z,m-p,uﬂ dx
) —'x+(?» z=x+(A=J)c
. P : .
=(/ dx/r-a%/P(z,z-t-g,a)dz = Z&K(‘@u)
0

on obtient .

8(9) = 2w -{2 x(Le)
%
Désignons par h 1le vecteur ,Q,oc de longueur E et de direction «.

L'expression -@E K(a@ «) est la dérivée de K(h) prise dans la direction du

vecteur h. Le résultat obtenmu peut stéerire :

) ) —  Bx(n)
_ H(h) = K(h) - ; n ’3h

L]

ou vectoriellement .

(19) H() =K() - h grad K(b)

Ce résultat a la méme signification que la relation (9). Prenons, pour la
direction « du vecteur h, celle du premier axe Ox, de coordonnées. En écrivant
72(%) et x(L) an 1ieu de E(L,0,0) et x({, ,0,0), on obtient :

5f) =x(])-f-2&
al

et par suite aussi I
' 20

mﬁran yﬁamw

Le contour apparent de A (en projection sur un plan perpendiculaire 3 la di-

rection «) occupe une surface S. Dans ce contour apparent, les traversées de longueur
?,Q, interceptent une surface plus petite S( X,). L'espérance mathématique de la me-
sure de S(L) est @

E[S(—Q)} (/'4L aB(y) = -x'({)
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Ainsi, la granulométrie en nombre des traversées de A se déduit de la déri-
vée K'(f ) de 1la fonction K(£ ). En particulier, 1'aire S du contour apparent de A

- a pour espérance mathématique - K'(0).

On voit comment peuvent se généraliser au cas de grains convexes quelconques
les résultats obtenus & la fin du ch. I dans le cas des grains sphériques. L'espace
étant rempli de manidre homogéne de grains convexes disjoints de mémes caractéristi-
ques (aya.nt la méme loi spatiale & une translation prés donc méme fonction K(h)) s

granulométrie en nombre N(L)“ties traversées de ces grains, mesurée le long d'une

ou plusieurs lignes paralldles & la direction « est donnée par @

(20) 1.5y = KD
k'(0)

(K'(O) est la dérivée 3 droite en J’, = 0, dont nous admettons 1'existence).

Granulométrie induite sur une droite fixe.

_ Sur une droite D domnée, le grain convexe A peut ou bien ne pas induire
de grain (s'il ne rencontre pas D), ou bien induire un grain convexe 4 4 dimension ,

c'est-a-dire un intervalle de D. La granmulométrie induite est donc déterminde ©

a/ par la probabilité Q(D) pour que D ne rencontre pas A,

b/ par la loi de répartition conditiomnelle des deux extrémités droite et
gauche du grain induit sur D, dans 1'hypothdse oll D rencontre A-./—E.Tlle
se déduit de la seyle covariance P(x,y). Pour le montrer, nous procéde-

rons par étapes.

1/- Calcul de Q(:;_L,xz...xk)

Soient Xgree T k points alignés sur D et rangés par ordre d'abscisses
croissantes. La probabilité Q(x;l,...xk) pour qu'aucun de ces points n'appartienne

3 A (clest-d-dire au grain induit sur D) est donnée par .

k k-
(21) Qgseeex) =1 —Zﬁl’(xi) + Z
1= <

P(x.,x, )
q 2 141

Cette relation peut se déduire directement de (3), compte tenu de la convexi-

té. Il est plus simple de procéder comme suit. Posons ©
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R(x,y) = P(x88,ye 4)= P(y) - P(x,)

L'événement "1'un au moins des k points x; est dans A ", de probabilité

1-=Q(x,, ...xk), est la somme logique des évinements incompatibles.

:;:LE.A
ﬁ%AetXZEA

§ X{L’xZ""xk-a.EtA et XKEA

qui - en vertu de la convexité - ont méme probabilité que les évinements

) , g % A
; :;l#iA ot x, €4
- xzéA et X3EA

e & @ 9+ o & o o e 3+ @

xk_a#,A ot x €A

TR TN T N NP e N

Dtod
1 - Q(xi,...xk) = P(xi) + R(:;_L; x2) + R(XZS x3)+ ces + R(Xk-!l; xk)

= P(x) +[2(x,) -2z yxz)-l +eee +{P(xk) - P(xk_d_,xk)]

et la relation (21).

2/~ Caleul de Q( {a,b] )

La probabilité Q( [a,bl ) pour qu'un intervalle donné (a,b] de la droite D
soit disjoint du grain induit peut se déduire de (21) par passage & la limite. On

peut aussi faire un raisonnement direct. Soit o la direction de D, et A& une quan-—

tité positive trés petite. La probabilité pour que 1l'extrémité droite du grain induit
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sur D tombe entre x et x + ocA?, est P(x) - P(x,x-!-ocAQ,). Nous admettrons 1'existence

et ltuniformité des limites

u(x) =  lim P(x) - P(x,x+o¢AaQ,)
Mo AL
- im P(X) - P(x-aA,e,x)
I e AT

qui sont (au signe prds pour la premidre) les dérivées 3 droite et & gauche de P(x,y)

prises en x =y dans la direction . A des infiniment petits prds d‘ordre > ,
wx)AL et v(y)Ae sont les probabilités pour que 1l'extrémité droite (ou gauche)

du grain induit sur D tombe dans [x,x+cx NZ,] (ou [y - ocﬁe,y:l). Le segment [a,b]
peut rencontrer le grain induit de deux manidres seulement  ou bien bE 4, ou bien

1l'extrémité droite du grain induit sur D tomhe entre a et b. D'od

Ipe}

2 -ao([an]) =20) +/u(a +od) al

0

et de méme © Ib=a|

2= (fap)) =2(@) + /" (o ab) ab

0

D'ol 1l'expression cherchée °*
|b-a|
olet)) =2 - 26) - /(e +al) ad
(22) S 0 {n=al
3 ='1-P(a)-‘/'v(b-w?,)d€

Y ,
Il est peut &tre plus clair d'éecrire ces relations en notations 3 une seule
dimension, en caractérisant les points de la droite D par leur abscisse 4 sur D.

Soient ) a et Ab les abscisses sur D de a et b. Les éguations (22) s'écrivent:
A
b)) =2 -20) - /" u(4) as
(23) A,
A
( =/ - P(a) -/("V(b)d/L

a
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Remarque
En dérivant (23) en Ab on obtient la dérivée _‘}__EQ)__ de P(b) prise dans

d o
la direction o de D sous la forme °

..i.gfﬁ.)._ = v(b) - u(b)

d o

Ainsi (puisque l'on n'est pas dans le cas stationnaire) les deux fonctions

v(x) et u(x) ne coincident pas.

La probabilité Q(D) pour qu'il n'y ait pas de grain induit sur la droite D

s'obtient en faisant tendre a vers -2 et b vers +2o dans (23).

+50 +2o
(24) Q(D)=/-l-/ u(h) a =4-/V(A)dA

Ces relations s'obtiennent aussi en remarquant que u(A ) db est la probabi-

*

lité pour que 1l'extrémité droite du grain induit sur D tombe entre b et A+ G5 °
+ oo

1'intégrale / u(A) dp est done la probabilité pour qu'il y ait un grain induit.
- 0o

3 =~ Granulométrie du grain induit.

La granulométrie du grain induwit sur D peut se déduive de la fonction (x4, )
défini en (18). On peut aussi rechercher la loi de répartition des abscisses S'l et
SZ(S’J. é SZ) des extrémités gauche et droite du grain induit sur D. Si % et X, sont
deux points de D d'abscisses )S,l et Az, leur covariance P(x ’XZ) se met sous la

forme d'une fonection ¢

et ona & A _ N A ZA
Conditionnellement, lorsque 1l'on sait que D coupe A, la loi de probabilité
des abscisses §, et 52 des deux extrémités du grain est définie par la fonction

1
F(4,, A,)

a4 - (D)

(avec A,_Lé-_. AZ) .
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CHAPITRE III

SCHEMAS BOOLEENS ET SEMI-MARKOVIENS

I.~ LES SCHEMAS BOOLEENS.

L'idée qui préside & la construction des schémas booléens consiste & meubler
1'espace 3 l'aide de grains implantés au hasard, indépendamment les uns des autres,
et possédant les mémes caractéristiques aldatoires (la méme loi spatiale & une trans-
‘lation prés) et & prendre la réunion ensembliste de tous les grains ainsi obtenus. Ex-

plicitons cette démarche -

‘Soit tout d'sbord A' wun ensemble aldéatoire et

fl

5 (B) P(BCAY)

p(lar = ¢)

- x(B)

ses moments fonctiomnels. Pour asbréger le langage, nous dirons gue A' est un grain
aléatoire supposé germé 3 l'origine 0O des coordonnées (sans que cela implique, d'ail-
leurs, que O appartienne nécessairement 3 A' ). Si nous remplagons A4' par son
translaté A' dans la translation g, nous obtenons un grain aléatoire supposé germé
au point ¢ . Les moments fonctiomnels J (B) et Xg (B) de A' se déduisent immédia-

tement de ceux de A'. En effet, BC_A' es5t équivalent 2 B _— A (B_gest le
translaté de B dans la translation réciproque - 5). Dol & )

( _GE,(B) =G(B_E7)

" ( x ®=x()
g £

Implantons dans tout 1l'espace des germes selon un schéma poissonnien de

densité B g ). Ie nombre de germes contenus dans un ensemble V quelconque est

une variable de Poisson de paramétre -

6v=[e<s,>da
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et, si V’l’ V2 «so sont des ensembles deux & deux disjoints les nombres N’.L’ 5 e de

germes tombés dans chacun dfeux sont des variables indépendantes.

A partir de chague germe ‘%’ laissons se développer un grain aléatoire A' ,

chacun de ces grains se développant indépendamment de tous les autres. Deux i

grains différents peuvent naturellement se
rencontrer. Désignons par A la.réunion
ensembliste de tous les grains A' . La fi-
gure constituée par deux grains oA se
i
rencontrant représente - grossidrement -

la résultante de deux grains qui se seraient génés mutuellement dans leur développe-
ment. Nous dirons que l'ensemble aléatoire A s'obtient par passage en booléen & par-

tir de A' et de la densité poissonienne e( g ).

- La loi spatiale de A

Les moments fonctiomnels Q(B) = P(B n A = §f) se déduisent facilement des
moments x(B) de A'. En effet, pour exprimer que B est disjoint de 4, on doit écri-

re que pour chague élément de volume Ap centré en chague point g ©

-~ ou bien aucun grain n's germé en Ag

- ou bien un grain a germé, mais n'a pas rencontré B.

Les probabilités correspondantes sont 4 - 6(5)135 et 6(5) AE, X(B"g)
dont la somme est équivalente 3 €xp (- Ag @(E) f_-_’l - X(B_gj}) Q(B) s'obtient en fai~

sant le produit, pour tous les petits volumes A £ des probabilités correspondantes

(puisqu'il s'agit d'événements indépendants). Dol 1'expression cherchée -

(1) Q(B) = exp -/)6(;;) \_’1 - X(B-a)] d 5}

En particulier, les moments d'ordre /4 et 2 sont domés par

(2) a(z) = exp| = / 0() W(x-8lag
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et, compte tenu de la relation (4) ch.II .

(3) Q(J%_,XZ) = Q(x,_L) Q(Xg) exp /e(a)m'(x,l"g’,xz = )d £

Sans hypothdse particulidre sur la densité des germes e(a), le schéma ob~
tenu n'est pas stationnaire. Comme cas particuliersstationnaires,on peut envisager
le cas ol la densité 6(5’) est elle-méme une fonction aléatoire statiomnaire - ou,

plus simplement, le cas ol la densité est une constante 6.

Cas particulier 1.~

Si e(g) est une fonction aléatoire statiomnaire, elle est définie par sa

fonctionnelle caractéristique .

T (p) = E[em (\i(/?e(a) ¢(55r13)_]

qui donne (pour toutes les fonctions ¢ d'un espace fonctionnel convenable) la fonc-
tion caractéristique de la variable aldatoire / B(g) (g)a g. Le moment fonctionnel
Q(B) se déduit alors, d'aprés (1),de ] (p) par la formule °

ae) *V[i(ii ) (B—a;)

L, - Si la densité Ge germe est une constante 3] , on obtient immédiatement °

GXP& G/EL -X(B‘E;ng’
x| - 0/ <

Q(x,x#h) = ¢° exp Q/GT(- gh-g)dg

a(B)

(4)

PN T N T N TN P,
fle]
il

Si 1'on désigne pzr .

(w0 = [alek e

g K(h) =/3Y(x,x+h)dx
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l'espérance mathématique de la mesure de chaque grain aldatoire A' (avant passage
- en boolden) et de 1l'intersection A'ﬂAl h du grain A’ avec son propre translaté
dans la translation ~h, on obtient ¢

- Ox(0)
qg==¢€
Q(x,xh) =¢° ?JGK(h) =

— 8k(0)~x(n)
qt

» Bkn)

c(h) = P(x,xth) =4 = 29 + ¢~ €

;
(5) %
2
é

II.- EXEMPLE DU SCHEMA BOOLEEN CIRCULAIRE DANS R2

A titre d'application élémentaire, nous allons étudier le schéma booléen &

2 dimensions, od les germes ont une densité poissoniemne constante e et ol les grains

. sont des gcercles de gramulométrie F(r). Plus précisément, le grain primaire A' est
un cercle centré 2 llorigine, de rayon R aléatoire avec P(R<r) = F(r). la proba-
bilité x(B) pour qu'un ensemble B ne rencontre pas A' est ici F(d), d dési-

gnant la plus petite distance de l'origine i l'ensemble B(supposé fermé).

a — La porosité g — ou probabilité pour qu'un point x ne soit pas dans A est,

d'apres (4) .- exp[— 2119(/7[1 ., F(r)] T dx}

Soient m et 0'2 la moyenne et la variance de la loi F(r)., En intégrant

.

par parties, il vient .

-rce(mz + 02)
: (6) q = €

- b - Calcul de Q({, ) - Cherchons maintenant la probabilité Q(Q,) pour qu'un Segment
de longueur ), soit tout entier contenu dans les pores. Pour tout point § du plan,

on écrit qu'aucun grain n'a germé dans l'aire AE centrée en g, ou, si un grainy a

germé, qu'il n'a pas atteint le segment [O,Q,],
|

|
® | @ : ) Les grains germés dans la partie (1) (resp.

Y ' la partie (3)) du plan ne coupent pas le seg-
0 b
) |
|
[}
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y ment si, et-seulement si, ils ne contiennent pas le point O(resp. le point‘a). La pro~

babilité pour qu'aucun des grains germés en (1) et (3) ne rencontre le segment [O,R]
« est donc égale & q, déjd calculde en (6).

Restent les points de (2). Désignant par y les ordonnées (1'axe des x

étant O—Q/ ), on trouve immédiatement la probabilité pour qu'aucun des grains germés

en (2) n'atteigne le segment, sous la forme -

£
€xp |- 2 G(/‘dx(/’ﬁ. - F(yﬂdy = e-ZmGY'
0 0

D'ol, finalement ©

(7) o) =qe? Ol

On voit apparaftre une loi exponentielle, dont nous verrons au paragraphe

suivant qu'elle est lide & une propriété semi markoviemnne du schéma . Lorsque 1l'on
sait qu'un point O est dans les pores, il y a indépendance, le long de toute droite
passant par 0, entre les points situés. de part et d'autre de O. Aucune information
relative 3 ce qui se passe & gauche de 0 ne nous renseigne sur ce.qui se passe &
droite. On notera que si 0 est dans les grains, cette indépendance n'est plus réa-

lisée.

¢/~ Granulométrie des traversées des pores - La granulométrie (en longueur) des tra—
versées des pores se déduit de la fonction H( —0,)9 qui vérifie l'équation analogue

20w =Q(L>-€§-§=q<a+zem2>e‘29m’&

Normons 3 l'unité . la granulométrie G(«?, ) est ¢

o(f) =2 -% H(f,) =4 -+ 20l e—26m€

Elle admet la densité (histogramme)

g(f) = §%= (26m)°{) e-zemﬂ,

qui est celle d'une loi béta.
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- La granulométrie en nombre, de son coté, s'obtient, d'aprés (12), en déri-
) vant Q({, ). On obtient :

- -26n]
: (8) -8 ) =¢

C'est, & nouveau, la loi exponentielle.

d - Calcul de R) - Etant donné un rectangle R, de cotés a et b, cherchons

la probabilité Q(R) pour que ce rectangle
soit contenu dans les pores. Le plan est

divisé en neuf régions (voir figure ci-con-
tre) numérotées de 4 & 9. La probabilité

®©

pour que n'atteigne R aucun des grains ger-
@ més dans .

} @+@+@+B est q

|

! ® + ® est @2 6n 2

@ + @ est e-aem b

|
® | ©
® t® | ®

Enfin, la probabilité pour qu'aucun grain ne germe dans @ est e"eab
D'ol, finalement °©

-e—b 2m(a+b)
(9) QR) = q ¢ =7 +]

III.~ LES SCHEMAS BOOLEENS ET SEMI-MARKOVIENS A GRAINS CONVEXES.

E Les prapriétés du schéma circulaire étudides au paragraphe précédent (granu-
lométrie exponentielle des traversées des pores et caractdre semi-markovien) peuvent
s'étendre au schéma obtenu par passage en booléen & partir de grains convexzes (et

avec une densité poissonienne 6 de germes constante).

1.~ Schéma booléen & grains convexes.
Partons d'un grain convexe aléatoire défini par ses moments fonctionnels X(B)
et @ (B). La convexité se traduit (ch.II, parag.III) par le fait que la probabilité
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Y [x,x+l‘1_l) pour gue le segment [x,x+h] soit dans A' ne diffdre pas de la covariance
- ‘m'(x,x-i-h). Par un passage en booléen effectué comme au premier paragraphe de ce cha=~
pitre, avec une densité O de germes constante, nous obtenons un ensemble aléatoire
- stationnaire A dont les moments fonctionnels sont donnés en (4) et (5). Grice 3
1l'hypothése de la convexité des grains primaires A", la probabilité Q(h) pour
qu'un segment [x,x+h] soit contenu tout entier dans les pores (soit disjoint de A)

va pouvoir se déduire de la fonction -

K(h) =(/7U)'(x,x+h)dx = E [Mes arf\ A'h]

qui représente 1°'espérance mathématique de la mesure du grain primaire A' et de

son translaté par h.

Calcul de @(h) - Q(h) est donnée par

Q(h) = exp [— e/ [4 - X ([x,x+h])1dx

od A - x( [x, x+h1) est la probabilité pour qu'un grain primaire convexe germé en O
rencontre le segment E:,xﬂ‘lja On a vu (ch.II, parag.III, formule (22)) comment cet-

te quantité se calcule ; désignant par oa le vecteur unitaire du vecteur h, ona

. _ m(xmx) -W{(xix, A + M)
2 - xx, =) =T(x+h) +M“_)'0 / ~ an

(on admet l'uniformité du passage 3 la limite A?» -3 0). Intégrent en x on obtient :

/El.—x(x,x-!-h)]dx ﬁ(:&h)dx + ?»-a-o (/dx /’G.Y(x+7\oc) - mx?: oo + Am)

= k(0) + |n| 1im k(0) - k(o)
) M -0 Ax

- La limite qui apparait dans cette expression est (au signe prds) la dérivée
% droite de K(h) dans la direction du vecteur h prise en h = 0. Nous la désigne-

rons, pour abréger, par 7?1'1' x(0).

Ainsi, nous pouvons écrire .

a(n) = exp|-6|k(0) - | 1| G—% K(o)]
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Soit, puisque q est égal & e€xp [-GK(O)] :

§ @) = q.e Ml

A -ed%x(o)

Q est nécessairement positif, car K(h)< K(O)>° On voit apparaftre, comme pour le
schéma booléen circulaire, une loi exponentielle.

-3
La granulométrie en longueurs des traversées des pores est donc ici encore

L3

la loi béta de densité 7\2 h 6-7‘11, et la granulométrie en nombre est exponentielle

1-5(f) = M
g

Le paramdtre A =-0 T K(0) qui détermine & lui seul cette granulométrie exponen-
tielle ne dépend que du comportement autour de h =0 de la fonction K(h) ° om
a vu au chapitre précédent que = Tdﬁ K(0) est 1'espérance mathématique de 1'aire

du contour apparent dfun grain convexe primaire en projection sur un plan perpendi-

culaire & la direction des traversées.

2.~ Caract®re semi-markovien du schéma booléen 3 grains convexes.

Nous dirons qu'un ensemble aléatoire A est semi-markovien si pour toute
droite D et tout point z, de D il y a indépendance (conditionnelle) entre tout
événement observable sur D 3 droite de z et tout événement observable sur D &
gauche de z  lorsque.l'on sait gue z est dans les pores (n'appartientpas & A).
Le long de toute droite D, le schéms induit un processus semi-markovien, c'est-a-
dire un processus possédant la propriété markovienne pour tout zogé_A (en général,

il ne la possdde pas pour zoE A).

Nous nous proposons d'établir que tout schéma booléen 3 grains convexes

est semi-markovien. Cette proposition apparaft presque évidente géométriquement. En

effet, les grains primaires étant convexes, si un point z, d'une droite D est dans
les pores, aucun grain primaire rencontrant D 24 gauche de z, ne peut recouper D
4 droite de Zys de sorte qu'il doit y avoir indépendance entre ce qui se passe 3
gauche et ce qui se passe & droite. Pour démontrer de manidre plus rigoureuse ce

résultat important, nous procéderons en trois étapes.
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a/ Soient Xy see Fo k points d'une dro:.te D rangés par ordre d'abscis-
. ses croissantes sur D. La probabilité Q(:;l.,n xk) pour qu'aucun de ces points ne

soient dans A est - d'aprds (4)

Q(;loooxk) = €xp ~6/[’l =X(xﬁ_-§,o”xk=g)] drg

Mais x - moment fonctiomnel du grain primaire convexe - vérifie la formu-

le (21) du chapitre II. On a, dans le schéma primaire °

k k=
4 = x(}c/l,,o.o}ck) =§dﬁ(xi) .,.,Z: U'(xi,xi+1)

Diod - k-l
Y SV, YR SR MO

Compte temu de (5), on obtlent 1a relation

K=

(11) Q(X,j_9°°°xk.) = Cl 'i K Q(X 9x 1)
1 =

dont la signification markovienne est évidente.

i 4‘00 Y 4 4'00 i
Soient, en effet, 7 £ Y, & £ 3 " £ 2, £ %< < x., des points de
D rangés par ordre d'abscisses croissantes sur D, et .

Qyygeemy 120% 0 X,)

Q(xdswxr! poeoTps %) = ” )
y,19°°‘ 52» ZO

la probabilité conditionnelle pour que les points ZpoeoX, soient dans les pores

sachant qu'aucun des points Ypeeo G et z, n'appartient & A. On déduit immédia-

tement de (11) ¢

) (12) a( 9oaqx\y9°ooy9z)=Q(x pece X_| Z)
xil Tt YA A7 1 rl o

Ainsi la probabilité pour que Ty ese A est la méme si l'on sait
que yi..c /8 et z ¢ A ou lorsque 1l'on sait seulemen’c que 2z ?A.

b/ Montrons que la propriété markovienne est encore vérifiée si 1'un ou
plusieurs des points y situés & gauche de Z, sont dans les grains. Désignons

par ¥; les points y n'appartenant pas & A et par y:'j les points y appar-

tenant & A (les s et les y;'j se présentent dans un ordre quelconque sur D, mais
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sont tous situés & gauche de zo)o
L'événement -
V"y,éAg vi& A, z%.Agx“oxiA“
i J - 7o 1 T

est somme logique d'évdnements incompatibles du type -
"N grains primaires exactement recouvrent les yg et sont disjoints des Yi»
de z, et des x, et tous les autres grains sont disjoints des Vis ygs z, et x%,

gue nous noterons CNo Les grains étant implantés indépendamment les uns des autres,

la probabilité de C

N est de la forme

P(CN) =PN Q(y"‘lgooo yAQ Zog ]%.ooo Xr)

ou PN s'obtient en intégrant - sur toutes les implantations possibles Epec Ex
des N grains = la probabilité pour que N grains implantés en Ey e*e &y Tecou-
vrent les yg (chacun d'eux rencontrant au moins un y%) et soient disjoints des Ts»

de Zo et des x.

Mais, les grains étant convexes, tout grain contenant un ys et disjoint

de zZ, est disjoint de tous les x. PN

la probabilité pour que les N grains recouvrent les yg et soient disjoints des

est donc aussi 1'intégrale en E1eo° Ex de

N
et sont disjoints des s et de Z s et tous les autres grains sont disjoints des

¥ et de Z Si D, désigne 1l'événement "N grains exactement Tecouvrent les ys

(-]

7 00
¥ yj et de z, "o On a :

P(DN ) = PN Q(Y,lo“& 9Z°)

d
one Q(xaoagb 9zoggic.xi)

P(c.) =P(D,)
. . A3y -3 22,

soit, d'aprds (12) :
P(cy) = P(Dy) Q(xdso.,xr] z.)

et par suite .
P(Cy)

N = z
= ¥y = Az ex | )
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. ce qui établit la propriété markovienne pour tous les évenements du type considé-

ré (yi¢-‘i9 ygEAp zoq:_ A, X{.Lg”oxr%!{),

¢/ Passons au cas d'un évinement quelconque (avec toujours zoé A). Soit &

Yiqé A, y‘f'jEAg zo¢_ A, xk¢_ A, xﬁEA

Lo probabilité P(y s zo¢ A 33, x5 E4) de oot évdnement se aédult
9
de P(yi,xk, x't 4 o¢ A, ygj € A)par une équation aux différences, du type de la rela-
tion (2) du ch.II, qui ne porte que sur les points x. La méme équation aux diffé-
- v - \
rences fait passer de Q(Zop xa_owxr) a P(Zo9xk¢ A; X‘&E A). Mais, d*apres la‘

partie b/ de la démonstration, on a -

Q2% 00 0x) _ P(yio %0 zoeﬁ A-yiE L)

q
P(yigzogé A TIE 4)

Par suite, on a encore .

- P(zoyxkpyi¢A3y5gXéEA) ~ P(Zoka¢‘A; X‘ZE L)
P(yigzo(iA; .V;.’ EA) q

ce qui achdve d'établir le caractére semi-markovien.

La propriété semi-markoviemne permet de comprendi'e pourquoi la granulo-
nétrie des traversées des pores, dans le schéma booléen ¥ grains convexes,; est
obligatoirement exponentielle. Elle va également nous conduire 3 poser une équation
intégrale permettant de déterminer la granulométrie des traversées des grains (qui

ntest pas exponentielle en général).

3 « La granulométrie des grains dans un schéms, semi-markovien.

Nous nous proposons d‘'établir que, dans un schéma semi~-markovien, la gra—

nulométrie des traversées des grains ne dépend gue de la covariance

¢(n) = P(x,x¢h) = P(xE4,x + hEA)
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En effet, cette granulométrie ne dépend que de la probabilité

p(n) = P(fr,=nlca )

Nous devons donc démontrer que la fonetion P(h) peut se déduire de la

covariance C(h).

Pour abréger, nous adopterons des notations unidimensionnelles, ees lettres
h ou x représentant 1'abscisse d'un point de l'espace sur un axe paralldle & la
direction o dans laguelle on étudie les traversées. On repassera immédia‘bemen‘b
aux notations d‘’espace en remplagant les dérivées par des dérivées dans la direction.

« et les intégrales par des intégrales prises sur une droite paralldle & «.

Sur une droite D paralldle &3 o 1'évinement "x€ A et x +4 EA"® de

<

probabilité C(«e,) est somme logique des événements incompatibles
- 1l'intervalle Ec,,x+—e,] est contenu dans A,

- X appartient & un grain induit s'arr&tant entre x + h et x+htAh,
et x +LEA (h variant de 0 3%, An trds petit).

A cause du caractdre semi-markovien, puisque xth+ An est dans les pores,

un événement de la deuxilme catégorie a la probabilité

=Pu(h)Ah P‘”c(‘?)"h)

q

D'od 1'équation intégrale reliant B( 1),) et o(d) :

2
() = p(d) m/P"(h) p=Cl-n) 4
0

q

Pour simplifier. cette équation, dérivons en .?_, , en tenant compte du fait

g
(13) cr(@) =pr(h) +2 [P e -n) an

0
Cette équation suffit & déterminer P*( -Q ) = clest-a~dire, comme on sait,

que C(0) = p. Il vient :

prés, la granulométrie en nombre des traversées des grains dans

au facteur -
9
1o direction © (%) de 1a droite D - & partir de la seule covariance (k).
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Résolution de 1'équation (13) - Pour résoudre 1'équation intégrale (13), qui est une

équation de-convolution, on peut introduire les transformées de Fourier ¢ et q} des

fonctions C'(x) et P'(x) (prises identiquement mulles pour =x < 0):

‘P(u) =/ e-»Zi.:n;ux C’(x)dx
0

%0
2 Q’(u) =/ e-2i:n:ux P'(x)dx

0

L'équation (13) est remplacée par ©

vl
p = LP*;{‘P\])
Dol

‘\’“ﬁg‘"

P'(x) se déduit de \)J(u) par la transformation inverse. On peut aussi
(sous réserve de convergence) utiliser le développement -

Pn=c +"’c + scac +i c + e0o0oe
1 4q

2 n atl
q
ol C/l(x) = C'(x) et, par récurrence &

¢, ,=-/ ¢ ({,= n) ¢, (n)an
+1 {[ n 4}

Moments de la granulométrie des grains.

Mé&me si 1l'on n'arrive pas & résoudre explicitement 1'équation (13), on
pourra procéder au calcul des premiers moments de la granulométrie en nombre des

traversées des grains. En effet, soit N(y) cette granulométrie donnée par .

A - N(y) = w_
p(0)

En intégrant (13) aprés multiplication par Q‘k, on obtient -

/ﬁ‘ cr@)al = P'(o)L/fa-N(Q,)Q,k ol + ?-1(-(192/[2@ - N(n)| an e oo (f-n )al
(o] o o (o) 2 4 %o
= P'(o)L/EL-N(’{ﬂJ&k af + ?-'—‘(592 D/il-n(hﬂ an j&h)k cr(£)ab



—58-

So::.ent m les moments de la granulométrle .
\ /!Z, anl) - /JL [2 -] ot

et I.k les quantités définies par

Lk=(/9,(§kdc(ﬁ)

L'égquation ci-dessus s'explicite comme suit :

L, =P'(o) et 2(o) ka'f"L +C’1mk ~s—(72?n—1"'---:L Ly + eone

k+4 9 |k+1 © T %

¥

Pour k=0 et k=4, on obtient

R S L =Pv(o)m1+ P'c(lo) m L
. g L4=P"(°)xf-§-+?-"-§32 Fr ey

avece

=(/7:(%)d9:=p2-p ==pgq
- /zoc'(%)a@ --/QEPZ - e o

On en tire l'expression des deux premiers moments

Pan ¥ Vo WL N N

P
P'(o)

(14) 4_ § . - qZP - /[c(-ﬂ)-p dQ

(P1(0) est négatif et, d'aprés 1'équation (13) elle-méme, P*(0) = C'(o’. I1 est

intéressant de comparer m, avec la longueur moyenne des traversées des pores. La

il

granulométrie des pores est exponentielle. En effet, du caractére semi-markovien,
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résulte .

aln+An) = o(n) A1)

q(h) =P [x,x+h] ﬂ A= ¢> désignant la probabilité pour que le segment de longueur

o

h soit dans les pores. On en déduit .

(0
2'(n) = Q(n) -22L0)
q
et la gramlométrie des traversées des pores est donnée par 1'exponentielle e"‘h

avee A = - - . On remarque que la probabilité pour qufun segment de lon-

Q'(0)
q
gueur Ah contienne 1'extrémité d'un grain est domnée par - Q'(0) Ah aussi bien

que par - P'(0)Ah. Dtod :
p'(0) = @*(0) = ¢*(0)

Ainsi la moyemne (en nombre) des traversées des pores est &

a__ %
A pe(o)

On voit que les traversées moyennes des grains et des pores sont, comme
il était prévisible, dans le méme rapport que p et g. La deuxi®me équation (14)
montre que le moment d'ordre 2 , m,, ne peut pas, en général, se rattacher de ma-

nidre aussi simple & la granulométrie des pores.
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A NNZEIZXE I

COMPLEMENTS SUR LA TRANSFORMATION DE SERRA

et les

GRANULOMETRIES

1.~ Propriétés algébrigques.

a/ Les opérations A®MB et AOB ont été définies au premier chapitre par les for—

mules équivalentes

SA@B:U B=U

ver By =xeB &
(1 g

§ A@B =(AC@B)C=XDB A

gzZAn\l!z;é ¢g

éz: \I!ZCAg

On vérifie immédiatement que 1l'opération A @B est associative et commuta-
tive. Elle possidde un élément neutre - 1'ensemble E o g constitué du vecteur nul -
et un §lément permis, l'ensemble vide. Elle n'admet pas d’opération inverse, et défi-
nit donc seulement sur @(Rn) une structure de demi-groupe d'ailleur abélien.

b/ De (1) on déduit :
(4@B)OC “ye€c XQB Ax—l—y
Lec) ®B =XQB yeC Ax+y
Diod résulte 1l'inclusion, en général siricte
(A@C)®3 C (A®B)QC
¢/ Par contre, on a 1'égalité
(4@B)OC =(4QC)OB = 40 (BOC)

En effet .
(AB) C =Xec (-A@B)x =‘X€C yQB AX+ =zQB®C AZ
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d/ Rappelons les rdgles d'inclusion exposées dans le chapitre 1 .

A®@B C A@PBT
BC B = | 4©B D 103

BeAaCC B'OA

Y
e/ On a B@B:)% 0 %, mais non, en général, 1l%égalité. En effet, B = Bo est inclus

£/

g/

v
dans B, donc 0E.B@®B. Ma\:i;s 1'inclusion peut &tre stricte. Toutefois, si un voint
z # O appartient & B®B, c'est-b~dire si B C B, on a aussi (par translation)

B,,~ B, B et, par récurrence B & B,clest-3-dire nzEB@B, n = 0,/1,2...

Par exemple, si B = EO,/.L,Z. g est constitué des points d'abscisses entidres

v
d'un axe de coordonnée, on a BZCB pour tout zE B et par suite B=BQB

Vv )
Mais, si B est borné, on a 1'égalité BQB = (( 0 )) . en effet, BO3B est

également borné et ne peut pas contenir la suite des nz pour =z # 0.

v
De méme, si BC.C, BE®C n'est pas forcément vide. Onvvoit comme ci-dessus
que si z €BOC, alors tous les nz appartiement & B C. Toutefois O n'appar-

*

tient & BEC que si, et seulement si B =C, car -
1%
0&EB@C <= C¢&B
vV

Donc, si. B _est borné et si l'inclusion B C est stricte, BOC est vide.
Vv v
en effet, O n'appartient pas & B@C et par ailleurs, BOC é&tant borné ne

peut pas contenir la suite des nz pour z # 0.

L' ohéation @ distribue la réunion. En effet

A® (B U c) = xLéA (BxU cx) = xLéA Bx) U QILéA cx

Diod la régle suivante, et deux autres qui s'en déduisent par passage aux
complémentaires .
so@Ue) = e Vueo
3 1e@UC) = wes) oo
Blc)oa= (3ol cOL)
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S

-Relativement & l'intersection, on trouve seulement 1'inclusion suivante (et

les deux autres qui s’en déduisent par dualité)

1@ BNo)ceeslaec)
ﬁ A BN o) (e U6 o)
(BUc) 64 > BealU(coys)

h/ Si A est convexe, A@B est convexe quel que soit B

En effet AGB = xQB ‘A‘x est convexe comme intersection de convexes.

i/ Si A et B sont convexes, A@B est convexe.

En effet, soient zy =Cl;1 + bd. et Z, = & + b avec g a2€ A

et b,,b,EB. Az + (1= x)z -xa,l+(4 x)a +AD +(4-x)b2 (04 A<L1) est

somme d'un vecteur de A et d'un vecteur de B, done appartient 4 AM®B.

i/ Si A et B sont convexes, llouverture et la fermeture de A selon B

sont ézalement convexes.

Conséquence immédiate de h/ et i/.

k/ Composition d ouvertures ou de fermetures. Si B et C sont deux ensembles quelcongues,
on a les inclusions -.

AQJB@CC (4, )@c C:AwBﬂ Ay

vV _V
En effet A(‘)B = [A (=) (B@C)] @B@®C est ouvert & la fois selon B et se-
®cC

lon C et contenu dans A . Ouvert selon B, il est contenu dans A(D oyvert selon C,

il est contenu dans (Am B)®c° La deuxi®me inclusion est évidente.



Si C _est ouvert selon B ona (A ) = Ay o Si B est ouvert selon C.

N N Wp'Qg c
on a au contraire (A¢y )y =4
Q)B c (AB

En effet, si B est ouvert selon C il est de la forme B!'®C. Alors

%
A, =(AOB)@®B'@C est ouvert selon C, d'od (A ) = .
g a)p'D g %B

Si C est ouvert selon B, il est de la forme C'@®3B. On a °
v \/'
(A“’B)“‘c:: (A@BB)@C @C
v '/ vV %
Mais Aa ®B =[(A@B) @3;\ ©B = A@B. Il reste donc ©
B
V.V V Vv
(4,). =l(@a B)@c']@)c = A(B@C')-‘@C =
by o | 4O ro0 -4y,

Par dualité on a des résultats analogues pour les fermetures

«Q
it

C =>(4,). =4
Wy 8% fg

& fgfe iy

2.~ Propriétés topologiques.

0 o o :
a/ Si 3B est un ouvert topologique, A@B est ouvert et AOB. est fermé quel

gue soit A. Si C est un fermé topologique, _CEA est fermd.

. 0 0
En effet, A@B = U Bx est ouvert comme réunion d‘'ouverts. Les deux

xCA

autres énoncés s'en déduisent par dualité.
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b/ B étant ouvert, on peut remplacer A ;gar son ouverture dans 1'expression A@

. . 0
. /'\
V

0 o]
En effet, zeA@B <=> BCA <=, BZQA &> z€c AGB

Par dualité, on obtient deux autres propositions -

0 o_ o0
A®B = AOB
0 o
A@PB = @B
( BOA = BOL
o - :
c/ - Désignons par B, et Bh les boules ouverte et fermée de centre O et de rayon
Ae On a ¢ ‘
0 0 U -
L =330 4603, =,5, 403,

— o -
4 =>Qro ADB, =7Qo A® B,

Démonstration immédiate. On a, par exemple o

xE U A@g?\ = davo gx(x)CA &> zed

A>0
a/ Si & est fermé et K compact (donc fermé et borné) 16 K_est fermé.

. - V Ao _—
En effet, soit 2¢A®E, c'est-a-dire K(\X=g. T Stant femé et
- vV
K compact, il existe une boule Ba de rayon €>0 telle que A et Kz @Bs
soient disjoints. Mais |
Vv - ) — -
c,03)|T-9 <> «4Texes, < Ml Tex - ¢

Par suite I@K est fermé.

Si K est un fermé quelconque non compact, la propriété peut &tre fausse.
+ o ——
Par dualité, K étant un compact, A®K est ouvert et K° ©A est ouvert.
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Si B est borné, la fermeture de A@B est A@®BE.

D'aprés 4/, K@ﬁ est fermé et contient A @B. Donc °

A®B ™ A@B

Montrons 1'inclusion inverse. D'apréds ¢/, on a ¢

A®3B =ﬂ A®B®3

0o - 0
Mais, dfaprds b/, B @B?» =B @B?\ et, cet ensemble étant ouvert

- [¢] - - (o] - - (o]
A@B@B?\ = A@(B@Bx) A@B@B?\

Diod .

(A®B) SLO3

b
®
{vs]
il
b
®
[s+]
®
=
L}

Qo

Par dualité, on obtient pour tout ensemble B borné -

( 203 = LB
0

0 -

2 108 = AQB

0 Py

ok = B°QA

Lo

Avec les boules 37\9 en particulier, on a pbur AR

B, ®3 =5 @B =3 Q@B = B

A+
B ®B = B
?»®Bp. B7L+p.
5. ©F =35 O3B B B B
OB, =5 @8, = 58 =35 _,
o — [*]
8 OB, =5 _,
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£/ Si--A--est-un-convexe topologiguement fermé’, et si B est un ensemble borné guelcongue,
L est fermé selon B :

- - \Y) -
A, = (A®B)®B = i

- vV -V
En effet, soit z € Aqs c'est-a~-dire BZCA@Bg soit encore

V - v
VuEB,H a€A, DEB : z+u = a+bh
v - YV o . .
- Partant de u€ B, on obtient deux suites anG_A et bnEB définies par ©

Z4+u = aa_+b4

z+b,l =a2-i-'b2

Z+bn-1=an+bn

Dol
8 + 000 *+ b
Z + B = 4 an <+ -g—
n n n
, u by ‘
B -étant borné, = et — tendent vers O pourp —3 2 et par suite
n n
a4.+ ceo ¥ an

- -5~ 7 . Comme K est convexe et fexfmé, Z€A et IfC_ 4, d'ol 1l'éga-

1lité puisque 1l'inclusion inverse est toujours vraie.

8i A est convexe, mais non topologiquement fermé, on obtient seulement °

¥l Wed i
o rd
Mais, pour A __convexe quelconque, si B est ouvert et borné on a encore
Af = A.

En effet, Af est alors un fermé topologique contenant A donc aussi E.

g/ Soient A un ensemble, C_son enveloppe convexe fermée, et B _un ensemble borné
quelconque. La fermeture de A selon B est contenue dans C.

V. -
A = (A@B)@BC C
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En effet, on a ACC d'od AfC Ef., Mais Cf =C d'aprés £/.

~ Lorsque A est borné, il en est de méme de son enveloppe convexe fermée C. Si
les B?» sont une famille d'ensembles bornés dont une dimension au moins augmente indé-
finiment avec A, la fermeture Af de A selon B?\ reste contenue dans l'ensemble

borné fixe 5, et par suite aussi A la limite supérieure des A .
A
lin Swp A C c
A

h/Si A et B sont connexes, AG@B est comnnexe.

En effet, soit bE& B. A‘b est connexe et contenu dans A @B, donc contenu
dans une composante comnexe C de A®B © A.bC C. Pour tout x &4, x+DbE C,

Mais (x + b)E Ab ﬂ Bx. Donc A‘bU Bx est connexe, comme union de deux connexes non

disjoints, et ceci entratne BXC‘_co Diodt ©

A®B = £ GA BXCC

ce qui montre que A@B est connexe,

On notera que A®B peut trds bien ne pas &tre connexe.

i/ Soit A un ensemble et Gi, i & I, ses composantes comnexes. Soit B un ensemble comme-

XCao 0118.'.

- A®B =1Le)1 (Ci@B)

Tout d'abord, CiCA ——% CiBC APB et

ikejz (c; @B)C AOB

L'inclusion inverse - fausse en général - est vérifide ici du fait que les Cc;
sont les composantes connexes de A. Soit, en effet, z€ A©B ou ngAo Etant
sonnexe, ]3z est contenu dans une composante connexe Ci perticulidre de A, soit
BZC:.(;i ou z€0C, ©B. On en déduit .

A@BC Jé’:[ (c; ©B)
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a
/ Vis=3<vis de 1'ouverture selon une partie connexe B,les composantes connexes Ci d'un

ensemble A g6 comportent indépendamment les unes des autres. On a *

fwp L:). (ci')‘%

v vV
En effet, d'aprds i/, on a d'abord AQB = k{ (CiB). Par suite :

(aO¥) ©3 =(U cieg o =U (ciel\s/)eas U (0}
i i i

La signification de ce résultat est la suivante: les composantes connexes Ci

figurent les grains individualisables d'un milieu poreux. L'ouverture de A selon B
donne un renseignement granulométrique au sens strict, somme des renseignements que
fournirait chaque grain ouvert isolément, et ne tenant pas compte, par conséquent,

des relations entre les grains : c'est la granulométrie des grains.

Mais vis-3-vis de la fermeture, des interférences entre grains se produisent
inévitablement. La fermeture des grains apporte un renseignement d'ordre textural.
Comme la fermeture des grains est agussi l'ouverture des pores, chaque composante conne-

xe des pores s'y comporte indépendamment. Ainsi, la granulométrie des pores renseigme

sur la texture des grains, et réciproquement la granulométrie des grains renseigne sur

1la texture des pores.
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COMPLEMENTS SUR L'AXTIOMATIQUE DES MILIEUX POREUX ALEATOIRES

Un examen rapide des fondements sur lesquels repose la théorie des milieux

poreux aléatoires comporte deux groupes de t&ches distincts

- construction d'un espace probabilisé (.Q, 4 .,P)

—~ examen des questions de mesurabilité.

 L'espace -Q des éveénements élémentaires sera un sous-ensemble de 1'ensemble
5’ (R%)de toutes les parties de 1l'espace euclidien R%, Tout @) € Q est identifié 3

un ensemble A CR® . Cet eSpace_Q ne coincidera pas avec @(Rn). I1 ne devra
contenir que des ensembles ACO de structure relativement simple, susceptibles de
représenter la réalité d'un milieu poreux. Par exemple, l'ensemble des points de coor-
domnées irrationnelles ne devra pas faire partie de Q Dans ce qui suit, nous pren-—

drons pour .Q 1'ensemble des ouverts-fermés (des ensembles A tels que A =4 )

La o-algdbre J sur .Q. devra &tre suffisamment large pour que des propo-
0

. 0
sitions telles que "l'ensemble ouvert B est contenu dans A" ou " BllA=g™"

définissent des évinements de :V + Enfin, il faudra montrer qu'il est effectivement
possible de construire une probabilité P sur (1,8) et, notamment, examiner si

une telle probabilité est entidrement définie par la domnnée de sa loi spatiale.
Cette construction de l'espace (Q,} ) conduit & une application

k(x,a) ¢ EXxQ) — go,ag

qui, & fout élément (x, ) du produit R x L) fait correspondre le nombre O ou 4
selon la regle . A si z € Aa)

k(xpﬁ.)) =
0 si x g[_ AQ)
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Cette application doit &tre telle qu'a X, fixé k(xo,a)) soit une variable
aldatoire sur (. Autrement dit k(z,(3) doit &tre mesurable en (). Lorsque cette
condition est vérifide, k(x,(,)) est une fonction aléatoire en tout ou rien. Nous

nous -imposerons, en fait, une condition plus forte exprimant que k(x,0)) est une

fonction aléatoire mesurable : l'application k(x,(d) du produit R®X Q_ muni de la

c-algdbre produit 9P @J (@)9 o-algdbre de Borel sur R“) devra elle-méme &tre mesu-

rable. Moyennant cette condition de mesurabilité, 1l'intégrale :

x(@) = / 4 F(x) = / K(x, ) @ F(x)
A

définie pour toute mesure positive F sera mesurable en () (définira une variable

aléatoire) et vérifiera ¢

B(X) ={/E@:(x9@ﬂ dP(x) =/ P(x€4h) da Fz)

En particulier, la possibilité de 1l'inférence statistigue découlera de la

formule ¢
(/P(XG_A)dx = E[Mes AnB:l
B

valable pour tout ensemble B mesurable et de mesure finie.

6=algdbre o) sur Pady.

K’ :
Désignons par V K la famille des ensembles A de {()(Rn) contenant un ensem—

ble K et disjoints d'un ensemble X°.

K n )
V= (4 1aCE, kCa, x(la=g 4
_ ) o ) .
?')rsque XK= ( XgooooEy ) et XK'= ( yq,,“oyk?) sont deux ensembles finis
n . .
de R, VK est la famille des A +telle que les points Zyeee }&{C A et yA...yE¢A°

Clest elle qui intervient dans la définition do la loi spatiale P(K,K') = P(Vﬁ')

d'un ensemble aléatoire A. Elle doit nécessairement appartenir i toute o-algdbre K
surn(Rn) permettant la construction d'une loi spatiale. Soit 9~ 1tensemble des VK
lorsque K et I.C“ décrivent les parties finies de R% La plus petite o-zlgdbre 3 la-
quelle nous puissions nous intéresser est ainsi la c-algdbre o({3) engendrée par $
Inversement, on peut montrer que toute loi spatiale P(Vg') (VKI;G_\&) définit de ma=-
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nidre unique une probabilité sur ( (S) (Rn)s o w—» Pour établir ce point, il suffit,
I'4

1

dtaprds des résultats classiques ) s de montrer que \9— est & la fois une semi-algé-

. bre de Boole et une classe compacte.

]
a/ Yest une semi~albdare de Boole - En effet, pour K =K', Vg est la famille vide,

et Vy{ est (P(Rn)o En deuxi®me lieu, 19 est stable pour l'intersection finie, comme

on le voit immédiatement °
KE KV 1 U KR
n ﬂ o2 vKa; y

() e W e = Tk,

K¢
I1 reste & montrer que le complémentaire de tout V. € U est réunion finie

. K
1
de Viie \9 disjoints. D'aprés (1), d'ailleurs, on a .
i
X! g!ﬂ K!
VK = VK v
K'

et on voit facilement qu'il suffit d'établir la proposition pour VK et V g Prenons
par exemple, Vgo Si K est constitué de k points Zyseeo Ty OD B .

g n# ﬂ g
= v V c0o v
L % e
et le complémentaire de cet ensemble est -

0 -2zl e

T¥or e Tean

I1 est bien réunion d'ensembles disjoints appar’cénant a \9’

K!
’ b/ - Oest une classe compacte. - Montrons, en effet, que de toute famille VKl,ie I,d'in~-
tersection vide on peut extraire une famille finie d‘'intersection vide. Posons ©
_ U SV -
R_ieI Ki R =5€1 Ki

]
et désignons encore par VR 1l'ensemble des A contenant R et disjoints de R'(en
R9
général TV, n'appartient pas & & puisque I n'est pas fini).

- @ e Em Em Mo G em ER MR G WD W MR D WS Se B e SO G RO MO SO SR Re R ee Em M0 Em M AR G R AR S e R e e em e

(1) - voir par ex. J. NEVEU “Bases mathématiques du caleul des probabilités, ®
Masson 1964, page 25 et suivs
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K! R?
V> =V, =¢
. igr % R

RV
Pour que VR soit vide, il faut et il suffit que R et R' ne soient pas

disjoints. Soit donc =x ERHRH On peut trouver deux indices i et Jj tels que
X € Ki et x EKJ', » et l'intersection finie

k! X! X'kt
vii|vd = leK
K, Kj K()K

est nécessairement vide.

Ainsi est établi le résultat que nous avions en vue . toute loi spatiale se
prolonge de manidre unique en une probabilité sur Q(Rn) minie de la o-algdbre,
o(\9). Mais on notera 1'extréme maigreur de cette o-~algdbre. Lorsque B ou B' sont-

17
. des ensembles infinis, VB et Vg n'appartiemnent pas & o (\9) ? des propositions

telles que . "B est contenu dans A ™ ou %B' est disjoint de A " ne définissent pas,
o en général, des évinements de o(\F). Pour lever cette difficulté, " nous devrons res-
treindre & un sous-ensemble -Q convenablement choisi de J ﬂ(Rn) la classe des ensembles

aléatoires ACO considérés comme des éveénements élémentaires.

2/- La classe Q.des ensembles ouverts—fermés de R

Un ensemble A sera dit ouvert-fermé 's“il coincide avec la fermeture de

. .
son ouverture topologique, c'est-a~-dire si 1l'on a .

)
A= A

et la famille des ensembles ouverts fermés sera désignée par Q La restr:.c’c:.on
Y ﬂ de o(9) définit une o-algdbre que nous noteronsf . Clest la O'-algébre en-~
- gendrée par les sous-ensembles de Q de la forme .
c - | Q xca vl
- @ ] -
SK-(AOAG KCA K A—Q)

ot Ket K' sont des parties finies de RE,
K‘
On peut montrer, comme ci-dessus, que les Sg (K,K' finies) constituent une

semiralgdbre de Boole. En particulier, la relation (1) reste valable
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_ KUK,
K!
Mais les SK ne constituent plus une classe compacte (loquue R et R' ne
- { .
sont pas finis, Sg ‘peut 8tre vide sans que R et R' se rencontrent .

il suffit que la fermeture de R rencontre R'). Il n'est done pas vrai que toute
loi spatiale puisse se prolonger d‘'une manidre unique en une probabilité sur (.Q ,TY )s
et, pour construire une probabilité sur (.Q.g:y )s nous devrons adopter une démarche

moins ‘directe: Par contre J est beaucoup plus large que ne 1l'était la o-algdbre
o(3). Cela va résulter des propositions qui suivent &

a/ Pour gu'un ensemble A soit ouvert-fermé, il faut et il suffit que A - soit fermé et
que tout point de A soit limite de points intérieurs de A.
' 0
La condition est nécessaire (d'aprds la relation A = A):,_ Réciproquement, si
0
tout po:.nt de A est limite de points intérieurs, ona A C 4, et si A est fermé.
. on a ACA d'ol ACA et 1'égalité.

ean

an

b/ D_étant un ensemble dénombrable partout dense, un ensemble A est ouvert fermé si,
et seulement si, on a ¢
(2) - a = &>

o) o 0 )
En effet, tout point de A est limite de points de Aﬂ D, d'oX A ﬁ n])

et -_— —
(o]
2c iN»
o 0 ) °
Mais, inversement, A{1DC A entratne A(\DC 4, d'od
o Cru
. A = alp

¢/Si B et B'" sont des ensembles ouverts, l'ensemble

(ot aeQpcs mNa =g ]

appartient & la G-na_lgébref .

En effet, si B est ouvert, tout point de B est limite de points de B ﬂ D
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(D. ensemble dénombrable partout dense quelconque), et B () DC A entratne

B= Bf)DC.A, d'od 1'équivalence &

BcA <> B(lpca

De méme, si B' est ouvert et si B'{) D est disjoint de A, on a B*JA = s

En effet;, si un point x appartenait & B? N A, il serait limite de points ynE. A1

Comme -x€ B! et que B' est ouvert, pour n assez grand, tous les ¥, appartien-
draient & B! donc aussi & B'()D, et B!\D ne serait pas disjoint de A. Donc :

BNA =g &> BNAND = ¢

Par suite, on a 1'égalité

B! Bl p

(3) % = 500

0 Mzis BﬂD et B”[]D sont des ensembles dénombrables, de sorte que
B*{1D
] appartient & la o-algtbre j .

B0Ob»

La relation (3) exprime que 1'ensemble aldatoire A défini sur (Q,d ,P)

est séparable quelle que soit la probabilité P.

d/Si B est un ensemble fermé vérifiant

(4) B =38llp
(D ensemble dénombrable partout dense) SB appartient éj .

En effet, B()DC A équivaut, d'apres (4), 2 BND = BC 4, d'od

Comme B(\D est dénombrable, ce dernier ensemble appartient AC? .

Bﬁ
e/Si B' est compac'b, Sy appartient &j

En effet, Br, étant compact, est disjoint de A, si, et seulement si J.g\ez:.s—
te une boule ouverte Be de rayon € telle B¢ @B SGAa Done &
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. o
B! Bi® B4,
84 _U 54 n

n>»0

)

. fo) B'@BJ_ , B|

. Mais B! @B.j. est ouvert et S 4 ne(f d'aprés ¢/, donc aussi S 4
n

——— Bt

f/ 8i B vérifie B = BID et si B' est compact, SB appartient AJ .

Cela résulte de d/ et e/ et de

B! ¢ 1
SB = SBﬂSg{

3.- Construction d'une probabilité sur (,_Q,X ).

Considérons 1'application o de (™) dans () qui & tout ensemble A fait

correspondre la fermeture de son ouverture

»*

. o
o« (8) = A

Ctest une application mesurasble de @(Rn) mmi de o(\$) dans L muni de 1a
o-algdbre { . Bn effet, J étant engendrée par les S, montrons que oc'"ﬂ'(sx ) est me-
surable  pour o(\F). Pour qu'un point & 2_ il faut et il suffit que =x soit
limite de points de K, et méme, d'aprés (2), de points de in D, D de:signant un

ensemble dénombrable partout dense .

Xeg & VN,;yEBﬁ(x)ﬂDSEk B%(y)nDCA

Par suite l'ensemble

ot (Sﬂ‘) - (] U U ’

: ¥ oNyo yE_Bfr(x)ﬂD k>0 VB%(y)ﬂD

g

est mesurable pour o({}), puisque LA ()1 appartient 3 o(\}) et que les opé-

rations faites sont dénombrables.

Soit alors P' une probabilité sur @)(Rn),c(ﬁ’) s obtenue par exemple en
prolongeant une loi spatiale donnée P! (K,K'). Lg formule
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P(S) = P' (S)]

faisant correspondre & tout S e/X la probabilité de son image inverse ( gui appar-
tient & o(\})) définit une probabilité P sur ({,4).

Cette probabilité, & son tour; conduit 3 la loi spatiale
| ]
P(X,K') = P (sK)

5 ‘
de l'ouvert-fermé A , qui est, en général, distincte de la loi spatiale P'(K,K')
de A.-Il serait intéressant de préciser sous quelles conditions ces deux lois spa=
tiales coincident. Nous n'aborderons pas ce point. Mais on peut remarguer que la

loi spatiale P(X,K') peut, & son tour, se prolonger sur (@(RF),G( (9’)) par une

probabilité P']'. qui induit; par la formule (5),une probabilité
!L
p(s) = [ 8)]
1

sur (_Q,ﬂp ) ° cette probabilité P’.L ne diff¥re pas de P, et la loi spatiale corres-
pondante Pa_(K,K') est identique & P(X,K'). Ceci résulte du fait que o est idem-

0
potente (& = A), et que par suite :

TSI
P(Sg{)—Pa'.[ d‘(si)] = ['—4(sl ? [“40‘ (SK)J

ne dif;f‘ére pas de
P'Ec-a'(8§ )] = P(Si )

4.- Mesurabilité de (O, 3).

Montrons maintenant que l'application k(x,0)) définie par :

si XEA

0 f‘.Aw

est une application mesurable de ®" x{, ﬁ@{f ) dans g 0,1 g, Il faut montrer,

k(zw) =




*>t
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par exemple, que 1l'image inverse de O par cette application appartient 3 la o-al-
gébre produit- I 3] ;f Comme A el som complémentaire est ouvert. Par suite,
x ¢Aa) si et seulement si il ex:n.ste une boule ouverte B (x) de rayon £©>0 et
de centre x disjointe de 4, , Par su:.te, on peut alors trouver un point y appar-
tenant & un ensemble denombx-aﬂ:.led D et une boule ouverte B (y) contenant x et

disjointe de ACO' Par suite °

xéAm%) 3y, Ayed xéBﬁ_(y), Bﬁ_(y)ﬂ% = §

Dtodh

By (y)
Ay T
o) = U U By(r) X °

N>O yED

Comme %ﬁy)ﬁ@ et S:;ﬁ'gy)QfY R k-a'(O) appartient & 55 ® J

Ainsi la fonction aléatoire en tout ou rien k(x,o)) est mesurable. Un ré-

sultat classique montre alors que, pour toute mesure positive sommable, l'intégrale

x(®) =/1c(x,a)) d F(x) =/d F(x)
&
est une variable aléatoire dont 1'espérance mathématique existe et vérifie

E &x(ob)] =/ ?[k(x,&))_] d F(x) =/1>(si) d P(x)

En particulier, pour tout ensemble mesurable B :

N g
E M k(x, w)d:ﬂ = Ebles BnAJ = ‘[ P(S )dx

Ces relations servent de fondement 4 1l'inférence statistique. Mais ce ré-
sultat ne suffit pas encore. Nous devons également examiner dans quelles conditions
les transformées A®B et A©B, ainsi que l'ouverture 4,y et la fermeture A,
selon B possddent la méme propriété de mesurabilité . c'est dans ce cas seulement,

en effet, que 1'inférence statistiqﬁe sera possible pour les granulométries.
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Dans ce qui suit,nous nous limiterons au cas o B__est un ensemble compact:

vérifiant la condition

(6) B = B/)D

o D est l'ensemble des points de coordonnées rationnelles (12 condition (6) est
moins stricte que (2) et n'entrafne pas Befl). Nous utilisérons les lemmes suivant.

o/5i_acfl, a@3ecl o

0 N\
En effet, de A@®@BC (A@B)C ADB on tire, en prenant la fermeture .
)
PN
A®DB C L®B C ADB

b/ 8i Aggl, A®B =[a® (BN Dil“ D

q
Il suffit de fermer 1'inclusion (AND) @ (/D) [a® (B N)dc 4@ B

¢/Si A est fermé, A©®B = 40 (3()D)
Vv
Si xeA@®@B(D), ona Bnn)xc:A et, en fermant B_C A,s0it x€EAO©3B

D'od A® (B} D) A©®B. L'inclusion inverse est évidente.

d/ En particulier, si A est fermé, (A@g) ®B = (A@%) (@) (B nD)

Mesurabilité de AGB

Elle découle du lemme b/. Si k(x,0), &(x0) et f£(x,) sont les fonc~-
tions caractéristiques de 4, A@ (BMID) et A®B, on a d'abord :

g(z,0) = Sup  k(z=y,w)
ye€BND

d'od la mesurabilité de g(x,()), puis

RRR =N ('

N
d'od la mesurabilité de f£(x,¢)).



Mesuragbilité de AQ@3B

Soit f(x,q)) 1la fonction caractéristique de A@EB; et k(x,a.)) celle
de A, D'aprds le leme c¢/ on a °©

f(z,0) = H k(x-y,0)

ye€B(D

d'od la mesurabilité.

\"
Mesurabilité de A, = (A@B)®B

D'aprés le lemme 4/, la fonction caractéristique f£(x,()) de A

fse

déduit de la fonction caractéristique g de A@B par .
£(x, @) = 780D g(x-7,0)

Comme g(x,(1)) est mesurable, il en est de méme de f.

oV
Mesurabilité de (AQB)@B

o Soient k(x,¢)) et h(x,0)) 1les fonctions caractéristiques de A et de

A. Montrons d'abord que h(x,¢)) est mesurable. Cela résulte de 1'équivalence :
0 0
x€4 &> Js, yed ¢ x€B(y)C 4
dtold 1'on déduit

0 ¢
no@) = U U s (¥) X S

¥>0 y&€p ° B_(v)

. o ¢ c ° ‘
Le complémentaire ( A ) = ( A°) de A appartient 3 {)et saofonc'bion ca~
ractéristique 4 - h(x,()) est mesurable. La fermeture selon B de ( A )¢ a done
une fonction caractéristique g(x,()) mesurable. Alors 4 ~ g(x,0) = £(x,0), qui

foeps o Y .
est la fonction caracteristique de (A B) @ B, est également mesurable.

G. MATHERON

Avril 1965.



