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NOTE GEOSTATISTIQUE Ne 59

REMARQUES SUR LA LOI DE. DARCY

I.-~ CARACTERE UNIVERSEL ET FORMEL DE LA LOI DE DARCY.

(1)

Dans un milieu-poreux, macroscopiquement homog¥ne, 1'écoulement dtun fluide vis-

queux obéit & la loi de Darcy -
q.l =“_ Kla ﬁj P

ol qi est le flux, p 1la pression et g 1o tenseur de perméabilité, Cette loi, éta-
blie par Darcy au 19i¥me sidcle aprés deux années d'expérimentation minutieuse, et ri-
goureusement confirmée, 3 1'époque moderne, par 50 ans de pratique, notamment dans 1'in-
dustrie pétrolidre, présente une trds grande universalité, et en méme temps un caractére
trds formel. Elle signifie simplement qu'il y a une relation linéaire entre le flux et
le gradient de pression, mais ne permet nullement de comprendre pourquoi une telle li-
néarité doit obligatoirement se manifester, ni surtout de relier le tenseur Kla des
perméabilités, qui exprime cette linéarité, 3 des propriétés structurelles précises du

milieu poreux, et, en particulier, aux relations de connexité entre pores.

D'autre part, si 1l'on considdre le méme milieu poreux & 1'échelle microscopique,

on sait, également depuis le 19%me sitcle, que 1'écoulement du fluide visqueux dans les

-~ 'l - » o
pores se conforme a 1'équation de Navier . ,

_______ — f) (p v?d vg) = p ﬁ»v =0, p

1

ot v est la vitesse, p la densité et p la viscosité. Depuis longtemps également,
on a fait remarquer que, les écoulements étant toujours trés lents, le terme quadratique

en' v devait &tre négligeable, de sorte que l'équation de Navier, dans le cas d'pn

dcoulement permanent, se réduit 3

,a:] D ="P"Avj

¢
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Or”~ et cela non plus n'est pas nouveau - les deux équations (1) et (2) sont
parfaitement-incompatibles -entre elles. La premidre équation; il est vrai, met en jeu des
grandeurs macroscopiques, gui-doivent- se déduire-de celles: qui figurent en (2) par 1l'inter-
médiaire de-moyemnes spatiales convenablement définies, ou, si 1l'on cherche & construire
1'équivalent d'une-mécanique statistique, par 1l'intermédiaire d'espérances mathématiques.

Ainsi (1) doit st'éerire .
E(q") = B(@ p v0) = - K9 E('aj p)

-y figurant-la porosités D'autre part, & 1'équation microscopique (2), doivent &tre jointes-
des~cond1tlons -aux limites = d'ailleurs extraordinairement complexes - exprimant que la vi-
tessel - v; s 'annule 4 la surface des grains. Enfin, l'une et l'autre équation doivent étre

complétées par une équation de continuité :
i i
,ai v =0 ou ﬁai qg =

Ceci dit, il n'a jamais été possible de mettre en évidence un lien logique quel-
conque entre ces deux équations. On peut, auw contraire, fabriquer des' exemples montrant
leur iﬁcompatibilité. Le seul caractd®re commun de ces deux équations est leur lindarité.

On soupgomne ici que 1'équation macroscopique (1) doit 8tre une conséquence, non pas de
1'équation microscopique (1) elle-méme, mais seulement du caractdre linéaire de cette équa-—
tion et de certaines conditions, générales et formelles, auxquelles doit &tre soumise 1liopé-
ration de changement d'échelle faisant passer du niveau microscopique au niveau macroscopi-
que. C'est qu'en effet n'importe quel écoulement microscopique ne correspond pas nécessai-
rement & un phénomdne macroscopique observable. On peut penser que seuls seront observables

macroscopiquement des écoulements pouvant &tre considérés comme localement uniformes au ni-

veau macroscobigue - c'est-a~dire assimilables 3 des écoulements uniformes pour une échel-
le 1ntermed1a1re, correspondant & des dimensions peut-8tre petites au niveau macroscopique,
mais sufflsamment grandes au niveau microscopique pour que les propriétés du milieu y

soient statlsthuement homogénéisées par effet d'ergodicité.

Diailleurs, un écoulement qui ne serait pas localement uniforme au niveau macros—
copique se présenterait & 1'expérimentateur comme la superposition de deux composantes :
la premi®re, localement uniforme, vérifierait les exigences formulées ci~dessus. La deuxidé-
me apparaftrait comme une sorte de fourmillement aléatoire, de portée microscopique et de

résultante moyenne nulle - c'est-d-dire comme une turbulence. Un écoulement turbulent en
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milieu poreux se congoil, physiquement, assez mal, et, du reste, contredirait les no-
tions admises par les praticiens et les expérimentateurs (Les écoulements réels sont

toujours suffisamment lents pour qu'aucune turbulence ne se manifeste).

T1 parait donc légitime de limiter la validité de la loi de Darcy aux seuls
écoulements accessibles & 1'expérimentation ou & 1'observation, c'est-3~dite aux écou-
lements localement uniformes au niveau macroscopique. Cette hypothése de travail entraf-
ne la conséquence suivante . tant qu'on se limite aux écoulements de ce type, seules
les valeurs numériques des perméabilités dépendent de la loi adoptée pour décrire
1'écoulement microscopique (1'équation (2)) et des caractéristiques propres du milieu.
La forme de la loi de Darcy - liexistence d'une relation linéaire entre le flux et le
gradient deqpression ~ n'en dépendrait nullement et subsisterait (avec des coefficients
numériques peut-&tre différents) si la loi microscopique réelle de 1l'écoulement &tait
remplacée par une loi absolument quelconque (sous réserve seulement qu'elle soit linéai-

re).

Ce caractdre & la fois universel et trés formel de la loi de Darcy sera peut-
8tre éclairé par un rapprochement avec un phénomdne bien différent. Dans la méthode
de prospection geoPhyslque dite tellurique, on observe et on utilise une relatlon de li-
néarité assez semblable, qui met en correspondance leés champs électriques E (x) obser—
vés, au méme instant, en des points différents . autrement dit il existe un champ de

tenseur t+9 (x) tel que 1'on ait en tout point x

B(x) = t79(x) £,(0)

Naturellement, cette correspondance linéaire ne s'applique pas 3 n'importe
quel champ électrique (par exemple aux courants que les géophysiciens 1n3ectent eux—
mémes dans les méthodes de résistivité) mais seulement au champ tellurique. Ce n'est
manifestement pas 1l'origine, d'ailleurs mal connue, du champ dit tellurique qui inter-
vient ici, mais seulement le fait qu'un tel champ possdde une signification régionale
et que ses lignes de férce se présentent en grandes nappes. Pour une échelle conve~
nablement choisie ces grandes nappes de lignes de force figurent assez bien un écou-

lement localement uniforme au niveau macroscopique.
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IT.- EXPRESSION DU TENSEUR DES PERMEABILITES

(3)

Les  considérations-qui-précddent font apparaitre le rble privilégié que doi-
vent-jouer les écoulements-macroscopiguement uniformes:- L'espace étant rapporté & un
trlédrem(il ,'& ,‘Q3), considérons dans-le milieu-poreux- homogéne suppose infini
1'écoulement “uniforme et permanent- caraoterlse par un-flux unité paralldle au vecteur
e@ (ﬂrd~&;2~ou*3)vﬂﬁ -niveau microscopique; -cet ‘écoulement -n'est plus uniforme (mais
il -est-toujours permanent). -Les filets-de-courant doivent contourner les grains et ten-
dre-3 se~détoﬁrner'des-microzones«de porosité locale anormalement faible. Mais, en tout
point- des«pores, le-vecteur vitesse A et la pression pe sont parfaitement détermi-
nés- (1a~pressmon a une- constante prés seulement\'501eut .@ les composantes contra-

variantes de la vitesse YQ,'

vg = Y% ei

et- 79 PQ les composantes covariantes du gradient de pression. Indexées par l'lndlce-e

ces quantltes représentent trois solutions privilégiées (macroscoplquement unlformes)

des équations microscopiques de l'écoulement.

- - ' ., °
Celles-ci = qui sont, par exemple, les équations de Navier - sont caractéri-

sées par leur lindarité. Toute combinaison linéaire de ces trois solutions :
v o= ma v,

) .

( 27y

est encore solution, évidemment permanente, et correspond & un écoulement macroscopi-

que uniforme de flux constant

L

q = & QQ

Sous forme tensorielle, et au niveau microscopique, on a -

i 4

Vo= @ v
" e

0
o 0 %

A~
o
te]
]
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(5)

(6)
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Ainsi les- - vi -et-les. - /aj' IZQ sont les composantes de deux fenseurs d'or-
dre 2 (le premier une fois contravariant et une fois covariant, le deuxidme deux fois
covariant) -attachés & chagque point x des pores: Ces deux champs de tenseurs suffisent
4-décrire compl¥dtement, au niveau microscopique, tout régime d'écoulement macroscopi~
quement -uniforme. Mais un écoulement qui ést seulement localement uniforme au niveau
macroscopique coincide localement (par définition) avec un écoulement du type privilé-
gié ci-dessus. Il vérifie donc encore les relations (3), avec cette seule différence
que -les quantités oc‘Q -(qui sont les composantes contravariantes du flux macroscopique
loeal) -sont-des fonctions (x,%) qui varient dans 1'espace (lentement & 1'échelle

microscopique) avec le point =x, et aussi, éventuellement, avec le temps t.

Or, entre les relations (3), il est possible d'éliminer les quantités oc‘q'
qui-caractérisent le flux ma'éroscopique. Soit, en effet, h™Y le tenseur inverse (en

tout point ol il existe) du tenseur gradient ,aj p‘e) .Ona °

A3 oA
et
i A3
vp = A h raj %
Posant .
Y= vib hAj

on obtient .

1

vig/ li (()j p/(/

Le secret de la loi de Darcy semble se dissimuler dans ces deux équations (4)
et (5) d'apparence purement l:mhiogique. Effectuant dans (5) la multiplication

contractée par ocQ* (1e flux macroscopique) on obtient °
\ ij
i
voo= % rDJP

c'est-3~dire 1'équivalent de la loi de Darcy & 1l'échelle microscopique. Tout écoulement
localement uniforme au niveau macroscopique vérifie (6) : en tout point des pores, la

vitesse est fonction linédaire du gradient de pression, parce que tout écoulement de ce



-6 -

type s'obtient par combinaison linéaire- cxﬂ' vj'a (avec des coefficients o{?’ (z) lente—
ment variables) des-trois solutions privilégides Yé' (correspondant & des écoulements

réellement uniformes au niveau macroscopique).

- = Le tenseur - k.° aéfini en (4) & 1'aide des VE et de l'inverse des gj By
jouey-en--(6), le réle-d‘une perméabilité microscopique. C'est, en réalité, un champ
de-tenseur kij(x) -fonction du point x- et défini dans les pores. Il nfest pas possi-
ble de passer directement de (6) 3 la loi de Darcy macroscopique, ni de déduire la per-
méabilité macroscopique constante KJ‘J de la perméabilité microscopique variable k.ij.
C'est, en fait, du seul tenseur gradient 'aj p& que Kl J va se déduire. 8i @ (x) est

la porosité (+4 dans les pores, O dans les grains) le flux microscopique est (Jp v

(= P v"  dans les pores, O dans les grains). Au niveau macroscopique, ce flux est
o (x) par définition -

- ' ql"—fOél:E(C\Sp vl)=oc’(]’ E(Q)pvl,e,)

Ainsi

i

Eap vy) =8

La pression macroscopique P et son gradient raj P, de méme, sont les va-
leurs moyennes (moyennes spatiales, ou espérance mathématique, selon la formulation

adoptée) des quantités microscopiques p et ,bj P correspondantes .
0
.P= E . = B .
r()a (/()‘_J p) =« (93 pﬁ/)

Mais E( /a,j P ) est une constante . c'est, en effet, le gradient macroscopi~

que de la pression pour 1'écoulement macroscopique uniforme dans la direction eﬂ’

Entre les deux équations °
& L 5 ool
.7 =d E[ ]
T (R

o E( (()j p, ) est cette fois un tenseur constant, 1'élimination de oc‘e conduit, comme

ci-dessus, & la loi
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o
(7) o =-K"0,F

K Stant 1'inverse de - B(7). p,)
- de 3

2

43 L
(8) -x" 50, ) =07

donc constant. Par suite (7) est 1z loi de Darcy, et (8) donne l'expression de la

perméabilité macroscopique -

Le tenseur des perméabilités macroscopiques apparatt comme 1'inverse de la

valeur moyeme (ou probable) du tenseur rbj Qe représentant au niveau microscopi-

que le gradient de la pression des solutions priviléeides (macroscopiquement uniformes).
]

I1 ne dépend que de ce gradient tensoriel de pression, et nullement du tenw-
geur des vitesses microscogigues YE y et-clest pourgqoi il n'est pas possible de pas-
ser directement de la perméabilité - microscopique k¥'J(x) variable 3 la perméabilité
macroscopique constante- Kij. En particulier K;j n'a aucune raison de coincider
avec-la-valeur moyenne ou probable de ~k;j. Pour un méme gradient tensoriel ’aj pe
(done pour une méme perméabilité'macroseopique),~on peut concevoir -divers écoulements
microscopiques 'jé (avec -des lois d'écoulements différentes de l'équation de Navier,
mais toujours lindaires) -et par suite; d'aprds (4); différentes perméabilités micros—
copiques k;j(x) . et inversement, pour un méme k;j(x), on peut trouver (avec des
lois d'écoulements différentes donnant des yﬁ différents) divers (aj pe, donc aussi

des perméabilités macroscopiques K'Y différentes.

IiI.- RESULTANTE D'UNE PERMEABILITE REGIONALISEE.

Les considérations qui nous ont permis de passer de 1'échelle microscopique
3 une échelle macroscopique ol le milieu apparaft comme homogdne peuvent s'étendre 3

d'autres changements d‘échelles.

Imaginons par exemple un milieu poreux, ol la loi de Darcy soit localement
valable (milieu localement homogéne), mais avec une perméabilité k;j(x) et une poro-
sité (W (x) régionaliséde kij(x) et ()(x) sont ici définies 3 un niveau intermédiai-
re, correspondant & des éléments de volume & la fois trds grands pour 1'échelle micros—

copique et trds petits pour 1'échelle macroscopique qui sera celle de l'écoulement:)



(9)

(10)

(11)

(12)

— 8 -
et-supposens que -la régionalisation de () (x) et de k™J(x) possdde le caractire sta~
tionnaire;- de sorte que, & 1l'échelle macroscopique, le milieu apparaisse & nouveau com-

me homogéne.

~ - - - -Tei -encore; - seuls reldveront d'une-loi de Darcy & perméabilité K9 . constan-
te au-niveau macrosecopique-les écoulements localement uniformes pour 1'échelle macros—
copique.-De tels écoulements s'obtiennent par combinaison lindaire & coefficients

oc-& (x) -lentement variables & partir des Scoulements privilégiés réellement uniformes

maeroscopiquements Au niveau microscopique, ces derniers sont définis par un vecteur

flux qJ’ % (x) et un gradient de pression (aj pz (x), liés par la loi (microscopique)
de Darcy.

Vel = =27 0 3y (2

et les écoulements observables (Localement uniformes pour 1'échelle macroscopique) sont

de la forme °
S g = océ& (x) qij/ (=)
2 (0,7 = « (x) Qj pgl(x)

Soient, maintenant @ = E(qi) et P = E(p) le flux et la pression macros—

copique. On a
{ Q¢ = ozﬂ'(X) E(qij)J)
% (aj P =oc£}’(X) E@j pe]

Ici encore, qn‘ et ’Oj py ont des valeurs moyennes (probables) constantes,
puisqu'ils déerivent un écoulement uniforme (macroscopiquement) et, par définition

€ L
de qps on a encore .
L

s(dp ) = o

N

L'élimination de ocz (x) entre les équations (11) conduit ainsi &
¢t =g 'Bj P
Ie tenseur K9 &tant 1'inverse de - E((aj pQ_,) :

- & 59, ) = o)
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donc constant . (12) est la loi de Darcy macroscopique.

Ici encore on observe qu'il n'y a pas de passage direct de 1la permdabilité
microscopique régionalisée kij(x)~é la perméabilité macroscopique constante Kij. En
effet, K;j~ est l'inverse-de la‘valeur-probable du gradient tensoriel /0. p, des so-
lutions microscopiques privilégiées (macroscopiquement uniformes) et ne dgpend quindi-
3, gid

rectement des gz et des K ne coincide pas, en général, avec E(k}j), et’

llinverse de - K'Y .= E(’aj ge) - ne coincide pas davantage, en général, avec la va=-
leur probable de l'inverse de ¥ L le passage par le gradient tensoriel fbj pz

est obligatoire,

CONCLUSIONS TRES PROVISOIRES.

Les analyses précédentes mettent en évidence la nature formelle de la loi de
Darcy; conséquence non pas tant des lois de 1'hydrodynamique que de certaines condi-
tions générales (a p?iori) selon lesquelles seuls sont accessibles & 1'expérimenta-
tion ou & l'observation (et reldvent de la loi de Darcy) les écoulements localement

uniformes au niveau macroscopique.

Cette conclusion est elle-m@me trds formelle, en ce sens qu'elle ne permet
nullement de relier la perméabilité 3 des propriétés structurelles mesurables au ni-

veau microscopique. Deux points cependant méritent d'&tre retenus .

- I1 ne faut pas espérer pouvoir déduire d'une manidre simple une perméabi-~
1ité macroscopique constante d'une hypothétique perméabilité microscopique régionali~-
sée (expliquer la loi de Darcy par la loi de Darcy). Une telle liaison existe cepen-
dant, mais indirecte et passant par 1l'intermédiaire du gradient tensoriel de pression

des solutions privilégides.,

- En deuxidme lieu, le tenseur des perméabilités apparait comme l'inverse de

la valeur probable E(Qaj‘pa) de ce gradient. Ce dernier point - le seul positif - res-
te un peu illusoire, puisque les gradients microscopiques (bj p, Semblent difficile-
ment accessibles 3 l'expérimentation directe ou au caleul théorique (peut—étre moins
aux méthodes de simulation numérique ). Il jette cependant quelques lueurs sur la na- ..

ture physique et l'invariance tensorielle des perméabilités,
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- Jusquticiy nos-recherches-(théoriques--ét mmériques) étaient guidées, impli-
citement, par-une hypothdse rattachant-L'invariance tensorielle de la perméabilité
3 -1ltinvariancé-tensorielle de la matrice 6jj = E(u} uj) des covariances d'un vecteur”.i
aléatoire. Cette:tendance était'trés,manifesté dané 1l'interprétation en termes de pro-
mensde-aldatoire, telle qufelle a été donnée dans la Note 55. Elle apparalt aussi dans
le-"moddle " (simpliste, mais méritant réflexion) d'un milieu & canalicules indépendants,

ue llon trouvers décrit en Ammexe & la présente Note.
q

- “La difficulté majeure que l'on rencontre dans cette direction consiste & trou-
ver une définition acceptable de ce vecteur aléatoire u; dont la covariance engen-
dre la perméasbilité. D'une part, un tel vecteur doit posséder une signification nacros-.
copique,  c'est-d~dire faire intervenir les caractéristiques du milieu & une échelle dé-
j& -grande vis-a~vis des grains (puisque tel est le sens d'une peiméabiliﬁé). D'autre
part, 1a loi de probabilité de ce vecteur doit pouvoir se rattacher de manidre aussi

b}

simple que possible a la probablllte déerivant le milieu poreux comme fonctlon aléa=
t01re en tout ou rlen, et, plus précisément, aux moments fonctlonnels de cette dernlére
probabilité. Dans une prochaine note, nous passerqns en revue les résultats partiels ob—
tenus dans 17étude de ces moments. Il ne nous a pas été possible (et nous nous deman—
dons s'il est possible) de leur rattacher un vecteur aléatoire possédant les caractéris-
tiques- voulues pour exprimer la perméabilité. Une telle difficulté, ou impossibilité,

se congoit trds bien si 1l'on se souvient que, du point de vue des moments fonctionnels,
il n'y a aucune différence perceptible entre un milieu 3 grains disjoints et bonne per-
méabilité et le méme milieu oll les m@mes grains seraient reliés par des membranes infi-
niment minces, et ol la perméabilité serait trds mauvaise (les granulométries des po-
res seraient cepéndant trés différen.’ces)° Tout en poursuivant les recherches en cours
dans cette direction, nous devrons aussi explorer la voie nouvelle qui s'ouvre devant
nous . puisque les perméabilités se déduisent du gradient tenmsoriel microgcopique des
pressions, il doit &tre possible, en ce qui concerne ses propriétés hydroéynamiques,

de schématiser un milieu poreux non plus par une fonction aléatoire en tout ou rien,
mais, directement, par un champ de tenseurs—gradients aléatoires Qaj QE . possédant

des caractéristiques convenables. La difficulté majeure signalée plus haut réap~
paraftra, cependantn lorsqu'il s'agira de rattacher les caractéristiques de ce champ

3 des propriétés microscopiques structurelles mesurables du milieu poreux.



MILIEU POREUX A CANALICULES INDEPENDANTS

Imaginons un milieu infini constitué par une masse imperméable perforée de
trds nombreux canalicules cylindriques de directions variées. On peut supposer (ce
n'est pas essentiel) que ces canalicules ont tous la méme section constante. Bien que
leurs directions soient diverses, on admet que leur arrangement dans l'espace est tel
qu'ils ne se rencontrent jamais (on voit la faiblesse majeure d'un tel schéma, qui re-
vient & admettre que 1'écoulement est guidé le long de cheminements preéxistants et

obligatoires).

Dans un canal, l'écoulement permanent d‘'un fluide visqueux vérifie une équa-

tion du type .

Ap

q:--—n—-‘::—k--—

AL

- débit
section du canal

coefficient constant.

K R O

Ap . variation de pression pour la variation A«V, de longueur.

Cette relation (qui est la loi de Darcy, mais dans un milieu & 4 dimension seu-
lement) se déduit des équations de Navier (avec les conditions aux limites correspon-

dant aux hypothdses faites).

Si le canal est orienté (dans l'espace) selon une direction de vecteur unitai-

e ocl, le débit du méme canal est un vecteur Ql = ocl Q, tandis que AP apparalt

Ap

st i X . . i
comme la dérivée == = ,ai p de la pression dans la direction « du canal. On a,

Ao

vectoriellement

Q¢ =-ks oci(oca'aj p)

Soit () la porosité (probabilité pour qu'un point appartienne & un canalicule)
et d P(o) la probabilité pour qu'un canaliculeé domné possdde la direction c. Dans un
régime d'écoulement uniforme, caractérisé par un gradient ,aj p constant (imposé a prio-

ri par le choix des conditions sux limites) le vecteur flux ol gt égal 3 1'espéran—
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ce mathématique de @e__ , Soit .

¢ = E[-ﬁo—g- = - kQE («” ma)faj P
s .

B(ol 9) est 1a covariance

i‘ . . .
oY = E(oci «d) = / ot a? d Fx)

i j o p . ‘. . .
des composantes e (xJ du vecteur unitaire aléatoire o représentant la direction

du canalicule.
Posant .
.o i'
¥ = Qko !

on obtient la loi de Darey -
i ij
¢ =79,

pour tout écoulement uniforme, et la relation (13) montre comment la perméabilité se
relie 3 la covariance du vecteur aléatoire «o. Du fait de l'absence de communication
entre canalicules, le schéma, d'ailleurs, ne peut pas décrire un écoulement locale-

nment uniforme (ol le gradient f()j p varierait lentement) et son intérét reste Limité.

G. MATHERON

Avril 1965.



