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NOTE GEOSTATISTIQUE Ne 62

STRUCTURE ET COMPOSITION DES PERMEABILITES

1.~ INTRODUCTION

Reprenant, de manitre plus systématique, 1°étude d'un problime déjd abordé
dans les Notes 55 et 59, nous nous proposons d'examiner comment peut apparaitre une
perméabilité macroscopique K'J constante dans un milieu ecaractérisé par une perméa=

bilité microscopique régionaliséde k}J(x) supposée stationnaire.

Dans le cas particulier ol la perméabilité microscopique est isotrope
{?ﬁj(x) = k(x) gijwag on admet souvent que la perméabilité macroscopique K qui en
résulte, également isotrope, est approximativement égale 3 la moyenne géométrique des
k(x), soit, en notation d'espérance mathématique °

(1) . log K = EE.og k(x)]

Cette régle empirique, qui donne souvent des résultats acceptables en pratique,
a été i peu prds vérifide 1 par essais sur modele réduit . dans ces essais, le mi-
lieu était fabriqué par juxtaposition de blocs homogénes, les perméabilités isotropes
affectées & chacun des blogs étant tirées au sort indépendamment les unes des autres.

On peut, sommairement, justifier cette rdgle, en considérant le cas particu~
lier des milieux stratifiés. Si la perméabilité isotrope k(fi) ne dépend que de la
seule coordonnée ig, on vérifie immédiatement que la perméabilité macroscopique pos—
séde la symétrie de révolution autour de l'axe iI perpendiculaire & la stratification,

avec .
3 =;%em (couplage en série)
(2) E(E)
% ng = K?B = B(k) (couplage en paralldle)
(1) On trouvera la bibliographie dans la synthdse faite par M. DUPUY “sur les cale

culs hydrodynamiques d‘écoulements de filtration dans les milieux hétérognes " docu~

ments I.F.P. N° 11970 Mai 1965, conmsacrée surtout & la présentation des travaux de
SCHWYDLER sur lesquels nous reviendrons.
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Dans un milieu non stratifié, o k(x(l . ng < ) dépend des trois coordomnées,
le gradient de k possdde une direction variable. On congoit que la perméabilité ré-
sultante K prenne une valeur intermédiaire entre la moyenne harmonique et 1a moyenne
arithmétique correspondant regpesctivement aux deux modes de couplage en série et en
paralltle. Clest, justement, une particularité de la moyerme géométrique 4'8&tre compri=
se entre ces deux valeurs. (Naturellementg o8 mode de justification s'appliquerait
aussi bien & une moyenne dlordre « : K= \/_EW avec o compris entre =71
et +1).

En particulier, lorsque k{x) posséde une distribution statistique lognormale -

ce qui est souvent assez bien vérifié -, on a

>
( Blx) =y &° /2
R

o
|

2
Y désignant la moyemne géométrique et o (la variance de k{x), de sorte que la régle

<

précédente prend 1'aspect o
X g\/ ]

7
E( £ )
d%une moyenne géométrique des deux valeurs extrémes correspondant aux deux modes de

gouplage du cas stratifié.

La rdgle de la moyenne géométrique, cependant, ne constitue qu'une approxima-
tion assez grossidre, et cesse & peu prds d'&tre utilisable dds que les perméabilités
microscopiques ne sont paé isotropes {comment calculer la moyenne géométrigue d'un
tenseur kij(x) ?)o Il est nésessaire d'aller plus loin. Dans un premier paragraphe,
nous étudierons la structure du tenseur kij » en nous appuyant sur la méthodologie de
1z Note 59, et nous en déduirons certains cas d'intégrabilité du systéme d'équations
dg Darsy, pour lesquels le calecul de la perméabilité macroscopique sera possiile ¢ il
apparaitra qu'en fonetion des hypothdses faites sur la structure de kij , on peut
ocbtenir & peu prés n“importe'quel résultat compris entre moyennes géométrique et arithmé-
tique. Un deuxi®me paragraphe sera Gonsacré au cas du milieu stratifié (tenseur ki'j (1;1)
fonction de la seule goordonnée xa") mais non isotrope. Enfin, dans un dernier paragra-
phe, nous reprendrons la méthode d'approximation de SCHWYDLER 1 s qui consiste - comme

= a0 M oD S oo R 0D R R M G 0D on 00 G G e G0 OU O GR D m e mD MO We M Sm e am o W OM om O GO we D G0 M am

(1) = voir M. DUPUY, op=zit.
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nous l'avons fait nou-mémes dans la note 55 = X représenter la perméabilité sous la
forme kb + A I;'._,_(x)9 le terme principal kb étant constant et A trés betitg et 2
exprimer la solution des équations de Darcy sous la forme d'un développement limité

en A. Liexpression explicite des termes en A et A2 nous conhduira & une rgle de
pondération qui ne coincide pas exactement avec la moyenne géométrique. Toutefois les
résultats obtenus par une méthode, ol 1l'on suppose que les variations des perméabilités
restent petites vis-a-vis des valeurs probables, ne pourront pas s'appliquer sans ré-
serve & des milieux sédimentaires réels ol les perméabilités varient fréquemment de

A & 100,

II.- STRUCTURE DES PERMEABILITES ‘
Dans un milieu de perméabilité régionalisée kia(x)p pression p et débit q-
sont 1liés par le systdme d'équations de Darcy

( [biq_i=0

(3)

Nous supposons que la régionalisation des perméabilités possdde le caractire
stationnaire et, conformément & la méthodologie de 1la Note 59, nous nous proposons
de chercher les solutions du systéme (2) susceptibles de décrire un écoulement uniforme
au niveau macroscopique. Avant d’aborder le probldme dans sa généralité, nous allons
étudier deux cas particuliers en nous posant la question suivante : quelle condition
doit vérifier le tenseur kéj(x) pour que le systime (3) admette comme solution soit

un gradient 193 p(x), soit un flux g-(x) constant au nivesy microscopigue ?

Cas od le tenseur des permégbilités est conservatif.

Pour gue le systdme (3) admette comme solution n'importe quel gradient cons-~

a/

tant de pression

il faut et il suffit que 1l'on ait ¢

i3 _
-Q‘y:jfl)ik = 0
pour tout systéme de constantes 1ﬁ59 c'est-3~dire ;

(4) N, oo
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Torsque la condition (4) est vérifide, clest-3~dire lorsque le temseur k19

est gonservatif, les écoulements uniformes au niveau macroscopique sont de la forme .

S

A _ 3
r()jp OJJ. (ou p—(;)jx)

]

PN N

- == ki']'ay

Au niveau macroscopique, on a

UR:
J

]

E('aj p) = Eg

ol = B(gh) = - Bxt) @,

IR e TN R e T

La perméabilité macroscopique constante est donc o

(5) g < 5tdy

Ainsi, lorsque le tenseur perméabilités est conservatif

» la_recle de la
moyenne arithmétique s’appligue rigoureusement. Il est utile d'expliciter la forme

générale que prend, dans ce cas, le tenseur kl‘]s compte tenu de la condition de symé-
trie (1) que 1l'on s’impose habituellement. (U'om Prmexe A)

kla est l'inv cradient.

b/ Cas od le tenseur

Si l'on désigne par h 3 le tenseur inverse de kia,, les équations de Darcy
peuvent s'écrire |

5 ’bj P
(6) SN

1

i
i
23
Cto
[T
o

I
o

Ce systéme admet pour solution des qi constantes quelconques si, et seule-

ment 8i, h 3 qi est un gradient quelles que soient les constantes ql, done si, et

- oD M e oo O3 OO O D GR M GD o e e @O MR GO wm am e A0 GO WD G0 OO e GO GO OO e we GO O CO OB OGN ao oo G

(1) A dire vrai, il ne semble pas y avoir d'argument théorique décisif pour exclure

@ priori 1'éventualité d'un tenseur kiJ dissymétrique. Il n'y 2 pas non plus dlargu~
ments expérimentaux, car la relation ki = postulée a priori, est toujours uti-
lisée pour réduire le nombre des mesures nécessaires 3 la détermination des .composantes
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seulement si, h 34 est de la forme .
(7) hji = QJ ui

u'i(x) représentant un champ de vecteurs covariants. Au niveau macroscopique, on a

alors . i i i
Q =E(g") =g

@j P = E(’bd p) = - B(,) o

Ainsi, l'inverse Hij de la perméabilité macroscopique constante Kij est

9

donnée par .

Hij = E(hij)

1 - gl

Remarque Si 1'on conserve l'exigence de syméirie K9 = kglp ou h’i;j = hji

1la relation (7) donne f()j ui = !’()i Us et signifie que U»i est un gradient. On a

donc
hij = ,aisi

(9)
g Mm Py 8

La forme (9), qui correspond & la pondération harmonique, apparait comme le
pendant exact de la forme (4,4) ou (4,5), qui correspond % la pondération arithmétique.

¢/ Structure des perméabilités
Les deux cas extrémes gue nous venons d'étudier permettent, par composition,

d'obtenir la forme générale d'un tenseur de perméabilité. En effet, nous avons vu dans
1a Note(59) que, si 1'on désigne par pp et qi& une famille de solutions privilé-
gides (E(qifl) = 61)2, Joon a ¢ .
£ q}’& = - it /bj )
r‘)i qiz =0



(10)

(11)

(12)

(13)

fbj pL est un tenseur gradient. Soit TJ'Q' son inverse. On a alors ©

Autrement dit k
d'un tenseur gradient.

(Toutefon.?; si 1'on maintient 1'exigence de symétrie ]vs::l"J = kJ‘l les deux

tenseurs ¢ et T J doivent wérifier des conditions supplémentaires).

On sait, dans ce cas, que la perméabilité macroscopique K¢ admet un inver=

= E@i pj)

qui ne dépend que du gradient tensoriel de pression.

se

H,. .
1J

D'yne menidre générale, si 1'on a réussi & expliciter la décomposition (10)

o

sous la forme .
il 3
C A 6

domant le tenseur k¢ comme produit d'un tenseur € conservatif, et d'un tenseur A

inverse d’un tenseur gradient B™, = fb P (P
o

9

3
i Min B; Min Qi (t)j
I 7 Dt 5 T Det 2, ¢

o6

les solutions privilégides sont de la forme
i if,

g ==C QGT'@

oll les ?D',@/ sont des constantes quelconques. Ainsi, les solutions privilégides se li-
sent dans les lignes de méme ordre de la matrice B(pour le gradient) et de 1la matrice
C(pour le flux).

Passant au niveau macroscopique, on obtient, en prenant les espérance mathé-
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matiques de (13) :
P =2 E(, p) =W B d. $5) =W E(E
{0 O, ») =T, 2D, §7) =W, 5(7,)
i N a
% at = E(') = - @ B(¢™)
Par suite, a perméabilité macroscopique constante K-9 vérifie °
(14) £ 5(8",) = B(c™)
soit, sous forme symbolique
K E(B) = E(C)
Lorsque 1l'on a décomposgé ;gij sous la forme du produit C L qoyp tenseur

conservatif C et de l'inverse d'un tenseur gradient B, la régle de pondération est

de ls forme

k=0 Béi

(15)
K = B(C) @@ﬂﬂ

Autrement dit, la_composante conservaiive _C  obdit 3 la récle de pondéra=-
tion arithmétique, et la composante Bnl & la récle de pondération harmonigue.

Suivant que 1l'une ou 1l'autre de ces composantes du tenseur k sera prépondé-
rante, on peut s'attendre & observer tous les types intermédiaires entre les deux modes

de pondération harmonique et arithmétique.

On peut s'interroger sur l'existence et 1l'unicité de la décomposition (15).
L'existence est probahlement assurée si kij(x) est stationnaire : On peut tenir pour’
certain (pour des raisons dlordre physique) qu'il existe alors des solutions correspone
dant 3 des écoulements uniformes au niveau macroscopique. Llunicité, si elle existe,
s'entend & une transformation linéaire prés. Si A est une matrice constante quelcon-
que, on peut remplacer C par CA et B par BA (C A est conservatif et B A
est un tenseur gradient). Cette réserve faite, on voit que 1llunicité de la décomposi-
tion C B"l est lide & l'unieité des solutions (c)j pp correspondant aux écoulements
macroscopiquement uniformes de flux g g = eg’ (61,, 82,, 63 base des coordonnées).

Cette unicité n'est pas démontrée, mais peut &tre considérée comme plausible.

I1 reste enfin & exprimer la condition de symétrie K = 9, Cela sera fa-
cile sur l'expression générale gue nous allons maintenant établir.
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4/ Décomposition Canonique des perméabilitds,

Soient Ei(x) les expressions de la pression p(x) pour n solutions indé-
pgpdantes correspondant & des écouiements macroscopiques uniformes. Le jacobien des ai
n”étant pas identiquement nul, il est possible, au moins localement, d’exprimer les xJ
en fonction des g » @t par suite dlutiliser les solutlons Qrivmleg;ees comme sxgtéme de

coordonnées - curvilignes. Le syst2me des coordonnées E sera dit adapté ou privilégié.
Si, de plus, il vérifie les conditiofis

i .
B( = ou E Y =5t
il sera dit canonigue. Par une transformation lindaire & coefficient constant, on peut

toujours obtenir un systéme canonique & partir d'un systéme adapté.

Soient gl un systéme de coordonnees adaptees et
Alo. Vx* B _ 90 .
N =

les matrices associées au passage des coordonnées x°- aux coordonndes El.

Par définition des 519 1l'expression

_F% i
p=0, ¢
ol les'ES sont des constantes quelconques9 représente la pression associée & un écoulement
macroscopique uniforme. En coordonnées g o le gradient 19 p a donc les composantes cova=
riantes constantes
(16) /a.p=

Soient xia e% Q les composantes contravariantes de la perméabilité et du

flux Qi en coordonnées g + Le systéme de Darcy s'éerit
g Q1==~x13ap

gviai ’8<ng>~0

(17)

!ll

ot y = det Yi3 est le déterminant associé au tenseur métrique Yij des coordonnées gl

5 Y;ij = Ari .A& g.

3 w

{ W =V aet A



Compte tenu de (16), nous obtenons

'G)fj r()i(wxij) =0

——

pour tout systime de constante Cﬂj9 donc
- (18) 0,08 %) =

Cette équation n'a pas la forme tensorielle, et n'est par suite valable que dans le
systéme de coordonnées g . Mais, en coordonnées gi, le systime d'équation (lB)admet
une solution générale dont la forme a été donnée en Annexe A. Ainsi, on posera 3

<

A3 VB il . A gl
(19) - ok §90e) = L2 ()

les (\215(5) étant une solution du systime d°Squation ©

Z %)

Repassant maintensnt aux coordonndes initiales, les composantes kl'j du tenseur
des perméabilités prennent la forme &

, i 3
- A A¥ r
(20) kl;] - .A' r A

Det A

tandis que le gradient de pression devient
. p=B ¢ &
(21) ? 5P 5 0y

Quant au flux, on obtient °

i 3 A
A A
i ij A r ¢ Qi
==k /() P== B iy
J " Det A 34
Soit i Q
. A s
(22) . ql = = A 1“@
Det A

La relation ?)i q" est alors automatiquement vérifiée . c'est une simple consé-
quence du caractire tensoriel des équations (1}). Il en résulte que le tenseur

0 & hLA
(25) ¢t = "5345‘4';{“
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est conservatif. On peut aussi le voir en remarquant que 1°équation (18), derite

foe o1
en coordonnées g~ sous la forme -

se traduit en coordonnées x  par °

V035 gt
e st et
soit, en notation tensoriells
(24) R 9 ¢
i

Montrons que Gj’e

2ot g Fa gta 2

Det A Det A

est conservatif °

Q,AE

Les deux termes qui figurent au 2&me membre sont nuls, en effet, le premier

en raison de (A97)9 le deuxi®me en raison de (24).

Ainsi, la relation
(25) R Ajz

ol Glz” est le tenseur conservatif défini en (23), et A'?@ 1'inverse du tenseur gra-
dient Bao =, gp‘ n'est autre que la décomposition canonique du tenseur des perméa-

bilités. La r2gle (21) permet d'éerire immédiatement la perméabilité macroscopique

. -1
(26) sous la forme ¥ = B(c) [E(Bﬂ

On peut toujours se ramener au cas ol E(B) est le tenseur unité. En effet, B
étant stationnaire, E(B) est un tenseur constant. Il suffit d'effectuer une transfor-
mation lindaire & coefficients constants pour se ramener au cas ol E(Bi j) = 6ij.

Dans ce cas, on doit prendre

et al(x)

hi(x) étant un vecteur aléatoire stationnaire d'espérance nulle
E(M) = 0
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De-plus, et malgré l'apparence contraire fournie par 1'équation (24), il est
possible dg supposer les lbr (x) indépendants des Bij(x) , donc aussi de leur

A
mineurs 53%;29 relatifs & un méme point d'appui x. Cela est méme possible de deux
manigres .

- On peut, en premier lieu, admettre que la fonction aléatoire stationnaire
4)1%(3:) slobtient en substituant les fonctions aléatoires Ei(x) dans 1l'expression
d'une fonction aléatoire stationnaire (i?rA (¢) de 1'espage des . A g fixé, lles~
pérance mathématique conditionnelle dune fonetion quelconque F[4)rb (x)| des 4)1%
est E(F 4)1“/3 (Eﬂ . Elle ne dépend pas de g, & cause du caractére stationnaire. Par
suite, les 4;1'5(::) sont indépendants de ¢ et de leurs dérivées Bji.

= On peut aussi, ce qui est peut=8tre physiquement plus plausible, supposer
qu'en chaque point x la loi de probabilité des 4)1‘6 {x) ne dépend que des écarts
At '

tion des ¢r/& a une espérance mathématique qui ne dépend que des ?&i, donc de la

= gl - x* et admettre que ces écarts sont stationnaires. A 7\i fixé, toute fonc-
forme F(?\l), Les Al é&tant stationnaires, on montre fagcilement que toute fonction

F [xi(x)] est en corrélation mulle avec toutes les dérivées ’{)j At = Blj prises au
‘méme point =x. L'indépendance n'en résulte d'ailleurs pas, mais peut &tre inférée
moyennant une hypoth®se plausible sur la loi des ’b 3 Xl(il suffit de supposer que ces

dérivées sont gaussiennes).

Enfin, on remarquera que l'on a nécessairement :

{ E[Det'Bl=E(:u£___, - 4

Det A
At .
B U M f GJ'/S
Det A

A 02 DR

En effet, les produits NN R ont méme valeur probable,
{()xi axi ’bxm

3 cause du caractére s1';a:!;J".onna,:'i.r’e9 quelle gue soit la permutation il.o. in et se
o 1 -
détruisent dans le développement de E (Det ( 6%, + :-a%zw)l s

L I
i .
A . i
oude E|—f|= E‘:Min(é::g + ?_ZL )
Det 4 | .
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Nous pouvons énoncer les résultats obtenus.

Toute perméabilité régionalisée statiomnaire kljfxz peut &tre mise sous la

forme canonigue Al LA
(28) i o gib AL@ 207000

Det A

AJE est l'inverse d'un tenseur-gradient 3B 3

B% = r()j 0

ob les r sont des fonctions aléatoires telles gue E Q = z (x) soit

stationnaire et d'espérance mathématique égale & 0. En particulier .

by_.4
E(Bj)=t‘>;j

est consenratlf et peut s'éerire sous la forme

Le tenseur C

(29) Ve
Det A

Les (i)J ou_perméabilités intrinsésues; constituent une fonction tensoriel=-
le_symétrigue aléatoire et stationnaire vérifiant 1'un ou l’autre des systimes équi-

valents i f;

{D, 1‘? (a ( mdl_‘ 4}3

i Det 4

Ai;’i 0, 4’52 =

(30)

PR N N TS

{  E(Det B) = 2 )= 0
i Det A
(31) : o
E( S ) = lj
2 Det A
Les perméabilités macroscopiques constantes sont données par
. ) y L2
(32) £ = 2(0MY) = B | bt

Det A
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Enfin, si 1'on suppose, ce gui est possible mais non obligatoire, gue les

C()Q"J sont indépendants des Alzoon obtient

(33) £t = B($9)

Les perméabilités macroscopiques sont égales, dans ce cas, aux espérances
des perméabilités intrinséques.

e/ Remarque sur la pondération géométrigue
Les relations (28) permettent le calcul du déterminant des perméabilités ¢

. . n=-2
Det k9 = (Det 4)° Det gb = (Det B) Det 4)

A deux dimensions, il vient

Det (b

Det B Det Cb

Det

=
it

A trois dimensions
Det k

rh

Si 1'on suppose les

indépendants des Alj on a dans tous les ecas,
compte tenu de (31) si n=73 ¢

(34) E(Det k) = E(Det ()
Toujours dans 1°hypothdse de 1'indépendance des (t) et des 4, (33) domne de
son coté
(35) Det X = Det [E( (b):!

Désign?ns%:%r k'l k, k39 15’1 K, K_), et 43,1 (\)2 433 les valeurs
propres de kia,, Y et 4)5-3. Les relations (34) et (35) s'écrivent aussi ¢

B(igyle ks o) = E[({),l (Pz %:J
Ky Ky Ege= E(0,) B(0,) B(gs)...

Les d.)/l q)z 4)3 étant positifs et généralement 1iés par des corrélations po=

(36)

sitives on aura en général

B K By Bl K k)
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Pour pousser le calcul un peu plus loin, nous supposerons que (i) n ¢2 ¢3 1
(les perméabilités intrinsdques principales) et Det B sont des variables lognor-
2 2

. 2 2 .
males de variances cig 0‘2, 0'3 et O'B et de covariances 0‘12, 0'23, 0'13 entre d) 5

(et 0 entre d)i et Det B, & cause de 1l'indépendance des (1) et des Aia.).

°

Les relations: (36), avec ces hypothéses, donnent alors, pour trois dimensions:
- { Oyt Gzt 023)
K B K5 = Eglolks) e

et pour deux dimensions

K= Hge)e

%12

Ces reégles ne correspondent pas exactement & une moyemne géométrique. A deux

dimensions, en effet, on a
g X = 4>/1 s
diod
2 2
+ O,

B [1°g151 k2X= E {}""3@1472] = 1°g[E( d’a) E(d)a)] - 5 :

soit _ 62 ) 0,2
log(k, K,) = E\}og I kZ] L A2
A trois dimensions, on a
5k =9, b, 5 Det B
Dol 2 , ,
E El.og ka_kszJ = log[n."(%) Em’a) E(%)} _ Gy + O, Z Oz + O
soit , , ,
log(E KK, ) = B [1og klkzl%_-_( . Gt 622+ oy + oy

£/ Propriété fondamentale de la composition des perméabilités

Nous pensons que la proposition suivante pourrait &tre établie en toute
généralité ©

Si kM(x) et hy _L(x) sont les composantes d‘'une perméabilité statiomnaire
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- ij .
et de son inverse, et KX J oot Hii les grandeurs macroscopiques constantes corres-

pondantes, on a toujours *
ii ii
( £t B

.. < E(n,.)
11 ™ 11l

{
(37)‘

{ [E(kii) - Kij]zé [E(kii) - Kiil E:(kjj) ) Kja’l
? 2
( EE(hij) ) Hia'l < LE(hii) - Hii] @(ha'j) = 833

Ces inégalités peuvent s'énoncer en disant gue les matrices Efk}aé o K;J

et E(hiS\n Hii sont définies positives. Elles signifient que les perméabilités

se composent toujours selon un mode intermédiasire entre les pondérations harmoni-
que et arithmétique.

I1 est - possible d'établir cette proposition sous la seule hypo-
theése que K et hij sont des matrices définies positives, autrement dit que,
guel que soit le vecteur ¥ s On a

i 3
(38) b0 ¥ p0
Cette inégalité (38) répond, elle, & une exigence physique impérative. Si L

est un flux qi, en effet, hij ql = -'aj p est, d'aprés la loi de Darcy, le
gradient changé de signe. L'inégalité (38), qui s'éerit °

g ﬂipgo

signifie, en effet, que le produit scalaire du flux et du gradient de pression est
toujours négatif, autrement dit que la pression ne peut que diminuer le long d'une

ligne de courant.

Les matrices kia et hij étant définies positives, il en est de méme des

matrices qui s’en déduisent par des changements quelconques de coordonnées. En parti-

culier les perméabilités intrinséques <$lj et leurs inverses {biﬁ sont également

définies positives.
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En fait, nous n'établirons . notre proposition fondamentale dans toute
or,«‘m c@, f sa généralité AI\Iou,s supposeron?.vque les perméabilités intrinséques 4) 1] sont indé-

|0u1 €y bk pendantes des B* 5 et des it Au paragraphe (IV,c), cependant, nous réussirom.
Det 4 '

& nous affranchir de toute hypothése relative aux perméabilités intrinsdques. Posant °

i i
xl+s?\

~
i

N - <
il

5t e .t
3 3

nous nous contenterons d'effectuer un développement limité de Kl et hi 3 en -fone=
tion des puissances de g, et de vérifier les indgalités (37) sur les termes d'ordre
let2 ene.

Partons de -

gt - g :&a) B( @Qj)

Det A
i J
;s Ap A LA
B) = 5 LR ) g(9*)
Det A
Au deuxidme ordre en &, l'inverse Aij de Blj peut s'éerire o
i i 2 4 i
A.,=5.—8fa7\.+8 ,?\, 7\.+-..
(39) p p ; D ; 0y,
At :
Pour développer d. = Mineur (Bai), on doit examiner séparément les cas
| Det A

=20t n=30

A_trois dimensions, posant, pour abréger

on obtient f‘acllement les formules exactes suivantes .

(40) 5;-1 +s\‘ (b A% /b ]-ksp,

Det B =4+s(buh + 2 pu+a Det(/DiN])



on en déduit le développement limité de Det A .

2
A u 2 W, u
(41) DBtA=-’m’——/1=’8(bu?\. +8[(’aux) "”}‘-u:“!'...
Rapprochant (40) et (41), on obtient un deuxidme développement de Aj'“_j :
i i i 21 1 i u u i
2 A=t e, At -5 + 9 A x]
(42) j=08 =20y & [u PRI N ’Bj
Comparant (39) et (42), nous obtenons, en passant, l'identité :
i i w Q j - fl) u i
- o = . x had 7\, g
why -t )0 = 'aﬁ u 93 A

Enfin, de (40) et (42) on déduit sans difficulté °

B 4

Det A

(43) =5 o) + ;[5%(’, oy 0, 2% - oy % - 8% Oy :\i]

-H;Z[Gj@ p.% + 62‘ p.ih —65/7& 5‘34 puu+a_e At (DA Nj]

Passons aux valeurs probables. Les AT étant stationnaires, on a

B(D, A1) = E(p.ij) = 0

Par suite (40) ot (43) vont donner

(44) s
% E(_i&,u_A. ) = :I-, SjA + & E((()Lki 'l))o ad)

Nous en déduisons immédiatement
{ ¥t = 5(§)
{ Ead) = B($H) + & E(q)w % At 0y A)

soit

(45) 2 - £ - & E[:#‘fae 2 2]

17 .=

I1 est clair, sur cette équation, que lo matrice E(kla) - i3 est définie

positive. En effet, si o, sont des constantes quelcongues, on a -

2
o6 [_E(ki:u) - Kij} & = &2 EH (?Cocl xi)rt}d (o M'ﬂ 20
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g

puisque est définie positive. Les inégalités (37) ne font que traduire ce résul-
tat.

Dans le cas de deux dimensions, on pose pour abréger A = Det (ai 7»‘3,, et les équations

L

(40) et (43) ont les équivalents suivants ¢

Ai

J =5i.,+arai 0 ?\,E-Ja. ?\i]
/DetA J L3 v d
Det B =4 + & r()u:\,”w-e:zA
u 2 2
(46) DetA=4=a’9ux + & [(9117\,“) uA+.°.

i i i, .2 u () i_iA]o
£ = 8 a’%x«&«@ux g =8 A

10,3
AQ'Ai,%aig 83, +a£§i 83, 0 xu-,aj/z/a,; A - 5 9@ xi]
\ Det 4 e L "4 4

+92E% ST ST ﬁ\] oo

Comme les A sont supposés stationnaires, on a de plus

E(’()L Aty =8(7) = o

On vérifie alors, en prenant les espérances mathématiques des relations (46),
que les formules (44) s'appliquent encore. La suite de la démonstration est identique.
En particulier, la formule (45) reste valable.

Passons maintenant aux inégalités relatives aux hi"" Désignant par \Pg A 1'in-
. ij .
v
verse des q)e )0 l'inverse hij’ de k™ est ¢
2

L P
é
On obtient facilement le développement limité o

L g -
BY B
i a% a’lj + e{a{i%‘ 4 o, 2, AR aai akj 9, x‘il

ZB@° B
i

h,. =
1 Det B

+ 32 [5‘?11 5{_) ((9u 1“)2. Ag- 5,61 /()J ?\'Lau BB ‘SA;-j rai ?\Q*@u Au +Qi x&@j AA] .
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Liexpression est écrite dans le cas n =2, Pour n = 3, il suffit de rem-
placer le déterminant A par la somme puu de ses mineurs. Dans tous les cas, lfes-

pérance mathématique est '
B-
o (R S ) 52 56 + &% B [(@ Q’ - azif()u :\“)(’&j ?(b - aAj’b‘Px‘y)}

On en déduit immédiatement ©

E(hij) = B( {Pij) =62 %),(@i x’o’u 6Q’i’c)u x“)(’bj 7\}“ - aéj ‘d‘} x‘y)

I1 suffit de répéter le raisonnement déj3 fait & propos des xtd pour voir

que la matrice

E(hij) - E(q)ij)

est définie positive. Ce n’est pas encore le résultat que nous avons en vue, car

B( (P i j) s qui représente la matrice E &‘1]9 ne coincide pas avec Hiag qui représen—

te la matrice E(¢) « Mais on peut montrer (voir annexe D) que la matrice

AR
()

est elle-méme définie positive. La somme des deux matrices définies positives o

[E(his) i E(q’ia"% i \_E(‘Yié". - Hi:;_\’ Blhyy) - B

est elle-méme définie positive, ce qui constitue le résultat annoncé.

de composantes

La méthode d’approximation que nous avons mise au point chemin faisant, nous
sera utile, au chapitre suivant, ol elle nous permettra de passer d'un milieu 3 stra-

tification horisontale & un milieu & stratification faiblement ondulée.

g/ Représentation géométrique de la propriété fondamentale.

Les modes de déterminations expérimentales des permésbilités se classent en
deux catégories, selon que 1l'on impose & l'écoulement soit la direction du gradient

(écoulement & travers un échantillon plat 2 Taces paralldles) soit la direction du flux -
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(écoulement le long d'un échantillon ecylindrique allongé).

Dans le premier mode le gradient ) a une direction imposée O:

4
ij= o, B

Le flux mesuré est la composante

i_ ij
%y == X ocjm‘

du flux ql selon la direction de ce gradient. La perméabilité observée expérimenta—

lement est ici i
k =o, K9 o
© i 3

Portant, dans la direction O, UI TEyOR vecteur r = , on obtient

l'ellipsoide des perméabilités d’égquation ko

ki‘j % Xj =/1

Dans le deuxilme mode la direction ﬁi du flux g est imposée. Le gradient
Qj p prend une direction queleonque, mais seule intervient expérimentalement sa pro=
Jjection

3 .o ¢
ACE RV R

L
Sur la direction 2 du flux. La perméabilité mesurée est ici

k====/1

(¢] Y
hij BB

L
Portant, dans la dirvection ﬁ‘,, un rayon vecteur r = !/ ko on obtient 1'ellip~

goide inverse du précédent .
i 3 _
by, % 2 =/

Considérons d'une part les deux ellipsoides ®locaux ¥

% B(Y) x, x, =4

i 3
B(h, ) 2 2 =4
id

construits sur les valeurs locales des perméabilités et de leurs inverses, et les deux

ellipsoides "macroscopiques ¥

§ g X, % =4

% H,,.xixj:-d
ij
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construits sur les grandeurs macroscopiques correspondantes.

La proposition fondamentale du paragraphe précédent se traduit par :
S E(kl']) Xy ? KJ' %, x;j
) xi 3 >H., .

1J

Elle signifie que les el
E(ki;’) et I:':(hi 'i) sont intérieurs aux ellipsoides construits sur les valeurs macros—

lipsoides gonstruits sur les valeurs locales moyennes

copiques correspondantes Kij et Eii o

ITI.~ CAS D'INTEGRABILITE, ET APPLICATIONS

Les résultats fondamentaux du chapitre préeédent nous permettent de fabri=
quer des perméabilités kij(x) stationnaires pour lesquelles les solutions macrosco~
piquement uniformes sont conmues a priori et rendent possible le caleul effectif de
la perméasbilité macroscopique Kij o Il suffit, en effet, nous lﬂavons vu, de se don~
ner a priori un tenseur gradient aléatoire stationnaire, J ’() g » et une perméa~
bilité intrins¥que vérifiant la relation de conservation /) 1 ¢13 =0 en coordon-
nées p. Il est instructif d'effectuer effectivement de tels calculs dans le cas de
différents schémas, correspondant a des hypothésés précises. Les exemples que nous
allons traiter apparaitront toujours comme plus ou moins artificiels, sauf peut-8tre
. les plus complexes d'entre eux, et ne pourront pas conduire & ls formulation de lois
quantitatives 3 valeur générale. Ils suffiront, cependant, & mettre en évidence la
complexité et la diversité des modes de composition des perméabilités, et nous espé-
rons qu'il s'en dégagera quelque chose comme une philosophie de 1'hydrodynamique des
milieux poreux. Dans le chapitre suivaﬁt‘ nous essayerons, gréce & une méthode d'ap-
proximation due & SCHWYDLER, d'établir des résultats plus généraux. Nous traiterons

successivement les exemples suivants o

= Milieu & Isobares planes,
= Milieu & perméabilité intrinsdque constante
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= Milieu & stratification horizontale
= Milieu stratifié composite
~ Milien & stratification faiblement ondulde.

a/ Milieu & Isobares planes

Proposons=nous de déterminer une fonction kj‘j(x) telle que les équations de Darcy
admettent n solutions Bl(x/l) voo pn(xn), la pression p;, ne dépendant que de la
coordonnée x. De telles solutions déerivent des écoulements uniformes au niveau ma-

croscopique (les surfaces isobares sont déja des plans an niveau mieroscopique). Nous
d . b (x]) =1
E(p“i> = E[ dxt ¢ J

4Alors Blj est le tenseur diagonal p! i éi 50 et son inverse A" j également dia-
gonal, est

supposerons de plus

Les perméabilités intrinsdques 4) d'aprés (30), doivent verif’:.er le systéme

A :Q-Q-f A @%__+ = 0

]
Pa

on obtient une solution trlv:l.ale en prenant pour 4) J une fonction quelcongue indé-

pendante des varisbles - et x”j A trois dimensions, par exemple .

ez Vi) V()

q) = Q 3(2) ﬂz(zx) Oll(x)
V,(¥) Vi@ My

Avec Det B = p",_L p”z p"3, on obtient pour kij

P"g Pn3 By p"3 VB paz 92 \

p'ﬂ
pﬂd. p"3 '
k= P's 73 o'p o p'{h
p'a ?'s
Pug ‘72 an_ .’v’l '0"3 K3
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Compte temu de E(p"i) =/, 1la relation (32) domne les perméabilités macroscopiques

sous la forme

EE“Z p”3 F".l] E[Pu3 -‘?3] E(P”sz)

£ = E(p"3—03) E(p') '3 Ky) E(p“,;?l)
B(p7, V) B(p, Y)) B(pY) B, Hy)
Posons ?,l(x) =4 7\2(y) = ceoo o On voit que, pour une perméabilité ré-

9
v, (x)
gionalisée de la forme ¢

M () 1,(y,2) gg(z) &,(v)
kK = gs(Z) a(y) £5(x2) g ()
&,(y) g (x) y(z) £5(xy)

on obtient °

§ 22 - g(il?) 8> = B(x>) £ = B(1)
{ Q4 _ E(£,)
2 E(%)
(a7) - 3 P
| B(5—)
5 _ 25
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La direction de 1'axe des x est perpendiculaire aux "Strates ® 771(::) = Gte.
La composante M(x) se couple donc selon le mode Yen série ¥ dahs 1z genése de Kll.,
Cette méme direction de 1l'axe des x, au contraire, est paralldle aux stre tes
i;l(y,z) = Ctez, et la composante f.}l se couple selon le mode "en paralldle ™.

On voit aussi, trés clairement, sur les formules (47) que, selon l'importance re-

lative des fluctuations de f/.I. et de 7}1, on peut obtenir pour Kl 1 1’importe quelle
valeur comprise entre E(k:ll) et 2 e Il n'y a pas de raison particulidre pour que
E

AL

k
Kl 1 coincide exactement avec la moyenne géométrique des kll,

On remarquera que 7&(::) et f/l(y,, z) sont nécessairement indépendantes. Supposons
3 .
les lognormales, de paramdtres (YM o 7\) et (v £ sz). On a

dzf
E(f/_‘_) =Y¢ exp( + Tg)

S
{
%
Diod 2 2
Koy, y, exp(fg )
Autrement dit

2 2
log K = E(log k) +%(c ¢ =0 5)

2 2 .
C'est seulement pour 0 f = 03, c' est-a~dire lorsque les deux composantes flL

et 7\1 ont méme variabilité relative, que la rdgle de la moyenne géométrique s'applique
rigoureusement.

b/ Milieu 3 perméabilités intrinsdques constantes.

Nous allons maintenant examiner un cas particulier qui présente un certain intérét

géométrique : le cas d'un milieu 3 perméabilitds intrinsdques constantes. Le tenseur des
perméabilités est ici de la forme . .

T A

s = & o 2

Det A
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ol Aj'zs est 1l'inverse du tenseur gradient aléatoire et stationnaire BAi,, et ol les

(PP’A sont des qonstantes. Effectuant une transformation lindaire sur et A, on

A (-

ol les perméabilités intrinsdques sont 3 la fois constantes et isotropes. Naturelle- -

A . .
peut se ramener au cas Ci) = 5) en axes orthonormées), c'est-3-dire au cas

ment, dans ce cas, on ne peut plus supposer, en général, E(B}“i) = Gbi

Scit done
i

A M
(48) kij = m_Am_m_&m gl&‘e
Det A

l'expression de notre perméabilité.

Les n solutions privilégides, indexées par 1'indice =r, sont -

T r
fb p = B = 'a E
J J J
(49) ORI A
i_.ij - - e
¢ =k rajp_ Wﬁ*’f" Fet L
iz Elles figurent dans la ligne r et la colonne r des matrices B* j et
A
§at°1 respectivement. Supposons les axes orthonormés, de maniére & pouvoir confondre

i At
AT of A r ¢ Les vecteurs colonne de la matrice 5;%-%,, qui figurent le flux des so-

lutions privilégides, regoivent des interprétations remarquables en géométrie vecto=
rielle élémentaire, d'ailleurs assez différentes selon que l'espace est & deux ou

trois dimensions.

i
A
Cas de deux dimensions Comme 53%% est le mineur de Bri, on a, dans le cas ol
n=2 .
4. 1
f()/.l. & az g
B =
2 2
e 92 g
fa 52 - g'l
Ao 2 2
Det A 2 5) A
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Lorsque la pression est gfl s le flux, qui a pour composantes (.., ’52 52""9/1 52)

est donc le vecteur déduit de grad 52 2 Gte
par une rotation de 90°, Clest wn vec= & =

teur tangent & la courbe 52 = Cte,, et

numériquement égal & grad £ - A te
Autrement dit, quand les cour— g=C"=r

bes E/l = Gte sont des isobares, les

te

lignes 52 =C sont des lignes de

courant, et réciproquement

Les perméabilités Xk J(x), selon (48), slexplicitent comme suit o

2
B e+ ey =Gy £%0, £+ £, £
kij = A Z 2
= A, 2 2
O £ 0, =D £, ¢ By £ £ ) @ g)? + Dy )

Pour évaluer les perméabilités macroscopiques K9 » posons .

E(Bij) = E('a:.j ) = v,

3
Soient A i
~ b
BB) =] 7% 2
b2 v2,
2 A
=N b.2 ‘”52 : i
E(B)™ = A .2 A L2
2 A b, b, = b5 b
-5 L av2 2 Pg
: b2 _b/12
B{mr) = 2
Det &/ © 2 a
- b b
a 4
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A -1
La formule K = E(=—m=) |E(B) dome ainsi .
Det A

i N (2% + (65)? - (8 b5 + B B3 )
Y A 2 242 432 0242
by by = by By (bb+/lb\ (‘b) + {b3)

Ces expressmns se déduisent de celles de kiJ an remplagan‘b ghaque terme
quadratique ? EJ Qﬁ g par le produit bj bk des espérances mathématiques corres~
pondantes. Il n“apparaﬁt pas de régle smp‘le de poniera tion permettant de déduire les
K:"‘-J des kia.

Par contre, on déduit immédiatement de (48)

Det k¥ = Det X

Le déterminant des perméabilités microseopigues reste ici constant et égal au

déterminant des perméabilités macroscopiques. Cette circonstance, déja s:.gnalee au para-
graphe I1, e, apparait comme un peu sxtificielle, et limite 1'intérét de ce schéma.

Cas de 3 dimensions Ai 9, T

Pour interpréter le minewr ———v du terme B'y = ser=» 1o plus simple est
our Luerp Det A * a0 F P

d'écrire explicitement les composantes de ses vesteurs colomnes. Pour r =/l,on obtient

les composantes

& 2 2
werr=% £ G- %

2
A
T4 2, 3 3 2
“Tet &~ “‘935341.&‘03&9&5
A3

A 2 3 3 2
S Qe he Qe

On reconnsit le preduit vestoriel grad 52 /\ grad 53 o Un caleul analogue comduit
aux résultats correspondants pour les deux autres colonnes. Finalement, les trois veg-
teurs colonnes sont '

4

2 3
Pet % gred g” A grad g

_ 3 1

(50) e = grad g A erad g
A A 2
s grad g~ /\ grad 3

Ainsi,lorsque 1a pression est Ep le flux est - gra.nd 52 /\grad 53. Ce vecteur
flux, orthogonal & grad ,52 comme & grad 539 est tangent & la ligne d'intersection des
surfaces g = G’te et 5 =-Cte, Anirement dit, lorsque les isobares sont les surfaces -
51 = ¢Ye,1es lignes de.courant sont les intersections des familles de surfaces g =0cte

et §3 ='0%e,0n a naturellement,des résultats analogues lorsque les isobares sont les




surfaces 52 =¢*  ou 53 =%, 28,~
On notera que les formules (50) permettent de vérifier, de fagon &lémentaire

pour n =3, la formule () (ﬂ ) =0 établie dans 1'Anmexe A pour un nombre quel-

conque de dimensions.

Les perméabilités macroscopiques K-Y sont données par &

K = Blgr) [E(B)}-l
I1 est inutile d’expliciter les calculs.Mais on peut voir trds facilement gue
chague K1J se déduit au ictd correspondant en remplagant dans son expressmn dévelop—
pée chague terme fbr § Dpar sa valeur probable E@r 5/5) o o
k=Pl pA) =3 k=T B4 £A):
exactement comme dans le cas de deux dimensions. Il n'apparait done pas de régle de
pondération simple pour les différentes composantes. Globalement,cependant, on a

Det k¥ = Det B

Par suite, d'aprés (51), on a aussi
Det K = Det (_E(st
Or on peut vérifier (voir Amnexe B) que le caractere stationnaire de B

Det [E(B):l = E E)et B] ,

On conclut finalement, conformément & (34) ¢

entraine

Det K = E(Det k)

Relation entre les écarts E(kis) = K et les covariances Cov( gt kQ’A}

Changeant les notations, adoptons maintenant pour klj une représentation

canonique . i 3
A A

j = m—-‘@,___li,
Det A

les Aij étant 1'inverse d'un tenseur gradient B ) de moyenne unité
0
E(B }5) = 59;5
En contre partie, les perméabilités intrins®ques ne sont plus isotroi:es.

6A

Elles sont représentées par une matrice quelconque C%°, symétrique et constante.

Nous poserons

7
Bl/'sf: 5% +8,D4 7\.@
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et, conformément & la méthode d’approximation déji utilisée au paragraphe (II,f) ’
nous nous contenterons de développements limités poussés au deuxidme ordre en £. La
formile (45), établie ci-dessus, nous domne 1'éeart E(KMJ) - £, Pour abréger les
écritures, nous introduirons le tenseur d'ordre 4

ij 10 .3
= J
T zb = E[ﬁz A A A K
n° (n+1)>
symétrique & la fois en ,Eb et en ij (2 n dimensions, il possdde m—u%—— COMpPO=

santes distinctes, soit 36 sin =3, et 9 pour n=2). la formule (45) s'éecrit
alors

(52) Btd) o i 2 2 odA Tjéi

Or la covariance des composantes kij et X du tenseur des perméabilités
(en un méme point x) peut aussi, au deuxilme ordre, s'exprimer 3 partir des tenseurs

ctd et Té‘i La marche 3 suivre consiste 3 développer 1'expression

xp & £, 8 oUb gt
(Det 4)°

au deuxidme ordre en & et & en premdre la valeur probable.

Les calculs sont un peu longs, mais sans difficultés particulidres. Ils
conduisent au résultat suivant ©

= &2 ol ¢ g _ oid gt gou | (ij orn g
uv tu Iu

é Cov(i*d ™) = Bt ™) - B B
2 ih ju 03 in
(53) § c cmmbu - o T
+ ¢ Tt e + cbb g ng + oid cub Tji:

P Y g

ﬁ; c1"n Tim

+ oA ¢or ijN& ot T,(’;t+c 0

Ainsi, daens le cas général, il y a bien une relation entre les écarts
B(k*) = K et les covariances, en ce sens qu'ils sont tous deux en &> et me depen—

dent que des temseurs 013 et pid » mais cette relation est assez difficile 3 expli-
1 r3
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citer. A trois dimensions, on a d'un coté 6 composantes E(i)- g3 e

36 c:ov(kij ™), de 1'autre 6 et 36 Ti‘%,sans compter & qui reste indéterminé.
On ne peut donc pas, dans le cas général, exprimer facilement les écarts en fonection,
des seules covariances. Physiquement, on doit remarquer que les écarts sont en 32 crT

et les covariances en 32 02 T.

Nous obtiendrons, par d'autres moyens, au chapitre II, l'expression des '1‘;:3

A -
¢/ Milieu & stratification horizontale

Prenant l'axe des Z, comme axe vertical, donnons nous un milieu ol la per-
méabilité k™9 (xa) ne dépend que de la seule variable x'ig Pour obtenir la décomposi-
tion canonique de kla,, cherchons un tenseur conservatif C et un tenseur gradient B

\

de la forme

B, () 0 0
B= B?j,l (z,) q 0
334(:51) 0 a

La relation
kBT ;= i

s'explicite comme suit ©

11 11 .2 | .12 1 .3 . .13
/k f‘“d K B2, 4k K B,k
21 A 21 .2 .20 21 3 | .23
¥l ¥ B2 vk Ll RS

Sl A P32 2 S, i
-

. A
Les composantes de C ne dépeniant que de xd} (ai T se réduit & }ac/l
X
Le tenseur C sera conservatif si les éléments de ls premidre ligne sont des constan=
tes. Prenant
1 2
1 .2 12 11

3
K™ By +k" = k- B, . . g



on obtient la solution suivante &

0
0
A
0
23 12 13
= 11
K
_2
N
L

316.‘

Chacune des trois solutions privilégiées est caractérisée par un gradient

de pression, qui apparaft dans une ligne de B, et un flux, qui apparatt (au signe prés)

dans la colonne correspondante de G. La premi®re solution est caractérisée par des

isobares planes, perpendiculaires & l'axe des éﬂ' .

sentent des écoulements paralldles au plan des strates.

Les deux autres solutions pré-

-],
Pour obtenir la perméabilité macroscopique comstante K = E(C) [E(Bﬁ
on doit résoudre le systéme

K E(B)

= E(¢)
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On obtient sans difficulté

o R Y.
(7 )
E(kﬂ..?)
(55) O
B(~Z5-)
i
1
43 _ s
A
2
k
22 _ E[kaz _ ) . [E( kiﬁi'
K B
g
B 2
2 E(Jﬁmm
(56) 5 g kzs_aggi_?_ . t —
=0
k
112 k'
e EE‘?)’ kl2rk13-]+ 8= B ku..)
o s )
kll

Lorsque les termes rectangulaires sont nuls, on retrouve la régle de pondé-
ration harmonique pour KTlg arithmétique pour fz et K23. Dans le cas général,
la pondération harmonique s'applique encore & kll. Mais k22 et K33 sont pertur-
bés. Pour voir dans quel sens est susceptible de jouer cetie perturbation, on remar-

que que l'on g - k12 2 -—-Zklz 4
[E( 1T )] E\ =g | Bl
K22 - E(k22) - k k k
ViR
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12 1
Posant X = wemem et ¥ = —=— , le numérateur est de la forme ¢
k11 l/kll

Ea(n)]z - B(2) K(P) = _nz[myx A mxx_] - (& c;-a';)

Il est toujours négatif. Ainsi, les termes rectangulaires, dont 1l'effet est
d’onduler les lignes de courant (1e flux des solutions privilégides ne possdde une
direction constante que si ces termes sont nuls) entrainent toujours une diminution

des perméabilités horizontales.

Lorsque les composantes rectangulaires sont indépendantes des composantes
diagonales, les formules se simplifient comme suit &

2 = g(?) - (ﬁl—) p?(x12)

3 B(P0) - E(-T-) p2(i1?)

£’ = 5() - ( )Cov(k 1)

-
§
S
|

La chute de K?Z et K;S est ainsi mise en évidence.

d/ Milien stratifié complexe

Le schéms suivant domne une image simplifide de certaines séries sédimentai-

res . Des strates horizontales, d'épaisseurs x

variables, séparées.par des joints peu épais,
sgont constituées par wn empilement de feuilw-

lets primaires obliques, paralldles entre eux
dans une mé@me strate, mais de directions dif-




(57)

34.-

férentes dans les différentes strates. Les feuillefs ont des perméabilités isotropes,
constantes dans le plan de chaque feuillet mais wariables dans la direction perpendi-~
culaire aux feuillets (stratifiecation primaire)o On suppose que cette perméabilité
k(X) (axe 0 X perpendiculaire aux feuillets) est stationnaire et possdéde les mé-
mes caractéristiques dans les différentes strates. Les joints ont tous la méme per—
méabilité isotrope e. Enfin les puissances des strates et des joints sont proportion=
nelles ¥ p et ql p+q =4 ).

La composition des perméabilités doit iei se faire en deux étapes. On doit
d'abord calculer les perméabilités kij dans une strate de puissance infinie, carac-
térisée par la direction de ses feuillets primaires, ensuite pondérer ces k:ij(x) en=
tre les différentes strates.

Dans une strate, les perméabilités principales sont
A = B(k)

dans les deux directions T et y' du plan du fewillet, et

b= A &
B )

dans la direction oci perpendiculaire aux feuillets. On a donc o
1 =u o ol =ﬂ=7\,($i[bj + A Ylyj

Comme o a¥ + ﬁlﬁa + Yl YJ = g (= Gij en axes orthonormés)
il vient
Y o= a g e (A ep) ot o

Désignons par @ le pendage des feuillets {0 ;_{.9 < %E) et par Ci) la direc=-
tion de plus grande pente vers le bas (0K ¢é 2 m), soit :

o:}l-: eos@
0‘22 sime cos(P

= sin& sin ¢

P T W N
LS
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Les relations (57) s'explicitent comme suit &

11

=A== (A =p) eos29

K22 = - (A =p) sin® 6 cos® P

2 = h= (& =p) sin® O sin® ¢

5 kR==(X=p) sin 0 cos O cos ¢

K = - (A = p) sin® O sin g cos y

kBIa-(Xmu) sin O cos § sin ¢

~~~

Un point quelconque posséde la probabilité p de tomber dans une sirate, et
q de tomber dans un jointa Dans le premier cas, kl"j(x) est donnée par le systéme

précédent, © et d) étant aléatoires. Dans le deuxiéme cas, on a simplement .

( e P
? S BN R

La pondération entre strates se fait selon les formuies {55) et (56) et

conduit aux expressions suivantes des perméabilités macroscopiques .

Kll - 4
q
p E 4 =
[}\ (A =pt) cos® 9] &

R (A=p) 8in & cos & cosy
| 7\-(7&[1)@@526

9

e

K‘13 = - Kll p E (7‘@’#) Sin.,e @og €siny
A= (A =p) cos” &

P S WV LN Wl S W Y Wl W
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K22=q8+?»p—-(?\,-p.)pE(sin2€ cosztp) - -

(a2 sin® © cosae c;os2q> 2 11, (A1) in @ cos © cos @
+ p =

-=(?\ p.) ccnsz é A= (?\-p) eo:s2 e

_pE

LN - 2

K33=qe,+;\p = (A= p) pE(sinze 2in? 9)
(;'f\up)z sin 8 cos2e sinzgg + pz 2ls {7=tt) 5in® cos@ sin g H
x-(x—p)cose =(w)cos ®

-

wa

o

(?»-11.)2 9in6 cos8 sing eosxp_l
A= (A =p) cos® ©

£ = - (A = pu) E(sin26 sin ¢ cos y) =p E

+p2(‘?\. p)ZKll E siné cos Ssmap p(.Sin 0 cos 6 cos gy
R =(t} cos? & A =(A~1) cos ©

Ces formules, assez complexes, mette;rb en premier lieu en évidence le rSle des
joints. On peut supposer q et € petits (joints minces et peu perméables), négliger
g & et prendre p =A. Par contre, le rapport 1 intervient de manidre primordialie.
Si % est grand (joints pratiquement étanches), K%, ©2 et ¥ s'amulent. Cela
signifie que l'écoulement se fait toujours paralidlement & la stratification. Par contre,

A ) o les composantes conte-
~(2=) cos®e
nant 1'indice 4 ne sont pas mulles -et 1'écoulement peut recouper les strates.

si 9» n'est pas trés grand vis-d-vis de E(

On peut, d'autre part, pour simplifier les formules, supposer que le pendage 8
et la direction ¢des couches sont indépendantes, et choisir l'axe des x2 paralléle
3 1a direction moyerme des couches E(s:.mp) = 0. Supposant de plus la distribution des ¢
symétrique autour de sa valeur eentrale, nous pouvons anmuler les espérances de tous

les termes impairs en ¢ o

E(sin y) = E(sin ¢ cos ¢) =0

On obtient, avec ces hypothdses, la simplification @

= ¥ -
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Poutefois K]' 2 n'est pas mulle, de sorte que la direction verticale (1‘axe des xl)
n'est pas direction principale, sauf si E(cos ¢) = 0 (distribution-isotrope des direc—
tions) ou si 3 est trés grando En particulier, lorsque le gradient des pressions est
orienté suivant 1%axe des x (direetlon moyenne des f’eun.lle-!:s)9 le courant n'est pas
horizontal, mais tend (plus ou moins selon que % est petit ou grand) 3 se rapprocher

de la ligne moyenne de plus grande pente des feuillets. Au contraire, pour un gradient
orienté selon 13 c'est~a~dire selon l'horizontale des feuillets, 1'écoulement est pa-
ralldle & l'axe des 1.3

Avec ces simplifications (mais en conserwant le terme % ), nos formules s'écri-

vent

Kll:E( : 2 \+&

Ae=(Apt) cos® @ / &

Kl2 - . (?"‘1’") Kll E(cos “P) E gin © GO? &
A=(h~1) cos” &

& -0

2 2
E{cosy)

71 + xll(:w)z E gin 9 cos 9

k2 = AmA(A=4t) E(ccsaxp) B 5
A={A=1)c0s“ : A=(A=4t )cos“E,

1

B0 = % = Map) E(sing) E 5
A =(A=4t)cos"6

1{23=0

L4

Comparons les perméabilités horizontales. On a
- 2

K22 _ %3 . a(a) E 1 5 E(cosPp= sinfp)s Kil(rp)2 |g Sin 8 cos 0 E(cosy)
A-(A=p1)cos“6 A=At )c0S20

Le signe de cette différence dépend des cas de figures : le plus souvent, cepen-
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(58)

(59)

380=

dant, les directions ¢ se grouperont autour de leur valeur centrale p =0, et

on aura E(eos P - sin° ¢) >> 0. D'autre part (méme si 9- n'est pas trés grand) le

]

terme en Kll(x-u)z sera le plus souvent assez faible, On aura donc généralement o
2 <

La_perméghilité sera meilleure selon la direction horizontale moyenne des feuil-

lets_, moins bonne selon la direction de leur plus grande pente . le courant circule

mieux en suivant les feuillets qu'en les recoupant.

Milieu & stratification 1égdrement ondulde

Pour obtenir une représentation des milieux 3 stratification ondulée permettant
le calcul effectif des solutions, nous utiliserons une méthode de portée assez géné=
rale, qui consiste 3 effectuer un changement de coordomnées & partir d'un cas de figu~
re dont la solution est déji connue, dans le cas présent, & partir du milieu & strati-
fication horizontale.

Supposons qu'en coordomdes X+ on connaisse une perméabilité XiJ(X) et sa
décomposition canonique |
Aﬁ A3 (beA
Det A

i %

A
ot A A= est 1l'inverse du gradient B, = Ia

qag,b i ’Oxﬁ

dient B est supposé stationnaire dans 1'espace des Xl Soit maintenant xl un noue

en coordonnées X. Ce gra-

veau systéme de coordomnées et
- - ’Bxi cr.i - ’3 xi
jg" 3 Mgl J Oxd

les matrices de passages (exprimées en fonction des xl). Le produit contracté

i O Qe _ i
&’ /5 1 %}Eg?n(bxj 053 =y

est un gradient dans l'espace des x. Son inverse est manifestement oclA AAjo Posant -

done

Det o¢ Det A
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nous obtenons la décomposition canonique d'une nouvelle perméabilité k+9(x) de
l'espace des x. Mais, d'aprds (58), on met cette décomposition sous la forme :

:1. 0"iu “jv uv
(60) k= X
Det «

On obtient ainsi une pseudo décomposition canonique, ol les perméabilités in-
trinsdques (' sont remplacées par l'expression x*° [X(x)] obtenue en substi-
tuant X(x) dans la perméabilité ¥ '(X) de 1'espace des X. Comme x°V(X) est
stationnaire dans 1'espace des X, xuvﬁt(xn est indépendant de x et du gradient
/{,i j = @j Xi,, de sorte que le passage aux espérances mathématiques est facile,

En premier lieu, on a &
ij a'lu wjv uv
(61) Ek’) =E B(x )

Det o

En deuxiéme lieu, la perméabilité macroscopique constante est °

5 ¢; i
A _ g | Zn AU:?,d) =E(oc‘1u EAZ Q@j

Det o« Det A Det Det A

Or, dans 1l'espace des X, la perméabilité macroscopique constante était justement

u 4]
A
E QTE%’%’“ » conformément aux formules générales, et d'autre part, d'aprds (27),

on a toujours . i
“a -

E( &
u

Det o
o2 4

\Det A

Par suite, nous avons ¢

(62) - gt

et cette relation signifie que la perméabilité macroscopique de l'espace des x

a_des composantes mmériquement égales 3 celle de 1'espace.des X [il serait incor~
rect, dfailleurs, d“interpréter. ce résultat en disant que la transformation (60)

laisse invariant le tenseur des perméabilitée macroscopiques. Elle laisse invarian~
tes les valeurs de ces composantes. Les mémes composantes K J ne représentent pas
du tout le méme &tre géométrique selon qu'on les considdre comme composantes d'un

tenseur rapporté aux coordonnées Xt ou =xV J



(64)
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Pour représenter un milieu 3 stratification 1égdrement ondulée, nous prendrons
une perméabilité xij(l%l’) ne dépendant que de la seule variable Xl et représen~
tant, dans l'espace des X, un milieu & stratification horizontale. Nous lui ferons
ensuite subir la transformation (60),, en supposant le gradient /5 de la forme °©

i Q% ° i
L= mg = vyre YR

et nous nous contenterons d'un développement limité au 2&me ordre en e.

D'aprés (62), les perméabilités macroscopiques conservent les mémes compo-

santes. Il suffit done de reprendre 1’expression obtenue au paragraphe (III,,c)o I1
vient ainsi :

Kll yal
= e
X
‘12
= X
()
. X
% ;00_09000000(512)2
‘ 2 B
2.2 62 [, L
11 E( /L )
B X il
x 13
i2
3 '33 12 13| Bl B)
KZ =8 |y = 7 + yil
X jof (I
- X,ll

Calculons maintenant E(ki‘j),, en utilisant le développement (44). On obtient

par une transposition immédiate &

B6H) = 26) + 2 B0 224, 29) 2

La matrice E(kij) - E(xij) est définie positive. Cela signifie que 1'éeart

E(kij) - K3 est toujours plus grand en stratification ondulée qu'en stratification |
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horizontale. Cette détérioration due 3 1'ondulstion est mesurée par 1'écart E(ki;j e E(xij:
4

gque 1l'on peut éerire, en négligeant les termes en & .

(65) 5(69) - 5630) = & n(f) 2ig, 21) 5(c™) = & 1 nubH)

Calcul explicite
Sous la forme (63), cependant, ces résultats ne sont pas directement utilisa-

bles, puisque 1l'0on conmnait expérimentalement les lcj':j et non les xij.

I1 est cependant possible de calculer une expression du type E [F(xijﬂde
1a manidre suivante. On partira de F(k 'j),, on substituers 3 1 son développement en
fonction de & et des xij » Oon developpera F(k J) en fonction de & et on passera aux.

espérances. On obtient ainsi une expression de la forme
E [F(kla)] E (_F(xij)] + &8 a(xd)

En négligeant les termes d'ordre supérieur 3 2, e e(x J) peut &tre remplacé

o

par 2 G(kij)p comme nous l'avons fait dans le passage de (64) & (65), et on obtient
E Lff(xij):l = E LF(kij)l - &2 g(x)

Cette méthode permet le calcul explicite des différents termes des formules

(63). Soit, par exemple, & calculer E(=T-=) en fonction des kb9,

Le développement (43) domne ¢
u
g1, SE_(M, B, A -2 P, 7‘% . 32[2 AL lib,a 0, ]

.

En inversant, on obtient .

Ad
a1 4 u 1 2,2 1 ua X Ay £
= |t - o “%’QH”(@%‘%*@%" )



Passant aux espérances mathématiques, il vient

E(T;i) = E(m-i) +8 H ;ﬁ% -4 E(%%? i

X

NN N
Nt A
+4 Ef iy }TM’ E{_Kﬁ(x ) ) s

Par suite, en négligeant toujours les termes d'ordre supérieur 3 2 ©

Al
Ay _ /2N 2044 ) quv K-\ Au
E? = B -& |B T _ =4E —

(66) . 8
A
o) _E&%ﬁ’;) % ]

Les calculs sont assez longs, et ne présentent pas dlintéré&t particulier
par eux-mémes. Pour les simplifier, nous supposerons que les tenseurs y et k sont
presque diagonsux, en ce sens que leurs composantes rectangulaires xij et k;j(i #3)
sont des infiniment petits de l'ordre de . Dans ces conditions, la formule (66) se sim-
plifie, puisque 1l'on peut négliger les composantes diagonales qui apparaissent en fac-
teur de eg. I1 reste alors .

) - ofem) - e e } )

22 3
2l _J¥ 10
ki k
En inversant, on obtient finalement 1a composante macroscopique ﬁ;l sous
1la forme .
e A+ 4B 43Th
( } 22 k}B
I
! 2 Vg a2 e ek

3 - y 23
B o] e
"FT) (1:113
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Gréce & 1'hypothdse que les perméabilités sont presque diagonales, le calcul
des autres eomposantes est beaucoup plus rapide. En effet, tout terme ol figure une com=
posante j (1 # 3) peut se calculer en substituant d:.reetement wd g w1, Doautre
part, la formule (65) donne o

s6) = Bt - 2 ) et

»

Les formules (63) se transposent alors immédiatement ©

={5)

EE%T

2 -

B i g I L T Ve W N P W N
=
i~

Eg ‘12) Eg 13}

Les perméabilités K22 et K3 3 se trouvent diminudes du fait de 1'ondula-
tion, dans une mesure qui dépend étroitement du tenseur

w) = B9t Dad)

Or les composa.ntes Te s ont une signification physique évidente. En effet, g
la composante & ?» Xl‘l = x représente la fleche, c'est-&-~dire 1'écart vert:Lcal ene



tre un point d'une strate donnée et le plan horizontal moyen de cette strate.

Ainsi Tﬁ représente la valeur quadratique moyenne du gradient de la fld-
che, c'est~a~dire, en termes plus vagues, 1l'intensité moyemne de 1'ondulation. Les come
posantes 7»2 et ?\.3 sont plus difficiles & interpréter. Les ammuler serait cependant
artificiel. Si, en effet, les composantes T?_‘g‘ et ng sont nulles, les formules (68)
montrent qu'il ne se produit aucune diminution des perméabilités horizontales K2 2 et K33
ce qui est physiquement peu plausible. De fait, par la manidre méme dont le schéma a
été construit, les solutions privilégides de 1'déeoulement présentent les caractéristi-

ques suivantes ¢

Isobares Lignes de courant
ldre solution surface Xl = ¢ Intersection des surfaces X2 = Gte,, X = gte
28me 0y x2 = ote ) ) o 0= Gte, xl = gte
Zame ® - x3 = gte o o ) h:¢ - ctep X2 = gte

(ou du moins, il en serait strictement ainsi si 'xi‘j était rigoureusement diagonal).
Si ?\,2 et 7\,3 sont nulles, les surfaces X2 = gte ot X3 = gbe sont les plans £ = gte
et 23 = 0%, Dans la premigre solution, le flux resterait uniforme, bien que les iso-

bares soient ondulées. Dans les deux autres, les isobares seraient planes, et le courant

o

suivrait strictement la stratification

A A
/— ——
/- P gt

lére solution 2&me solution

Or, physiquement, il est & peu prés obligatoire que les lignes de courant
soient ondulées, pour ls premidre solution, et les isobares 1égerement déformées, dans
les deux autres. Ce sont les composantes 7\2 et 7\3 qui représentent les déformations
des isobares ou des lignes de courant. Une assez large indétermination préside & leur
choix, correspondant & un large éventail de solutions plus ou moins plausibles physique=

ment.
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Pour dégager au moins un ordre de grandeur, nous allons faire une hypothdse
simplificatrice. En premier lieu, nous supposerons le tenseur 'xla isotrope ¢

ij

K = y(x) g

En deuxiéme lieu, nous supposerons — par analogie avec des résultats que
nous étgblirons au chapitre IV et dans 1l'annexe E = que le tenseur Tz'g est de la for=

[]

me .

ij _ A I i oj i ij
T _.,ﬁ(mp)(a’z b + 84 8%) + g5 (h+6y) g TN
autrement dit, ne dépend que de deux constantes A et . En particulier

2
mﬁﬂ@%}%mm% (n+ )

0 £
it Ot 1L a4
Typ = T35 = B (7;)";§) =E (a:g*) = Tg(7~+ 611)

Ainsi A et p ne dépendent que de la géoméirie des surfaces de stratifi-
cations et sont accessibles expérimentalement. Les ondulations sont supposées isotropes
en moyenne dans le plan horizontal: 1la valeur moyenne du carré de la pente des strates,

mesurée le long d'une coupe de direction quelconque, est 82 il 52 T;‘% « Le terme Tﬁ,,

22
qui n'a aucune raison de coincider avec les précédents, est la valeur quadratique moyen-

ne du gradient vertical de la fldche des strates. Posons -
_oall 2 1

11 _ 11 _ 1
W=T2=T5"15

y s (A+6 )

NN S,

Portons ces expressions des T@;‘i dans (67) et (68), en tenant compte du
fait que kll = k22 = k3 2 au premier ordre au moins en €. On obtient, par des calculs

faciles qu'il n'est pas utile d’expliciter ©
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g - i [ﬂ. + IZS’ 32(?»-&;.127 =

1+ &32('1‘v =T \)

E(;ﬁ) \H v

(69) 22 =K° = E(k'l)l_ -e:(T +2 1 "‘]»E(k‘g)[ - 2(‘1‘ +2THJ

2. % K31=o

Ces formules, ok ne figurent que des quantités accessibles expérimentalement,
devront faire l'objet d'une vérification expérimentale.

IV.~ METHODE D'APPROXIMATION DE SCHWYDLER

1a néthode proposée par SCEWIDLER(Y), qui se limite d'aillenre au cas ob
les perméabilités régionalisées sont isotropes, consiste & poser

k= k°+e;

avec ko = BE(k), 2 considérer le terme varisble e, d'espérance nulle, comme trds
petit et & chercher un développement limité en & des solutions de 1l%équation de Darcy.
En fait SCHWIDLER s'est surtout intéressé aux probl®mes d'estimation et de fluctuation
que nous n'abordons pas dans cette étude (il s’agit par exemple, pour lui, connaissant
les perméabilités mesurdes le long d'un puits, d'estimer le débit futur et d'assortir
cette estimation d'une fourchette d'erreur. Les idées et le formalisme mis en osuvre
rappellent étroitement la théorie des variables régionalisées). Nous nous proposons
d'appliquer la méme méthode au probléme de la composition des perméabilités, c'est-3-dire
du passage des perméabilités régionalisées ld(x) aux perméabilités macroscopigues
constantes Kij probléme qui constitue 1'objet propre de cette étude. Nous aboutirons
3 des résultats comparables 2 ceux gue nous avons obtenus au chapitre III, notamment

au paragraphe b, en effectuant des développements limités de nature assez semblable,
mais 2 partir d'hypothdses précises sur la structure des perméabilités. En ce sens, on’

-I--!----—gm:——mmm(&m—--:_-m-mwmm aCmE wR OO O G0 oo we o

(1) Voir références dans l'article de M, DUPUY, cité plus haut.
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peut dire que la méthode de SCHWYDLER possde une plus grande généralité. Elle ne
permettrait cependant pas d'dborder un probléme tel que celui que nous avons traité
au paragraphe IIT, £, ol les variations de perméabilité perpendiculairement aux stra-
tes ne peuvent absolument plus &tre considérées comme infiniment petites.

Par ailleurs, nous nous affranchirons de la limitation que SCHWYDLER s'est
imposé en ne considérant que des perméabilités isotropes. La partie constante des
perméabilités peut, & dire vrai, 8tre supposée isotrope sans nuire 3 la généralité,
puisque l'on peut toujours se ramener & ce cas moyennant une transformation linéaire
des coordonnées. Par contre la partie variable doit, impérativement, &tre figurée sous
forme tensorielle. Nous poserons .

ki'j(x) = k gij + e Yij(x)

avec k = ot et E(Yij) = 0,

a/ Equations générales

(71)

Nous nous proposons de chercher des développements en & du flux qi et

du gradient Y 3 p, de la forme .

i i i 2 i
q q0+ Sq_i + e q2+ooo

2
g ’bjp—,()jpo-s-s ﬂjpﬂ. + € Q)jp2+...

et vérifiant les équations de Darcy. La premidre équation

) n
conduit, compte tenu de (70),, et en identifiant les termes en € , aux expressions -

suivantes des coefficients du développement du flux : (les axes sont supposés ortho-
i
= 6 J‘)o

normés de sorte que gl“-J = 8
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I1 reste ensuite & exprimer 1'équation de conservation 'ai qi = 0, qui doit
étre vérifide par chacuhi des coefficients du développement de qi‘ 3

i
fbiqnmo

Dol 1l'équation générale ¢
(72) k, Ao, +7, [Yij 0, pn_ﬂ =0
ol A est le Laplacien. La premidre dguation
k.o A P, = 0

est vérifide trivialement avec P, = 'CDS %, clest-d-dire avee un gradient cons~
tant

(73) 9 », =

&l

Physiquement, nous sommes certains que (73) est la borme solution, car,
pour & = 0, la solution macrosecopiquement uniforme que nous cherchons & détermi-

ner doit se réduire & une sclution déjd uniforme au niveau m,acroscopique.
La deuxi®me équation s'erit o
i _ 5.
(74) koApzl + ‘m'j@iy = 0

C’est une équation de Poisson. Elle admet la solution :
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(75) Py 4:::1;: (1 ’() );—: ey ﬂ:.%*\’lj)

I1 n'est d’ailleurs pas évident que le produit de convolution, écrit symboli-
quement en (75), soit réellement définissable, méme au sens de la théorie des distri-
butions. Nous ne discuterons pas ce point de rigueur, ce qui revient & dire que nous
adoptons une démerche purement heuristique. Dérivant (75), nous obtenons le gradient
/aj py du premier terme correctif .

(76) By =2 (0 - M
[o)

Ce premier terme correctif dépend linéairement des Yiil‘ Son espérance ma=

thématique, ainsi que celle du flux correspondant, sera donc mulle .

E(fc)j .p,l) = E(qj;l) =0

Nous retrouvons ici une circonstance déjd rencontrée dans les chapitres pré=-

cédents . les perturbations qu'apportent aux grandeurs macroscopigues les fluctua-

tions des grandeurs microscopiques, sont du deuxiéme ordre en .

Le gradient /() Ppa étant supposé conmu, l'équation générale (72) admet

de méme la solution

P = .,sm._ * (()2) (YQINZ)}b

Tk 4n ¥ Y : 8 G Pus)

S,

(77)

A A,
( rba' Pp = PR 936 r (Y& 9/5 Ppt)
[¢]

Le calcul par récurrence est donc formellement possible, et permet d'obtenir
1'expression symbolique de tous les termes du q.év.eloppement de @j Pe Mais il est
clair que le calcul effectif des termes successifs va devenir de plus en plus diffi-
cile. Nous nous limiterons par la suite aux termes en 52. Toutefois une circonstance
capitale apparait sur la relation (77) @ fb p, est une expression d'ordre n vis-

4 vis des Yy '3 Dlaprés l'expression du -I:erme de flux correspondant .
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() ot =k gj’() p, =y 0 ».4

+

nous voyons-qu ll én est de méme de q_

Lorsque nous passerons aux espérances mo-
thématiques, n et fb

seront donc des fonctionnelles de la matmce des mo-
ments dordre n des Y J En partleul:.er, les termes du deuxigme ordre

q2 et

’()_'i P, De dépendront que de la fonstion matricielle de covariances:

(79) Rij,’eb(h) = E[yij(x) Yﬂb(x + h)]

b/ Tenseur de SCHWYDLER et perméebilités macroscopiques.

Pour obtenir les perméabilités macroscopiques au deuxidme ordre, nous devons
prendre les espérances mathématiques de ‘112 et raj Pye Sous forme symbolique, nous

avons .
(80) rdj pa =4jf=k ,aje“’* (Y ,ab Pa_}
(>
Dok o
(&
E(’l) pz)n - ’()g’a E(V 0, by ):'
o .

Mais l'espérance F.:(\(ﬂ‘b 'BA p&) est une constante, d'aprds le caractdre sta=
tionnaire des fonetions aléatoires Y% ot 9 Pa

Or, en axes orthonormés, on
a pour toute constante C °

_ 4=
O F*o=-5 ¢ gy

puisque A% ==4% 5, O ©&tant la mesure de Dirac. Par suite

(1) 2y ) = - E[v%‘% n|e,

Calculons donc l'espérance E [ya ’()}‘7 p,l] « Daprés (76), nous avons expli-

[N
4nko¢//()avr () y" (x-e)ae

citement

Y&/()A: Py = e’j(X)
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Passons aux espérances, compte temu de l'expression (79) des covariances.

I1 vient <
(e2) 2y, 5y) = 7ok ol © 9,30
o]
l

On voit apparaitre un nouveau temseur S~ d'ordre 2, i;_ue nous appellerons
tenseur de SCHWYDLER et qui va jouer un r8le capital dams toute la suite. Puisque
RUVskd a la dimension du' carré d'une perméabilité, nous prendrons pour S 1la défini-
tion suivante, qui eonduit & une grandeur sans dimensioms (1a préseme. du signe =

sexpliquera dans la suite).

Suzﬂ“ﬁ%@:jz/ Ruv@j(a) /ajv .% (E) ig

Nous étudierons dans un instant les propriétés du tenseur de SCHWYDLER.

(83)

Achevons au préalable le calcul de la solution macroscopique. Compte temu de (83 ),

les équations (82) et (81) se réerivent °©

- § ™9, p) = - 574
E(D. p,) = +% Ws‘mg’ = +% o s¢
( JF’ =73 50573 "
De méme le terme de flux a pour espérance mathématique ¢
C(ay) =-8,3" E(9k) - E(¥" 9 h) Stk
(85) B(q%) =+ 5k T s™

2
fbj éE(@jp)=ﬂ3+%&:ﬁ S.u;j + eoo
(86) 2

B(g™) ==k ?jjies»%azkom;l s@ 4 ...

—~—
o
it

i

Les zug; composantes d'un vecteur constant arbitraire, constituent un sim-
ple paramétrage des sclutions macroscopiques. Leur élimination conduit & la perméabi-
1ité macroscopique Ki d (toujours au 28me ordre en €).
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Substituons, en effet, les relations (86) dans. 1'équation de Darcy macros=

copique

e o ’bj P
Il vient °©

u

. s 2
ij 2.2 oy gquil o A g g i§
ko[g Ty-ze @ ]“Klm}*?‘m& ;
identifions les coefficients du terme T, ¢ on obtient
du [s3 L€ gi ij 2 .2 .4
[5 2 + T S @ = 1?0 gV = 2 e" 8
Effectuons ensuite la multiplication contractée par l'inverse de

. 2
‘.6311 o+ %m Sju , clest-3-dire, en négligeant les termes d'ordre supérieur 3 829

2
par 62;] - % Szj. Il vient ©

n

o)

Bl g (. g &2 sji)(azj -5 s’%)
4

Toujours en négligeant les termes en &', nous obtenons finalement 1'expres—

sion trés simple suivante
Al K Xgiﬂ o2 Sei:l

Nous verrons dans un instant que le tenseur de SCHWYDLER est symétrique,
de sorte qu’il en est de méme des perméabilités macroscopiques, et que l'on peut

éorire

(87) / di oy gL 2 il /
. 3

&
)

Propriétés du tenseur de SCHWYDLER

Le résultat fondamental derit en (87) montre toute 1l'importance du tenseur
de SCHWYDLER. Examinons l'expression de ce tenseur, qui figure en (83). Cette expres=-
siom, qui a été obtenue par un jeu d'écritures symboliques et une application fort
peu rigoureuse de la théorie des distributions, possdde néanmoins une signification ~

numérique précise, pourvu seulement que la fonction de covariance Ruv”w(g)"soit )
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deux fois dérivable en ¢ =0 (ou, ce qui est équivalent, que les fonctions aléatoim

res Ylj(x) soient dérivables une fois en moyenne quadratique). Soit, en effet

GU.VQ Flj = Ruvsgj(o)

la valeur de la fonction covariance en p =0, c'est~3~dire la covariance des perméa-
bilités y I(z) et v (z) prises su méme point d'a x. On a, d’aprés (83)

Sug - MAK Guvﬁj/ ij % g +/E{uv,,zj(a) ~ cuvﬁ;’i) ,ajv% d
()

La premi®re intégrale (prise, évidemment, au sens des distributions) a-pour
4z uvh
valeur = -5 g;gv C

que comme intégrale ordinaire, pourvu seulement que R J soit deux fois dérivable 3

o La deuxi®me est définie, aussi bien au sens des dlstributn.ons

1l%origine. On obtient ainsi 1'écriture explicite, ot ne figure qu'une intégrale ordi-

naire .

(s8) Suﬂ A uvga gy + m - / [C,uvﬁ;j RWI'j(E):I {agv E
fu

I1 est immédiat que le _temseur de SCHWYDLER est symétrique Sue s .

wmﬁ

En effet, Ruvgj = [ W) yga(x + g)] et sa valeur & llorigine G- uvh; sont symé-

triques en uv et en Irgg et aussi, globalement, ‘sur les deux groupes d':mdices

(cuvﬂj = cej " par exemple). D'autre part, 8y et '@ = sont symétriques en j

et w. On a dons, par exemple .

ol " _liw %g*"’tmg

v Jjv

d'old Sua o= Sﬂuo

Nous démontrerons au paragraphe suivant des propriétés plus précises, notam-
ment le caractire défini positif de la matrice Slag qui nous permettront d'établir ls
proposition fondamentale énonecée au chapitre II,

La Sub-isotropie. %
Le tenseur de SCHWYDLER ne dépend que des. fonctions de covariances ~Ruv (n) ©

des perméabilités. Dans le cas aénéral, toutefois il ne dépend pas seulement des co=-
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uvﬂa prises_au méme point 4°’sppui, mais, explicitement, des

variances R“ QJ(O)

.

precn.sement,, lorsque 1l'on a o

Suﬂ A Guvz 3

) 3(k ) Ey

c'est-d-dire lorsque l'intégrale qui figure dans (88) est égale 2 0.

Un cas particulier trds simple ol la subisotropie est toujours réalisée est

celui ou les fonctions de covariance Ruvﬂa ¥) sont isotropes

c'est-a=dire ne dépen-
dent que du rayon vecteur » = |x| de 1l'argument x. Dans ce cas, en effet, 1l'équa-
tion (83) s'éerit :

sk yorava / whiy) §§Z Ateg- -—%-5 6. 1)

r v
4ok ) 3(k,
Cette hypothése de sub=isotropie n'est pas absurde physiquement. En effet,
il ne faut pas oublier que nous avons posé au départ .
B(td) = k, gt

autrement dit, supposé l'isotropie des valeurs moyennes des perméabilités ponctuelles.
On peut méme s’attendre, en pareil cas, & observer une isotropie totale, caractérisée
par des temseurs RO j(r) de composantes invariantes par rotation des axes de coor-
données. On vérifie qulen pareil cas le tenseur de SCHWYDLER est lui-méme isotrope,
c'est=d=dire de la forme

S:i"j = S5 gij

ot S est un scalaire constant. Les perméabilités macroscopiques sont alors elles=mé-
mes isotropes et on a, d'aprds (87)

(90) [a, -c s] 13

Sous la seule hypoth®se de sub-isotropie, par contre, le tenseur de SCHWYDELR
n'est pas nécessairement isotrope, et (90) ne slapplique pas.
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-Cependant, -et bien qu’elle ne constitue pas une hypothdése absurde, la sub-

z

isotropie ne sera sans pas réalisée en général. En effet, on-doit s'attendre

4 ce qu'une composante e

relative & la direction des x* évolue, dans 1llespace,
de manidre différente le long de cette direction des xl ‘et le long d'wme direction

perpendiculaire. Sa fonction’de covariance Rl

111 (51052953) présentera donc tout au
plus, en général, une symétrie de révolution autour de l'axe des g7 Wais non une

symétrie sphérique.

Lorsque la sub-isotropie est réalisée, la perméabilité macroscopique ne dé-
pend que des covariances prises au méme point d'appui, et on a o

. . 2 g
90) KiJ = k [ L C;i jb]
( o ® 3(k,)2 L

Au paragraphe III, b, nous avons rencontré un autre cas ol les perméabilités

Ki:j ne dépendaient que des covariances relatives au méme point d'appui : le cas ol .
les perméabilités intrinsdques sont constantes. Il sera intéressant d’examiner dans
quelle mesure ce cas se relie & la sub-isotropie, et, plus généralement, de comparer
les résultats de la méthode de SCHWYDLER avec ceux de la décomposition canomique.
Avant d'aborder ce point, montrons que la méthode de SCHWYDLER permet d'étsblir la
proposition fondamentale II, f sous des conditions plus générales que nous ne 1'avon:
fait au chgpitre II.

c/

Au chapitre II, nous avons énoncé la proposition fondamentale o

si K et hi"iA sont une perméabilité statiomnaire et son inverse, g
et ‘Hij les grandeurs macroscopiques correspondantes, les matrices E(klj) —xd

et H(hi_i)a- Hi-j sont toutes deux définies positives. -

Nous allons maintenant établir cette proposition au deuxidme ordre en e, en
nous affranchissant de 1'hypoth&se restrictive faite au chapitre II (indépendance des
perméabilités intrinsdques et du temseur gradient ptd )« Nous donnerons au chapitre
suivant une démonstration absolument générale.

Nous établirons d'abord le lemme suivant &
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Lemme Les matrices S39 etf-fgcsﬁ gﬁﬁ 01&63 = S| sont définies positives. Autrement
X

dit, quelles que soient les constantes %, OB 2 la double inégalité

o/ 4§ gy /
1l 0 . ] . . & S /
? / og e e S %% 8 T2
ya o /
iﬁAg . . . ' . ij
¢ est le tenseur des covariances prises au méme point d'appui, et S le ten~

seur de SCHWYDLER.

Partons de la relation (83), qui nous domne &

o . Moo by g 2
1% S T s PO R e

et appliquons la formule de Plancherel-Parseval, Soit Piz"u(u) la transé‘ormée de
ikAj upu A : 2 _ By
Fourier de R (g)), et =4 x «==%==é=,, celle de rbZL E (on a posé p° =g u uple

On a done . P

(92) % O std = zf:? /oc o, Pl‘es":J (u) -n%xém du

Or, les /&E étant des constantes quelcongues, oy oc, Rieba ﬁ.ﬂ /bA est la fong=

tion de covariance de o Yiﬂ /5 Elle est donc'de type positif, et sa transformée de

L

Fourier, d’aprés le théordme de Bochner, est une fonction positive. Donc .

1013

(93) o o, P /o P 2 0

Auec,: /5%:% u‘zg on voit que l'argument de 1'intégrale qui figure en (92) est

positif, et cela suffit pour établir la premidre indgalité (91) ° la matrice Si9
est définie positive.

On sait que, dans 1'inégalité (93), il est permis de substituer 3 /;SL /bb



une matrice définie positive quelconque. Or la matrice -

g ~(gi'j W ou,) =u,u =g p2-u u
JAN i3 2k jas L b

est définie positive. En effet, pour un vecteur v quelconque, on a

L A ij b i
vi e (g uiuj)mvf’v"*uf/u)S = vy ui-=v['u$v w7 0

d'apres 1°1nega11te de SCHWARTZ. Substituant cette matrice 3 S y /3, davs (93), et
divisant par p  on obtient
:sza Q igbﬁ
o o P 5 é % oy P g
P
Intégrons en u. Au prem::.er membre, d‘aprés (92), apparait k2 oy o s, an

deuxitme membre, on obtient °

& oy geb /Pigbj(u)du = o gg): Riab‘j(o)

J

Par suite, on a bien

i3 in.j( ) iolﬁj
& ocj S o, ocj g@b —-=======§===(k°) o o 3 eb——-né(k )

Les indgalités (91) encadrent de fagon assez stricte le tenseur de SCHWYDLER.
Elles vont nous permettre de démontrer (au 2%me ordre en ) notre proposition

fondamentale.

Démonstration La relation (87), déjd établie, nous permet d'derire o

Bet) -k = g o= P 5T

Comme le tenseur de SCHWYDLER est défini positif, il en est de méme de
B(td) - kb, Le fait d'avoir posé E(k'Y) = ky gi'j ne nmuit pas & la généralité du
résultat, puisque, comme nous l'avons fait remurqué, on peut toujours se ramener 3

ce cas par un choix judicieux des axes de coordonnées et de leurs unités de longueurs.

Ce premier résultat montre que les fluctuations des perméabilités locales

ont toujours pour effet de détériorer la perméabilité macroscopique. Cette détério- -
ration, cependant, ne peut pas dépasser une certzine limite marquée par le mode de.
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pondération harmonigue. C'est ce qu‘ exprime la deuxitme partie de la proposition
fondamentale.

Pour montrer que E(hi j) - Hij est bien de type positif, inversons, au deu=
xiéme ordre en &, les tenseurs

K = ko(gij - 2 sid)
W ok g e o ytd

On obtient sans difficulté

_A 2 ij
/ Hij_k:}z:(gij*a S )
2
A ¢ u
BTl % 85 =T Vgt () Vi Y

Dol o
2
-l Oy _
[¢]

Le deuxidme inégalité (91) montre alors que E(hi 3) - Hij est bien défi-
nie positive. '

Remarque Les inégalités (91) permettent d’encadrer les perméabilités macroscopigues

.

dans le sens préeis suivant ©

o iJ

(95) A i % £ 2 2 ] ‘
J ipd A & (7 8 ipj
£ g5/ S & R By < £ [gij + (E:) Ciny €| PP

2
| ij ¢& iakj J ij
k o.o0lg -(E:)g.ﬂbc :|<°‘i°‘j Ki<k g o o

pour toutes constantes ot et /’63. On reconnait dans o “j Ki J 1l'expression d*une
perméabilité expérimentale de premier type (voir paragraphe II, g), correspondant
3 une direction de gradient imposée, et dans /ﬁl /53 Hij ‘celle d'une perméabilité

du deuxi®me type, correspondant 3 une direction de flux imposée.
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Dans ces indgalités, qui constituent l'expression la plus préeise ‘de notre

1043

proposition fondamentale, interviemment seulement les covariances C prises au

méme point dappui.

d/ Généralisation Les résultats des paragraphes précédents ont été obtemus moyennant
1'hypothése d'une perméabilité isotrope en moyenne :

ExM) = k g

-0

Il convient maintenant de les transposer dams le cas général ol
E(kij) - xij .
est un tenseur constant quelcongue, de matrice définie positive. Soit u, un systeé-
me de vecteurs propres orthogonaux de xljg chacun d'eux ayant comme module la ra=

L

cine de la valeur propre (positive) correspondante. On a o

XI'J =/ ulm u‘jm = 565 uig uab
m

Effectuons le changement de coordonnées

m m i-
% [ v . X

m 3 o i 2 "
la matrice des ¥ i etant 1'inverse des u:teo En coordonnees g, les composantes

de E(kij) sont les symboles de Eromecker sid, si 1t

de la forme

jg en coordonnées x, est

i

X 13

i = +e y

il aura, en coordonnées g, les composantes-
é‘»ij + & vlﬁl vjb \("A = 615 +e 6

qui sont de la forme (70), et par suite les résultats du chapitre précédent sont ap-
plicables en axes £ (en mettant partout 5% au lieu de gi'j).

Soit o Z
Rij‘@’!“(h) = B Eyl«"(x) Y A(x + h):l
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1a matrice des covarisnces (en coordomnées x). En coordonnées gs les
ije t\ _ 4 3 _abp t m
8 3 )‘"k Va "p ¥ (uu,i
admettent la matrice de covariance -

vgl Y4 U vm)

ijo,b (\7

Dans le systeme des coordomnées p, le r8le du tenseur de SCHWYDLER est temu
par le tenseur de composantes

s @Y--£ /P 9, Loy
ok on a posé
o = 8 ‘71 y’

Toujours en coordonnées £, la perméabilité macroscopique est 5lj - ez@i'j

et on a les inégalités

(97) 0 4@” I ATN Piv’s“j(o)

Passons maintenant en coordonnées x. Le tenseur %bprend les composantes co-

variantes
= w9
et le tenseur 5&’ les composantes contravarisntes .

_ b 43
xeb—uiujé

Ainsi, (%b est 1'inverse de xij = E(kﬁ'j)g soit, symboliquement

-4
(g8) Q) = E(k)]

Dans (96), le scalaire p2 s'exprime & 1'aide des X par o

=0y O PPty &

L'é1lément de volume 4 \7 est &
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dx .

VD@% X

dY)= Det v dx =

Finalement (96) et (97) se tré.nsposent comme suit °

J._A Riwj(x) ( A ) dx
W/ ’()W V@ij el Vbe‘bx

0 \A“i 2 i é“i o, U)p,b Ri'?wj {0)

(99)

et la perméabilité macroscopique est dommée par o

(100) g o A3 2 gl gpddy L 2 o

Les inégalités (99) expriment que les matrices o

i;j) - Kij - a2 Ti‘j

(101)

sont toutes deux définies positives, ce qui constitue notre proposition fondamentale,

Les inégalités (95) se transposent facilement elles aussi, et donnent 1'expres—
sion analytique précise de la proposition fondamentale sous la forme -

o,

ﬁP ﬁjp 13 éB /8 [“%.3*3 Gmgbvwm@’ 3 Qg [P i'/3:j

12&3 . , S
o, “j [xij ms Ce)eb J < oy ccj Kia < Xi.j oy “;j/ 1
(102) "

Sous forme matricielle, nous écrirons (em notant A ¢ B lorsque la différence
B - A de deux matriges est une matrice définie positive) o

4
[E(k):l’ < H < E(n)
e [E(h)] T2 x < ow

Ciest en ce sens précis que 1'on peut dire que la composition des permégbi

u_ﬁw hum Sngr\bvv\ w odp W¥Wdﬁw embne &;\ \""‘ma}'“") WM
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‘La comparaison des résultats obtenus par la méthcde de SCHWYDLER avec la struc—
ture des perméabilités, telle que l"eiprime 1la déeomﬁosﬂion canonique étudide au éhapiw
tre II, va mettre en évidence une interprétat:.on du tenseur de Schwydler lide ¥ la géo-
nétrie mtrinsbque des isobares et des lignes de courant. Pour simplifier les écritures,
nous nous limiterons au cas ol les perméabilités sont isotropes en moyenne °

Exld) = 1 M

(]

Les perméabilités s'écrivent de deux manidres différentes.:

il 3

ij—k gde yH = o g

(104) K

est 1l'inverse du tenseur gradient BE = f()j pe d'espérance unité E(BQ' j)g 5

1@6 ’

et q  est un tenseur conservatif dont les vecteurs colonnes sont les flux des solutiont
privilégides, indexdes pare » de gradients respectifs @j pe.

0

Expression du tenseur gradient B 5

Au paragraphe a, nous avons obtenu le gradient des solutions privilégides, para-

métrées par des constantes ‘ﬂ?‘jy sous lz forme 3

—m; [6Aj+s}))‘?j & 82 F/‘ﬂ

P _ _4 D 4 s Sb
(105) j 45.:1{0 ( jqi? Y )
b T 0 o b |
- b e st
avec A
(106) By =0

E(th) =% s"j
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Ie tenseur [Bbj +8 l)b:j + ez Fbj} est un tens,gur gradient, mais son espé-

S/b 3 n'est pas le tenseur unité. On doit la multiplier par 1'inver—

2
se de son espérance, qui est 63; - %= S}_, au deuxidme ordre en s. D'oh

b
rance Bj +3e

(107) B, = &

On notera que Di j ne diff%re pas du terme que nous notions @ j ?s. au chapi-

i_ A i €p=

tre II (avec p X +e A, (est la fléche de 1'isobare de la solution privilégide

d’indice i relativement 3 son plan moyen).

Les fluctuations des isobares sont représentées, dans leur totalité, par le

¢

tenseur E(BL 3 B k)’ Utilisant le développement (107) et les relations (106), om ob=
tient sans difficulté

b {

i
BA)s'éj 6}@%’ & E(D

D/%)

i
E(B 5

Le tenseur E(Di De) ne différe pas du tenseur E(A A /()A XZ) que nous

avons noté T i au chapitre II, Nous poserons encore .

i @ a0 2 40
§ E(BJBA)méjéb-o-s TSk
(108)
d 5 g
% Tap = B0y D)
Calcul dy tenseur Tg'g;-. D'aprés 1'expression (105), du tenseur D 4o Bous
avons +

i 0 A a
Dy Dy = Ty @jt z , .,
W{/@;t%(ﬁ) Y - N &:‘E-’(V)Yv (z=plag ap



640"’

_ Prenons 1'espérance mathématigue. Il vient ©

Ti’% (4m) ([/%t ‘(*‘3)9/5‘9’4@” (9-g)agay

Iransformons cette expression 3 1l'ajde de la formule de PlaneherelmPgrsevalf,
comne nous l'avons fait au paragrephe € pour ealculer le tenseur de SCHWYDLER S:"'j,
. 47 6. LTS
Soit P'@m(u) la transformée de Fourier de R&m(z), et - m%:t;- et - 4 -%&

respectivement celles de /() % et /gbv "% s aveg p2 = g‘-’"j Uy o I1 vient .

5%
» nil A Dby wym wn
(109) jk W/ P u —:1==m;-z=m du

Cette expression rappelle gelle du tenseur de SCHWYDLER écrite enm (92). Caleu~

lons TF ¢ 3, Dans 1'argument de l“integ.rale (109) apparatt la simplification o

i &
wwow o @ mu
- -]
ot P

par définition méme de 2 - g*gb U Comparant & (92), nous obtenons la relation
P %3

remarquable suivante, qui donne le tenseur de SCHWYDLER en fonction du tenseur T o

(120) sil | b gl
Jh
Nous reportant & (108), nous obteﬁons 1'équation o
(111) E[gjb % 2+ O, } (b B ij B}%) Qf . 2 gl

-

dont lﬂinterprétation géométrique est claire ¢ le premier membre représente, en valeur
. probable le produit scalaire des gradients des solutions privilégiées d’indices i et Q»,

ou, ce qui est équivalent, la composante contraveriante du tenseur métrique da.ng les. -

coordonnées privilégides pl, pinsi, 2 gid
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nées - :i.-sobares p Le tenseur d.e SGHWYDLER represente de maniére -intrinséque (e? estmim

dire 3 un déplacement pris)
res privilégides.

La relation remarquable (110) conduit encore 3 1a proposition suivante ¢ Lg
détérioration des

perméabilités est 1iéo uniguement sux fluctuations des isobares. En
effet, compte teru de (110), 1a relatlon fondamentale (87) s'éerit o

SR B )

ou encore -

ij /T
(112) E(k™Y) - T@a

On reconnait la relation (45), que nous n’avioms pu établir, au chapitre II,
qu'en supposant 1l'indépendance des perméabilités intrinséques et du gradient Bt 5°
Remargue sur le cas sub-igsotrope

Dans le cas général, il n'est Pas possible de calculer effectivement le ten—
seur TZ',S sans comnaftre explicitement les fornctions R""'vjk:j (z) exprimant les corréia-

tions différées des perméabilités. Dans le cas sub-isotrope, c'est-i~dire lorsque ces
fonctions ne dépendent que du rayon vecteur x =) z|9 il se produit une simplification
remarquable, déja mentionnée dans le cas du tenseur de SCOWYDLER : le tenseur Ti9

. . h
dépend alors que des covariances R:.uta(o) = glutd prises au méme point d’appui. Les
calculs sont donnés en Annexe II. On obtient °

i3 _ .4 iwt3
(113) § W " BER [gv’t " &Y Eop T Ew gg,t]
g . vty O 3
i 3(k) & 07 =80 T,

En dehors du cas sub=isotrope, il n'est pas possible d"{exprimer ces tenseurs 3
l'aide des covariances prises au méme point d'appui.
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il
Expression du tenseur Flux g

Pour obtenir le flux des solutions privilégifes, il suffit d'appliquer la loi
de Darcy - 13 Bﬁ
-— am j

A 1'aide de (103) et (107) on obtient sans peine le développement

(114) - ot k| &b elk, D&j & eyl o 2 [k@ gij(F% -% S%)+ yd Dﬂj]

En espérance mathématique, omn doit retrouver KﬂLﬂ .
- B(gt g’>=ICiﬁ-=k gi@+$ E(y*d D g’
Effectivement, la relation (82) permet de wérifier que l'on & bien o

(115) Byt D%) ==k sit

Les fluctuations des veoteurs courants vont &tre représentées par le tenseur
dez covariances

Cov (qj'p’ g = E(qig’ g%* ) - K‘iQ' o

A partir du &ével@ppement (111), on trouve facilement o

ey a0 s N ﬁ;} v
+E B(y3h DQ' g% + k, E(yiQ’ &%) + E(yla )
o
On voit apparaftre, outre les tenseurs déji conmus T

et
ELIVETIS

, un nouvel &tre temsoriel que nous notercns Sivja °
130 A i3 {
S & o
Reportons-nous % (105), nous obtenons &
13& elyt3d % vﬁ )
Tame k Av T ¥

ou,explicitement



6T =

. vﬂ, ij
mo s oA Pyt .
Q

D'aprés la définition (83) du tenseur de SCHWYDLER, ou encore d'aprés la rels-
tion (115), on a °

10 il
S A = -

(117)
Dans le-cas général, on ne peut pas préciser davsntage la forme de ce nouveau
tenseur, Dans 1o cas subisotrops, cependant, on obtient facilement, en appliquant &
(116) 1a formule de Plancherel-Parseval -

vi4i3
¢

(i )2

| i5(, 48
(118) gt ) =5 b -
]

Ainsi, dans le cas subisotrope, les deux tenseurs fondamentaux Téi et SiA%,
qui expriment la fluctuation des iscbares et des vesteurs courant , ne dépendent que des
covariances prises au méme point d'appui. Mais il nlen est pas ainsi dams le cas géndral.

Avec ce nouveau tenseur Si’jg , nous mettons E(q_ie qu ) sous ia forme °

A 1035
2
(119) E(qi?’ %) = (k) gi?’ &b &? kz [Tu & Ve &
oy k©

Lsinbs | Siﬁ)sj:(

Espérance du produit scalaire E(gi&i qfﬁ’Q qj}é) des fluz privilegiés.

Effectuons dans (119) la multiplication contractée par &4 Compte teru de (110)

(-]

et de (118), nous obtenons °

(120) E(gij .qie quJ ) = kz ge’}" + 92 ]}ij Giz")"‘j - kg SEb]

gy CP-K S@b] nous le caractére déf
le (91 Ce tenseur joue vis=d-vis des lignes de courant le méme rfle que le tenseur de
SCHWYDLER vis=8-vis des isobares . il exprime leur déformation relativement 3 trois vec-
teurs orthonormés,



La relation (94), de son coté, peut s'derire |

ilrs _ (k@)z sij:)

i3y _gid o
(221) B(d) (k) [gm

Cette relation, qui fait pendant 2 (112)9 exprime que la détérioration des
transmissivités ne dépend '

que des fluctuations des vesteurs courant.

Relation des isobares et des licmes de courant.

Pour exprimer, de manidre intrinséque, les relat:.ons entre isobares et lignes
de courant, on doit effectusr le _produit scalaire q /b p du flux et du gradient
des solutions privilégides de mméros Q, et b respe@‘blvanent. Le tenseur correspon-
dant se développe sans difficulté -

_ 4l 2 ek S b, A Uy

g +s(k@ DT+k D o+y

&2 {:k@(PeA + I«‘APIZ st }ey?® L, b 5, kg~ Dg’ Diil

-3 Y D, +Y D,

Prenons 1'espérance mathématique, en tenant compte de (106), (110) et(115). On
obtient .

(122) - E(qiﬂ"bi ) =k (ehh P sUb)

Soit, compte temu de (87)

(123) - sg 7, 4y -2l

La relation (122) montre que iz géomé

de courant ne dépend, elle aussi, gue du_tenseur de SGHWYDLER. Ge tenseur représente
dong, & lui tout seul, sous forme inkrinsdque et en valeur probable, la géométrie glo-

bale de 1l'ensemble des isobares et des lignes de courant.

Ia relation (123) est encore plus remarquable. Elle montre que les perméabilités
mecroseopigues ne dépendent que des produits scalaires des flux et des gradients des

solutions privilégides,




69.-
Par ailleurs, on a
12) = Klpl

B0, »% = o)

1

Par suite, (123) entraine aussi

(124) setl, 22) = ety x(a, p)

scalaire9 les flux et les gradlents pruwllegiés se comportent comme s'ils étaient indé-

pendants. Mais la relation (124), qui comporite une sommation sur 1l’indice i, n'implique
pas du tout que les composantes de ces vecteurs soient sans corrélation.

Comparaison aves les permésbilités intrinsdques. Supposons k'3 décomposé
canoniquement sous la forme o

., KS (_ph It

3 Ag

Det A

A .
ot les 4) sont les perméabilités intrinsdques,

Les solutions privilégides sont

S TS
(Bj p’ea B’%

Ainsi, le produit scalaive q_i@ 0, P
par la formule :

(125) qj“ = -SLL = - E& Det B

Det A

se relie auxz perméabilités intrinséques

Prenons 1'espérance, en tenant compte de (123). Il vient &

(126) . E[@ eh et B—]
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- Cette relation a été établie au chapitre II dans le cas particulier ol les
perméabilités intrinsd uos sont :mdépendantes des B, 5 Dans ce cas, comme E(Det B)= 1,
elle se réduirait 3 K = E(f b) Dans le cas général, elle entraine 1°égalité

i 10A !
E(:Azim)= E(_-.ii)

Det A Det A

f[ Etude du cas_isoirope.

Afin de faciliter 1'interprétation des résultats établis plus haut, nous allons
faire une hypothése d'isotropie sur les perméabilités, grice & laquelle de grandes sim-
plifications apparattront. Cette hypoth®se d'isotropie s'énonce, de manidre précise,
sous forme de trois propositions .

1/ Les perméabilités sont isotropes en moyemne E(k'J) = k & i
2/ Les covariances R- 1305 (x) ne dépendent que du rayon veeteur r =|x|.

3/ Les covariances ctd s . R:"'Jg’k (0) prises au méme point d’appui sont
invariantes par rotation des axes de coordonnées.

Ces trois hypothéses sont cohérentes, et physiquement intéressantes. La premié-
re a été utilisée duns tout ce chapitre, sauf au paragraphe d ol on a montré comment
il était possible de s'en affranchir. La deuxiéme est 1'hypothse de subisotropie. Elle

La troisieme hypothdse entraine (voir annexe E) que ces covariances ne dépen~

dent gue de deux parvamdtres A et p (obligatoirement positifs). Elles sont de la

forme

(127) ikt =E» ¢ glhs et gr, g ol >] (kf

Le conteru physique de nos hypothéses est ainsi résumé par trois grandeurs
seulement, %, et k., A et p étant des paraméires sans dimensions.
13 sont éalculées dans 1'Ammexe E,

Les expressions des tenseurs £)a et de S
Celle du tenseur SiJ ' @ été éorite en (118) dans le cas de 1'hypothdse subisotrope..

Eerivons ces expressionss
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= rap M

ij _ A+ i .3 i .3 A+ 6 ij
(128) Tﬂ}a ——-’E&‘(Se 54 +6A 5{)+=“ﬁ="ﬁ g gﬁb
% s"’«“’%b = -%|n Y ob (el ot & s gl 5})}3""“‘?& otil)
) _ 3(k,)
La vérification des égalités suivantes est immédiate o
190ty gt LA EUY

6 U5k ) %
On notera que le tenseur de SCHWYDLER est isoirope.

Perméabilités et wen 3'\'QUQH{5' macroscopiques, également isotropes, ont
pour expression .

£l = { 'g-(?s.-i-‘%ﬂ)]

(129) A .
Hij="E; ﬂ,+=3-(?.+4u)] &

*

Comparant aux espérances des grandeurs locales correspondantes &

{ Bt e
E(hij) = '10 %H-e (K+4pi[ & 4

nous voyons que la déiérioration due aux fluctuations locales se mesure de maniére pré-
cise par -
i3, 35 ) % 2 13
E(k™Y) - &9 = e (A + dps) ¢
(130) 2
( E(n,)-H, =55 (+d)
g/ "7i3 T3 E, %13

La composition est intermédiaire entre les modes aritimétique et harmonique,
mais elle est plus proche du mode arithmétigue. Elle se trouve mon & mi=chemin, mais
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gu _tiers du chemin joignant ces deux polies.

Les flucﬁmtions des isobares sont données par le tenseur Ti J éerits ci-dessus
En particulier, la géométrie intrinsdque des isobares est caractérisée par le tenseur

métriques
' 2
(131) B(g" 9 s o ) =[’=l +5 (s 4#)] giﬂ

Les fluctuations des vecteurs courant sont représentées par le tenseur °
2
2 j 2 + 3
E(qiz 9h - k gil' &b+ ¢ () %—E(gio’ g 4 gl £ o) J

+ -%m (2 gz"' &+ b gily . ?3‘» e’iﬂ' &b

En particulier, la géométrie intrinsdque des lignes de courant est carsctéri-

sée par le tenseur
. 2
(132) B, 2 %) . ke EL + 2 20+ ) | A
Enfin, le produit scalaire E(qiq”f)i pA) & pour valeur :

2
(133) B(q* 9, »*) =-xlt 0[1-5’3-(x+4p) b

Généralisation
| Parmi les trois hypoth®ses du cas isotrope, laissons tomber la premidre et mo-
difions les deux autres de telle fagon que 1l'on puisse se ramener au cas isotrope par
une transformation linéaire des coordonnées. Nous obtenons un schéma ot les fluctuations
des perméabilités possddent la méme sorte d'anisotropie que les perméabilités moyennes
Si xij = E(kij) et ) i3 sont 1'espérance mathématique de ls‘:i‘fi et son inverse

(W= El(k)‘] 4’) » Taisons les deux hypothéses suivantes &

1/~ Les covariances Rij'e ’S(x) ne dépendent que de 1'expression @ i xi xj.

L J

2/- Les covariances C- J‘QL'* prises au méme point d'appui sont de la forme .
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Dans ce schéma 3 fluctuations adaptées, les résultats du cas isotrope se trans-
posent d’eux mémes. On trouve notamment 3

. 2
ol =[4-%= (?»-0-4#)] X
2
By, g[ﬂ,-ﬁ-% (x+4p)]a)ij
( B -k =GP (e gn) N

% E(hij) 2 s% e2(n + 4p) @, 5

Les tenseurs exprimant les fluctuations des isobares se transposent de la méme

fagon . on pose k = 4, eton remplace gY par xia et g 4 par Q)ij.

Vo= DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION FONDAMENTALE

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer en toute généralité notre proposi-

tion fondamentale. Rappellons son énoncé . Soient klj et hij une perméabilité’ régio=

nalisée stationnaire, et son inverse. Seient Kj';j et Hi 3 lea grandeurs macroscopi=-

ques correspondsntes. Alors les matrices E(kid) - K3 et E(hi 'i) - E;; sont définies

positives,

Si 1'on convient d'écrire ALB, A et B étant des matrices symétriques dé- |

finies positives, lorsque la matrice B - A est définie positive, notre proposition
fondamentale se résume dans les deux inégalités matricielles,

=1
(135) LE(k"lﬂ £ ¥ L5

On vérifiera sans peine que A< 3B équivaut, si A est inversible (B 1'est
alors nécessairement asussi) 3 Balé.&"ﬁ’. Les inégalités (135) sont donc équivelen=

tes aux suivantes .

-1
(136) EE(h"";} £ 1 £E(n)

Ces inégalités expriment que les perméabilités se composent toujours selon un
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La démonstration générale va s'appuyer sur un lemme important, qui repose lui-
méme sur des considérations énergétiques élémentaires.

Lemme - Soit un écoulement macroscolent uniforme dans un milieu poreux & perméabilité

reg:.onalisee stationnaire, q et @ip le flux et le gradient de pression,

= E(q ) et ’D P = Ef@ p) les grandeurs macroscopiques correspondantes. On a o

(137) Kq' 0, p) = ', P

1/ Si p est la densité propre du fluide et (0 la porosité, ’?- & Oyp estla densité

de puissance consommée par les forces de v:.scosité dans l'ecoulemen'b considére. 'a P
est, en effet, la densité de force et % q_ la vitesse des particules. Dans l'element
de volume dv, le volume des vides contenus est {)dv . 1la puissance consommée dans
dv est bien
i Ia i /()
r Odv = - (q Ydw
wp iF

Dans une portion V quelconque du milieu, par conséquent, la puissance consom-

5 =% /@if()i pldx
v

Si-les dimensions du volume V ont été choisies suffisamment grandes pour que

mée est .

1'ergodigité s'y manifeste, on peut confondre moyerme spat:.ale et espérance mathémati-
que, =t par suite prendre

(138) -%% = g E(qi?)i D)

2/- Evaluons la méme puissance en nous plagant & un niveau macroscopique. Pour cela, calcu-
lons la puissance négessaire pour refouler le fluide,
a2 1'aide d'un piston, & travers un échantillon macros-

3. ¢ copigue du milieu poreux. On peut adopter le dispositif
E : ?\"‘? __!'__ expérimental (échantillon macroscopiquement mince) qui

— i_’} y impose la direction i a gradient (le dispositif &
p direction de flux imposé - Schantillon long ~ conduit

au méme résultat). La force appliquée au pistoiz est .



5=

= s Ap

Ie débit Q est le produit ssalaive /3, o = - Ps £ 9, . Le déplacenent au

piston, enfin, est .

D

Q"
Ao Sgs P12,
P
La puissance consommée est donc .
aw {, 1, shp 1, v Ar
W§F=%E2<ﬁ’iQ)——§~==(ﬁiQ)§ T

D'od, finalement

(139) -%‘éﬂg QifaiP

Le principe de conservation de 1'énergie nous indique que la puissance fournie
(139) est égale & la puissance (138) consommée par les forces de wiscosités. La rela-

tion (137) en résulte.

Conséguences. Supposons la perméabilité lcij décomposée canoniquement .

(140) ¥ ot xf’b Ad
A
At 3 étant 1l'inverse du gradient B 3 d'espérance unité E(Bj‘ j) = Bij. Les
écoulements macroseopiquement uniformes sont

A

/aip= Bi "m:,,

q_i =-Aig XQA 'ZD‘A

ﬁinE@ip) g'@%

Le produit scalaire qi /ai p est égal & &
i - i b u
TRy R m&wuhxg“qw‘{,
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Tandis que ot '3i P = - K1Y a5 5% La relation (137) signifie dome o

(141) el = il

Nous retrouvons sinsi, sous forme absolument générale, des résultats établis
en (123) et (124) 3 l'approximation du deuxiéme ordre. Mais, d'autre part, les régles
générales de composition des perméabilités établies au chapitre II domnent .

Kng E(Aﬁi XiA)

Dol résulte 1'égalité remarquable ©
(142) 04y = E{A,Q’i PPy = gl

qui va nous permettre de démontrer la proposition fondamentale.

Démonstration de la proposition.
La matrice des k9 est définie positive, et, d'aprés (140), il en est de méme

de la matrice des XQV}% qui sont les composantes du tenseur des perméabilités en coor-

données isobares. Par suite, pour tout vecteur oci(x),, gonstant ou aldéatoire, on a *°

ij
E(cxi ¥ o ;j) >0
On en déduit aussitét 1'inégalité de SCHWARTZ pour deux vecteurs /“)’i et Y

alégtoires ou non o
2
)

(143) [E(/% XEbY/«“] £ B py XQA/%A) By, <05 Y,)

Prenons un vecteur YA constant et un vecteur f}z aléatoire définis par

Fo - Ai@ Y3

et portons dsns (143). Compbe termu de (142), on obtient & gauche :

2
{E(Q e IS} Yi)] = (x% Y, Y/s)a



A droite, le premier facteur est o

By; &% xlb o3, vy = ¥y vy BGEY)
Diaprés (141), le deuxiéme est KQ' Y Y On & done
(Kp'byﬂ v? L vy, B xbb ¥y Y
et, en simplifiant
ey vy Lyy vy BGH)

Cette indgalité signifie que E(kM) = K3 est définie positive, et démontre
la deuxidme des inégalités (135). ‘

Portons maintenant dans (143) un vecteur /3 A constant, et pour YA un vecteur
aléatoire défini par o
= L}Jbi p*

ol %)h, est 1l'inverse de ¥ 3((‘) i x = b‘j A ) et ocJ un vecteur contravariant cons-
tant. A gauche, on obtient °

- 2 2
LE(AQ x&b "))Ai Bj‘;j ocj}] g[E(ﬁi B:i"j ujﬂ ==(/3i ot)

La dernidre égalité résulte de ce que E(Bi j) = 61 5 puisqué la décomposition
de kij est canonique.

A Aneat§ Qlaprés (141), le premier facteur est |

;
2y xhp) = fyfa K

Galculons le deuxidme. Il vient .
0A t
E(o? Bij l}ﬁi % wﬂ B o) = E(afj B ()gu B o) = o o B(n,)

1s dernidre inégalité résulte de l'expression de h:‘i.;‘j”
(140) @ ¢
- u
hav - B;j ll’Zu B v

que 1l'on obtient en inversant

Finalement, 1'inégalité (143) novs domne :

(144) PifPs ool < B B 2 o o E(hy,)



T8om
Prenons alors comme vecteur /-)> 5 le vecteur

u
Pgi= By
ol H:i. n est l'inverse du tenseur constant Ki‘j. Portons dans (144). A gauche, il
vient ¢ 2
i 0
(o : o)

A droite, le premier facteur est .

Oy

v

n v_ b
H/;v & = H/Sv o

o ngK

Nous avons par suite

i wye i n v 3
(ot u, s @, [ o E(hvj)]

et, en simplifiant par ot ;P o8

ol Hi,j~ ol < ot o E(hﬁ)
clest~a=~dire

B £ E(h)

Ceci achdve de démontrer la proposition fondsmentale.
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ANNEXE A

ETUDE D'UN TENSEUR kij SYMETRIQUE ET CONSERVATIF

Soit ¥9(x) un tenseur symétrique et conservatif ©

(2, 1) ko= it
,bi k:i'3 =0

Si 1l'on se donne a priori -94(3—;9— fonctions Xk 9(x) powr i # Jo le systd~
me f()i ki'j s'intégre immédiatement, et donne les n composantes diagonales kii. Pour

obtenir une écriture plus élégante, on se domnera n(p=1 fonctions ’i!j'j vérifiant?
2
13 f() i .
(4,2) ) g SN . S, (L # j, sans sommation)
V0 53 ’
Une intégration immédiate de (4,1) donne
. 2 43
(4,3) i ; A
: IF1 (02)

Cbest une fonction arbitraire des (n<fl) variables xj(j # 1i)e Mais (4,2) ne
détermine V49 qu'd l'arbitraire de deux fonctions indépendantes 1'une de xi, 1'autre
de xj, de sorte que lon peut, sans nuire 3 1s généralité, prendre Ci = 0, On notera
que les 7™ nvont aucun caractire tensoriel. |

A deux dimensions ﬁ%:]-'-); =/, on posers § = 7’12 et la solution sera de
la forme
13 s
.. layz f()x'ay
k=
r 62 ()’) raz g
Vzy Dy

Le terme I coincide ici avec le mineur Min(“D i3 «) ) associé au terme 0 ijq]
dans le déterminant Det (/) 13 (‘) )e o
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ij _
Sous forme équivalente, si nous désignons par h, 3 le tenseur inverse des
K e 0
34
By ¥’ 5
1a relation (4,4) peut s'éerive
"
(4,5) Byy = }gﬁb(b
Det ( 43 C\) )
Sous forme tensorielle générale, on prendra
A
{ s 2 ma(V,, )
h = Vig (P
ij —
Det (V, 3 $)
A_trois dimensions, la solution dépend de 3 fonetions arbitraives L A
et VB »
2 2
QV3+®2V2 a’bv‘; -@vg
By° 0 22 DxVy Bx 0z
2 2 2
3
]Syfbx ’bxz n zil'j 'byraz
2 2 2
(T N 3 % Jé‘@_
020= 020y 0 =° ¥
N.B. = Soulignons bien que Vlg V2 et V3 ne sont pas les composantes d'un vecteur. Leur
nature tensorielle n'est pas en évidence dams 1l!'éeriture ci-dessus. On peut la faire
apparaftre de la manidre suivante. Soit ei'jk 1ltindicateur classique de permutation

( E;:i.;jlc =0
lon le signe de la permutation i j k), On sa:.t qUe mawees
variant compldtement antisymétrigue.

si i=J ou j=k ou i= Ice pour i;éj;ék &9 est + 1 ou = 1 se-

ij,k est un tenseur contra-
g : .
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Alors 1l'expression J
ij _a vk gkl 9
(4,6) k'=2 e e e L
représente un tenseur contraveriant symétrique, pourvu que HA@ soit un tenseur cova-
riant symétrique. De plus, on a manifestement '

ij _
’()i ¥ =0
On peut expliciter (11) comme suit °

3 e =Y Dy By = Ty By =0y B3p)

% -3 P23 T *(331 By _@33 Hyy =0y H33)

Si Hij est diagonal (E12 =Hyy =Hyy = 0), il reste

K = 4[ 22 B33 + U33 Hza:]

.19
¥ - z ‘12 3
Ainsi, dans l'écriture non tensorielle donnée ci-dessus, on doit prendre
_a _1 _1
W=zl V=2 V5 =z B33

Remarque A trois (ou & n) dimensions, 1'expression (9) °
13 2 yin
=T (U, 6)

représente toujours un tenseur conservatif synétrique (mais c'est seulement pour n =2
que cette expression donne la forme générale de tous les tenseurs symétriques conser-
vatifs). Plus généralement, soit

. 87
R

une matrice construite sur n vecteurs gradients 'b Er’ et soit Air 1a}matrice"

3

inverse
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L]

Alors, on a la relat:.on .

@7) ’()[ —=- } =0

Pour -6tablir cette relation, nous partirons de l'expression classique donnant

e dérivée d'un déterminant quelcongue ° .

0 DetA;Z__,(E)A ) min &% = (Det 4) 3%, O 4%,

i, r

~ soit
(1,8) 0 (10 vet 4) = B, O, B o=adt 9,

De (4,8), on déduit facilement °

i
] { r |- _A [’au Air - Air fc)u log Det

Y Det A Det A

L=

’dA AiAQB

Det A
Mais ieci

R, B =0, = _g*=0,

u n u fbxm

Diou o

.Ai
'a[ r-}:Q[@A +AA’aB}
Ul pet A Det A '

EO Air Bnu(a;Am;X
Det A
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Sommant en i et wu, il vient

2, (£ } 2
r _ (’b i noa ARy
= (0, 4 -5 A )=0
i(DetA Detsa =+ ¥ ' rom'm

c'est-d~dire la relation (4,7). On notera que si Air egt un tenseur une fois contra=

4 .
variant et une fols covariant, il en est de méme de  e—=Bw, Enongons
Det A

i

Si A y ©st 1l'inverse d'un tenseur gradient fb j u , alors le tenseur

Al

‘ ﬁE%'I est conservatii‘.
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A NKNEIZXE B

ETUDE D'UNE FORME PARTICULIERE DE TENSEUR kij

Considérons un tenseur de la forme

i
.. o
Det «
ou, o&iz et Ai

sont les inverses de deux tenseurs gradients distincts ﬁﬂl et 13'6
avec

j.
Ay A
E(B;j)--a:j

cx:i
On szit que 12

est conservatif (A,7), de sorte que (B,1) est une dé=
Det « ,
composition canornigue. A deux dimensions, on a wvu (Ammexe A) que tout tenseur conser-
- er,i 2
vatif est de la forme

, de sorte que (B,1) représente 1'expression la plus
‘s ‘ Det o
génerale du tenseur des

perméabilités. A trois dimensions, par contre, (B,1)
ne représente qu'un cas particulier.

En appliquant la r¥gle (32), on obtient la perméabilité macroscopique sous
la forme 1
5. 5 50
£ = g Blem=t=)
Det o

Or, nous avons montré que, si /5 E est un tenseur gradient vérifiant
E( P%) = 6:&‘, ses mineurs vérifient E(ﬂ ) = &%,

Tk Dans le cas d'wn tenseur gra-—
Det o
dient quelcongue, posons -Z‘

(o - e

bh i I

Le tenseur gradient k"

By ﬁg’ a pour valeur probable 6'@. Son mineur a done: -
lui aussi 1@ tenseur unité comme valeur probsble &
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b = '
] oV m
B L - A - 5%
Det o Det m
Dol &
SRR &,
E = M Det m =
Det o ¥ Det p
Donec «
: b s
. g M
(B,2) g = L
- Det p

ou, sous forme symbolique :

(B;3) K= [E(/Zv)] - Det E(/z)

Llinverse H

13 de E+ peut alors s'éerire '

o E(,e)

Det E(/):a)
ou, explicitement e
(8,4) 5, - €fs B(pY)
Det E(/%)

Mais les temseurs stationnaires “ilé, et A.i ne peuvent pas &tre supposés

indépendants. le _condition de symétrie i = 3t impose, en effet, la relation
id glh = o 8 W

ou, ce qui est équivalent

o [FL - P A
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Les tenseurs B et /5 sont, par hypothdse, des gradients °

ﬁzi = rbi Pﬁ
Bb‘j ='aj Bb

Notre condition de symétrie, qui s'éerit ¢

Lo < by A
%Pi oAy BT="0; p0 B |= 0
exprime que les formes linéaires

as” =/t)jB’°ax3
g
d/&b =®i/“')$ i = g‘ebr()ifﬁ a

ont un produit extérieur (contracté en A) d B‘b/\ d /b)5 égal & .0, autrement dit que
1l'expression

/,>,de)°= ad

est une différentielle totale. Ainsi, il doit exister une fonction §(?BA ) telle que

1ton ait
9

08P
Si l'on substitue les xi sux Bb , ‘on obtient
/3=% 9& R =Aﬁ@§
b 3 QxL Dp” A L /
/
On en déduit /

(2,5) Pe:i - b {aj [Air ®i§1 /

Lo fonction Q(x) peut 8tre choisie quelcongque. En particulier, on peut/la
supposer indépendante des A:'r « Dans ce cas © s
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s(ply = & st B0, %)

et ¢

. E(A%) sy, ) s(a) =0y, )

1y © Det E(F’) Det & j] ('_Det E(A] [Det E(bﬁ (P]
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A NNEIXE C

PROMENADE ALEATOIRE EP SOLUTION ELEMENTATRE DU SYSTEME DE DARCY

Nous avons observé dans la Note 55 1'identité de 1l'équation de 1’hydrodynami-
que et de 1'équation de Kolmogorov relative 3 un processus markovien décrivant une pro-
menade aléatoire. Identifiant pression p et densité propre p du liguide par
un choix convenable dlunités (en réalité il s“agit toujours de variations de pression
ou de densité) et introduisant l'inverse a = a de la porosité @), 1'équation de

1thydrodynamique s’éerit <
(C,1) Qf =D, D, 2 1)

L'équation de Ko]mogorov d'un processus représentant une promenade aléatoire .
est de la forme

r()f 1 ij i
(c,2) =28y (VW e ot
et s'identifie 2 (C,1) si 1'on premd o
oo i_ Ib i3
, = a K
(¢,3) J
Vij =2 a k;ij

Cette identification n'est possible que si AL et Yoo vérifient la condi-
tion dite de réciprocité

(0;4) 9, Vi 2 +Vi«°ﬂ’a log a

Sous cette econditionm, il y a identité entre la solution :f’(ye xe t) de (62),
qui représente la densité de probabilité de présence en x au temps + d'une parti-
cule lachée en y au temps O, aves la solution élémentaire f(y; z, t).= Wp(x,t)
de (¢,1) domnant ia densité mecroscopique en ¥ et au temps . t lorsquiune masse unité
de liquide est injectée en y & 1'instant O, ‘

Lorsque 1'on comnaft la solution lénentaire de (C,1) - qui est une A:e'xponen-

tielle de Gauss si a et kij sont eoﬁstants = on peut toujours en déduire, par
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suﬁerposi*tion; »ies-solutionSvcorrespondant & -tel ou tel type-d'écoulements permanents,
et, en particulier, 3 nos écoulements uniformes au niveau macroscopique.

Dans qﬁelle mesure le passage inverse est-il possible 7 Autrement dit, la
connaissance des solutions privilégides de 1'équation de Darcy, c'est-d-dire prati-

quement la-comnaissance de la décomposition canonique k=C B"l '

du tenseur des per-
m<=fza.‘n:i.l.’d:éss9 permet-elle de remonter & la solution élémentaire de 1'équation (c,1) ¢

On ne doit pas 8'y attendre dans le cas générale En effet, dans le cas particulier d'une
dérive AT mlle, c'est-d-dire, selon (C,3), dams le cas d'un tenseur ¥ conserva-
$if, on comnaft les solutions privilégides (7, p = te) mais on ne sait pas pour
autant intégrer 1%équation (C,2) pourw I () quelconqueo Exeminons, cependant, de

plus prés comment se présente ce problime. Soit

Aj;g Ajﬁ q)ﬂ)a

Det A

k:i‘j =

» Oh
1la décomposition canonique de kia,, .Aﬁ/:b étant 1l'inverse de B)i =’Di Eb et ¢

vérifiant (30).

Dans le systime des coordomnées ai,, la periéabilité prend d'aprds (19) les

composantes
(Pis g gpi:)
Det A y

tandis que 1'équation (C,1) s’éerit o

Q A
7-8% -—=ng fdi (W‘xij[aj a f)

Pour abréger, nous prendrons V— = 4, ce qui revient par exemple 3 prendre

L

comme axe;des xi un systéme orthonormée On a alors .

W: Det A

et notre équation devient

9, - i3 .
‘athetA ’bfb jat
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Mais ’ai 4)13 = 0 selon (18). D'ol finalement &

9-/% £ Dot 4 = {1 ,()ij(a £)

On ne connaft pas la solution générale dune telle équation. Mais dans le cas

¢ o

(¢,5) Det A a

particulier ot l'on a .

les Gij étant des constantes, 1l'équation se ramdne au type simple

(¢,6) e = 490, (a0

dont la solution élémentaire est une exponentielle de Gauss.

A cause de 1la relation ,ai¢13 = 0, la condition (0,,5) est remplie gi, et seu-
lement si, a et Det A sont proportionnels. Autrement dit, il existe une constante
o telle que l'on ait ©

a =
(c,7) %
OEEI -
La premidre condition s'éerit

W= o« Det B
Comme on a également &

Det k = (Det B)¥2 of aet C

on doit distinguer les cas n=2 et n=3.

A deux dimemsions, (C,7) entrafne

Det k = of det C = C°®
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< A trois dimensions

Det k = Q) o det C

La premidre relation (Det k = ¢%®) apparatt comme un peu artificielle, La
deuxidme est physiq_uement plus intéressante puisque porosité-et perméabilité: oﬁt tene
dance % varier dans le méme sens (elle n'est cependant pas compatible avec le cas
trds fréquent ol les perméabilités sont lognormales et les porosités & peu prés gaus-
siennes. Plus généralement, elle suppose que Det k - = kl k, k.), et (0 aient méme

variance relative. En général, la variance relative des porosités est beaucoup plus
faible que celle d°'une perméabilité principale, et, a fortiori, que celles de Det k)e

Lorsque les conditions (C,7) sont vérifides, on obtient la solution élémentai~-
re de (C,6) sous la forme :

A i
f(p; 5 : t) = ;‘Z‘]’)‘:’)"m exp[- "’z% Dij(ai ":Di)(ga m» ﬂ

od D, 3 est llinverse de CLJ, I1 suffit de faire la substitution gi(x),, 1(y) pour
obtenir la solution élémentaire i‘(y;x;t) de (CG,1). On vérifiera facilement, X partir
) de (C,7) que la matrice des variances est o
N O'ij =jf(y;x;t)dﬁdxzooo=(//)f(p;gyot) Det A dgl dgaooooo
soit o .
O'i Jd =2 Gij %

Or la perméabilité macroscopique et la porosité moyemne sont iei.
i Pl oo o
E(®) = « E(Det B) = «

D'chr le résultat -

(c,8) Ao 2. i
EK®)

qui est la transposition macroscopique de V 13 = 2a kij.
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Le relation (C,8) est remarquable en ce sens qu'elle indigue-une croissance
des -covariances, rigoureusement proportiommelle au temps. Elle est évidemment liée
au caractdre particulier des hypothdses faites. Dans le cas général, la covariance
de f(ygx;t) sera aléatoire, et c’est seulement en valeur probable qufelle vérifie-
ra une relation du type (C,8).

Construction d'un schéma de promenade aléatoire.
i

Dbnnons»nous un champ de vegteur v, =V e (ei vecteurs de base). La

particule regoit un déplacement aléatoire aux temps O, At, 2 Ate... Iorsquielle est
en x, ce déplacement aléatoire se fait le long de la trajectoire o % avec une vie
4a
tesse =«?V ¢
| S g
i o v

(699) dx = &

dat s

les ccﬁ sont tirés au sort (indépendamment) tous les At selon une 1oi de
moyennes et covariances -

(.20) g E(ocy’) =g ])E
c,10
’ E(u?'ah) = Szb
Intégrant (C,9) au 28me ordre de + 3 +t +At, on obtient :
) 3 2 4
Axl=d.§mAt + '1—-“5-6‘ A
at 27 4t
aveg

2 4 0
£4.24 b L)t S e g

dt
Diod

s P At aQ A i, M2
Axi—oc ‘VQ)-%e-a-ﬁog"m v"’brajvg)__;i-
On prend & = \/At et on pose

i A i
Al = nm-Ec- B( \gt)
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De (C,10), on déduit les valeurs de A et Vlj :

i_ 04 ()'b i
R R R AL
(¢,11)

PN TN R Yt

'ij =Seb i3

7 %

Le processus limite ainsi obtemm obéit & 1'équation de Kolmogorov (C,2) avec
les valeurs données ci=dessus pour :»\i et ‘Qije Inversement, la simulation effective
de la promenade aléstoire, ou le calcul de ses matrices de transition, fournissent
une solution approchée de (C,2). Pour que cette équation soit du type hydrodynamique
(C,1), il faut écrire que la condition (C,4) est vérifide. Avec les valeurs (C,11) de
7»1 et ‘vij, cette condition donne

2 DP' + (SZA vjA )/()j log a =laj (SQ'AV% )
soit, en posant =

9, [wshv%] 2ot

Nous supposerons D' = E(az) identiquement mulle. Il reste la conditiom

. (c,12) Q, {msuvjdz 0

4 .
b -}
a

et la perméabilité k*

(c,13) kij—'z' ﬁb v, 3

3 est alors donnde par (C,3)

La perméabilité apparatt eomme le produit du tenseur (g- S )bp conservatif
d'aprés (c 12), par le tenseur vb Si celui-ci a été choisi comme 1'inverse d4'un

(-]

tenseur gradient B 1

I QL 2
P "ig;gga

(0,13) est une décompesition canonique, et les solutions macroscopiquement unifor-
' mes peuvent &tre calculées a priori. On a, en effet

‘ tb"b- Det A :O_Q sip



et

= m %! Det A v’é S(J'-'j

Les solutions macroscopiquement uniformes sont alors :

A
0 p = QW B
qi gﬁ% Sﬂbvi%

9%

c- 70"'
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SUR UNE PROPRIETE DES MATRICES DEFINIES POSITIVES ET DE LEURS INVERSES

Soit (t):l‘“'1 un tenseur aléatoire symétrique et défini positif, et LPij son

inverse. Nous nous proposons de montrer que la matrice

x(¢-) - Ea(ég)]'i

est définie positive.

Partons de la relation

(p,1) o LP:LL tpej [53 = cchu

Elle exprime que qD et(p sont inverses. Comme (P iﬁ est définie positive, 1'inée
galité de SCHWARTZ .

Y'E(oei L\)ijg YQ’)T < Bty b aiyt (0 v

est vérifiée. Prenons pour y?/ llexpression -

| | vb= CP% £

A gauche, d'aprds (D,1), on obtient ((qu@u)z. A droite, on remarque que .

Qv vty =AY By

Diod 1'inégalité .

uu ng ﬁu[gv<“u E“\)uv)“v ﬁv@ E(éegﬁ/b

Prencns ensuite comme vecteur (> successivement chacun des n vecteurs

propres de E(L}?) et sommons les inégalités. On obtient, pour le vectewr [3 1 ge

valeur propre At e

i i
' o o _&u{f’_y_s o E( q)uv) o



L e T T e I -

y 96 D, 2.~
en somment en i on fait apparaftre les composantes H _ de E((_p)"l
C . i ,i .
H = § _E—E%l
w3 A
Par suite <
u v u v
o« H_ oo < o E( \.\)uv) &
-1

Cette indgalité exprime que la matrice E((l) ) -{E(‘?ﬂ , de composantes
E((Pw) -~ H_, est définie positive, comme nous 1%avions annoncé.

Ce résultat, qui peut aussi s'énoncer en disant que 1a matrice

5(9) B¢~ -1

est définie positive est une généralisation évidente de la relation usuelle
E(X) B(3) =4 20

valable pour les variables aléatoires scalaires.
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* ANNTETZXTE E
CALCUL DE Té":-mms ‘IE CAS - SUB~ISOTROPE

Partons de 1'expression (109) o
' ugu, u_ u
(E,1) e / Py L - du
bh () | ot

od, par hypothdse, la transformée de Fourier Plﬂj(p) de R wa(r) ne dépend que de

5 ___i/g,h up

D'une manidre générale, soit § (p) la transformée dune fonction sphérique
F(r), et soit & calculer ©

) u,u u
(E,2) A =SBy LAY 4y

Plagons nous en axes or’(:honormes° Les seules composantes non mulles du ten-

4 seur A sont ©

A1y = ooop = 3333

A1po = hopzz = hggyy =hyoin = eeee

puisque 1°’intégrale (E,2) ebt mulle si ‘Sson argument est impair. Compte tenu de la dé-
finition de pz, on a de plus (l'espace étant & 3 dimensions)

A 7E Bt = (3 Aqqp 6 A1122) -—ﬁ/@(p)du = F(o)

Il suff:.t de calculer A‘llll' Passant en coordonnées polaires, on trouve &

Allll /:19/ 2cos44) sinc;) ¢/§(p)p dp = /)4s:§(p)p2 dp
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A
g. P / § (p)an =1700)
% A122 = _%5' § (pan = 5 ¥(0)

Sous forme tensorielle nous avons par conséquent o

vk
(2,3) bogty =15 (O [gﬁ 80 * &l Bt) ¥ vy gt!l:\
Appliquons cette relation au calcul de (E;1). On a ici

(/ﬂPi"'bj(p)du = giv¥(0) = ivH

Par suite, il vient .

g 4 i | |
(E,4) T "1 &7 [gw 8t &l Ber T &y %]

Cas isotrope

Plagons nous maintenant dams 1thypothdse de l'isotropie, au sens précis sui-
' vant . il y a sub-isotropie et, de plus, la matrice des covariances ¢ive prises au
méme point d'appui est invariante ;gar:ro‘cation (ou, si lton veut, le tenseur Ciﬂj

s mémes composantes dans tous les systémes orthonormés). On voit facilement; par un
raisopnement classique en élasticité, que les 36 composantes Cinj ne dépendent, en

réalité, que de deux paramdtres A et p .

. - . 2
(E,5) civ - [x g’ g+ u(git'gvgj + g9 | (&)

Compte. temu de (E,5), 1'expression (8,4) de T:;i“ devient, dans le cas iso-
trope .

(,6) T (:(wxsj@ o) +of o)+ (e g }J
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Caleulons dans ce cas le tenseur de SCHWYDLER ¢

sid _ gQA pd oA iVt
b T SR

On trouve, % partir de (E,5) ou de (E,6) :
(2,7) s =% (s an) g

Dans cette hypothdse, le tenseur de SCHWYDLER est isotrope.




