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NOTE GEOSTATISTIQUE TN°60

TRANSFORMATION DES PERMEABILITES DANS LES DEFORMATIONS LINEATRES

I.~ REGIES DE SIMILITUDES

On connaft 1'importance des rdgles de similitude en hydrodynamique. Leur
succds provient de ce. que. le'groupe des similitudes.laisse invariante la forme des
équations fondamentales. Lorsque deux milieux se déduisent 1'un de l'au'hre par si-
militude, toute solution des équations fondamenfales pour .le premier m::.lleu se trans-—
forme, & un facteur prds, en une solution relative au.deméme milieu.

Par exemple, soient deux milieux poreux A(x) et B(y) rapportés & des
axes orthogonaux (031,,0::2...) ek (O’yd,o 3’2"') respegtlvemen’c, tels que lg simi-

. litude

= Ay, .

fasse correspondre les graing de B auxgraizis de-A- et les pores-de B aux pores de A
(avtrement dit wA(x) = &)B(Nr)', Q) y ot () désignant les porosités ponctuelles

de A et B). Soient p(y) et w (y) ume solution des équations de Tavier pour 16 mi-

Op(y)

(o) _
! e
{2, ) = 0

lieu B

A w, (v)

Si 1ton pose . .
p'(x) = »(3)

e uj*-(x) = 'A,u.i( % )

on vérifie immédiatement que p'(x) et u:{('x) sont une salﬁtioﬁ de 1'équation de
Navier pour le milieu A (vérifiant les conditioms sux limites déduites par similitu-~
de de celles que l'on avait imposdes au milieu A).

Supposons en outre (voir Note N° 59) que la solution relative au milieu B
vérifie la loi de Darcy (microscopique ou macroscopique)

ui(y) = I ,j( ) P(Y)

KR



=2 =

Remplagant y par ;:-\E on obtient

ST 1Y -
pul(§)=ka(§) rbx

Scit, d'aprds (2)

15, %y ‘Op' (@)
EEh =

p a':‘- (z) =22

Ainsi, la solution u’ P! obtenue pour le milieu A vérifig—:} elle aussi )
une loi de Darcy, avec un tenseur des perméabilités k'la(x) qui se déduit de la
perméabilité k*¥(y) du milieu B selon la loi

T {

(3) td(x) = k:,;( 5)

Ia loi de fransformation (3 ) ainsi obtenue 001n01de avec la loi de trans-
formation du tenseur - K 13 lorsque 1a relation x =2Ay est interprétée eomme un chan-—
gement de coordonnées. Mais son contemu physique est plus riche que la notion d’:mva—
riance tensorielle. Il ne s'agit pas, en effet, d'exprimer dans les nouvelles coordon=-
nées x le tenseur kia représentant la méme propriétd vhysique (permeab:.ll’ce) du
néme milien B, mais de déduire d'une propriété du milieu B la propriété correspondan—

te d'un autre milieu A physiquement différent.

Le fait que la loi de correspondance (3) affecte une forme tensorielle
est naturellement 1ié & 1'invariance de la forme de 1'équation de Navier pour le grou=
pe des similitudes i,et ne subsiste pas pour le groupe plus vaste des transformations li-
néaires. Le laplacien, en effet, se transformera en un polynome différentiel du 2&me or-
dre & coefficients constants, mais quelconques ¢ la transformée d‘'une solution de 1'équa~
tion de Navier vérifiers ume équation aux dérivées partielles qui n'aura plus la forme

de 1'équation de Navier . ce ne sera pas une solution.

Ainsi, si deux milieux A et B se dédwisent 1'un de 1'autre par une
transformation lindaire, leurs sslutio:ns u'y p' et u, p ne peuvent pas se déduire
llane de 1tautre par la méme tramsfcrmatmn. La loi de correspondance entre les ten-
geurs ¥ 1 (y) et k? J(x) ne sera done plus lindaire et pourra prendre un aspect trés

complexe.
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- Pour-déterminer-cette-loi-de correspondance, il faudrait résoudre expli-
citement les équations de Navier, ce que nous-sommes bien incapables de faire dans le
cas d'un milieu poreux quelcongue. Si nous voulons aller 'plus loin, il est nécessaire
de-faire des hypothdses simplificatrices. Or il se trouve que le schéma du milieu po-
reux & canslicules indépendants (NOTE 59) se préte &.des calculs explicites. Les lois
obtenues dans ce cas particulier trds simple n'auront évidemment pas de valeur généra-
le, mais apporteront pourtant une indication qualitative intéressante. Nous verrons que,
malgré le caractdre simpliste du schéma utilisé, les lois obtenues ont déjd un aspect
complexe et, en particulier, dépendent d'un grand nombre de parametres.

-, S

La méme méthode, d'autre part peut 8tre appliquée & 1'étude de la ‘propa-
gation d'un courant électrique dans un milieu de conductivité régionalisée. Le milieu &
canalicules indépendants trouvera son équivalent dens un réseau de conducteurs rectili-
gnes d'orientations varides. Le calcul que nous ferons montrera que, dans une transfor-
ma'tio_h lindaire, la conductivité se modifie selon des lois qui ne sont pas du tout les
mémes que pour les permésbilités. Soumise: % un examen critique, l'analogie électrique
se révdle trompeuse (bien qu'elle soit souvent utilisde en toute confiance par les ex-
périmentateurs : la bonne comscience et le sentiment psychologique de séecurité qu'en~
tratne la manipulation de phénomdnes concrets emp&chent de voir que le phénomdne réel-

lement expérimenté n'est pas de néme nature que celui que l'on veut étudier).

MTILIEU A CANALICULES INDEPENDANTS - 2 DIMENSIONS.

e

a/- Solution de 1'équation de Navier pour un canal rectiligne de largeur _h, constante.

L'écoulement permsnent correspond 3 une vitesse v(y) orientée selon 1'axe
3 du canal pris comme axe des X et dépen~

! - dant seulement de y. Les conditions aux

M s
limites donnent .

g, W5)=v(-35) =0
' = G(YZ h2 R dp
Avec v = - -Z’), oma Av=2¢C.8iWs= 1o est le gradient constant
de pression, 1'équation de Navier 3
W= p Av
est vérifiée pour C = Q. » et 1'équation de continuité est également vérifiée puisque
2p




b

v mne dépend pas de x. Ainsi, on a .

2
o(y) =L (% - &)
2p

Le débit total est

oh/2
Q=2p / w(y)ay = ~B-L—- 17
0 2y

Le débit unitairve est ainsi donné par une loi du type de Darey «

Pran WL o W, LA N
o
5]

i

b/ Milieu 3 canalicules indépendants, Soit v la porosité (pro'babilité pour qu'un point x
‘soit dans les pores) et f(w,h)d o dh la probabilité pour qutun point donné des pores
appartienme 3 un canal de direction o et de largeur h. Si & est petit, on peut
négliger les perturbations qu'apportent & 1técoulement les phénomdnes qui se produi-
sent 3 ltintersection de deux canalicules d'orientations différentes. Pour un gra-

dient ’Eg constant donné, 1'écoulement d'ensemble est alors la somme des écoule-
ments qui b"—" produisent dans chacgn des canaux pris isolément. Le canal (oc ,h) est
soumis au gradient 1ong1tud:|.na1 . = ocj o cp. Le débit unitaire dans la direction de
son axe est donc = Tg'[,,hz or.j%b, soit vectoriellement :

doo bt el o
12 p d

En un point = quelcomque, le débit ql macroscopique est donné par 1'espé-

rance mothématique de 1'expression précédente. D'ol la loi de Darcy -
i ij -
q = -k J Bé E’\

aves l'expression suivante du tenseur des perméabilités

- (4) i = 0 B0® o o) '-C//h o o £(xph)acdn

_ P
( =5

AP



(5)

¢/ Loi de transformation des ko

Sous forme explicite .

i

( W = ¢ B8 cos® )
2 W2 - ¢ ]E:(h2 sin o cos )

K2 = ¢ B(® sin® o)

i

Sur le milieu & canalicules indépendants étudié ci-~dessus, effectuons la défor-
mation linéaire - - .

'=AX yi=py

(1a lettre B - module d'affinité selon Oy = n'a plus rien & voir avec la v'iscosi“t:é
qui -est, & partir de maintenant, incorporée dans le coeffiéient constant C de
1'équation (5). .

A tout point (z,¥) d'un canalicule (h,&) correspond le point (x',y') apparte-
nant 3 un canalicule (h',x') avec ©

s sin «! = &_S_J_.E_(x___
' VaZeosPor + plsin®a

A COS o

V;,g,eosaoc + 2sine

o
2 cos o =
5
5

bt = Alh
\VaZcos? o + plsine

Le nouveau tenseur de perzéabilité

9 = ¢ B(a? o 1Y)
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peu’c donec s‘expliciter comme su:Lt .

K‘l // h cos [ 5 £ dodh
(kcosoc-bp.s:mcc)

Kﬂ2= Y p.3 Ve n2sin & cos o £ dodl
‘ (32cos®x + pPsinZe)?

(7)

NN el N St N

2
k%2 - ¢ A p4/ hsm“ £ dodh

(?\. 0870 + B Zein oc)2

La comparaison des relations (5) et (7) montre que la loi de transformation
des perméabilités dépend de manidre assez complexe des modules A et p de la déform
mation. Pour A =p, on retrouve la rdgle de similitude K5 =22 k'Y, Mais, si A # B
la loi de transformation dépend explicitement de la distribution f£(x,h) des canalicu~
les. Pour fizer les idées, examinons ce que donnent les formules (7) pour quelques
distributions particuliére‘ment simples. '

d/- Distribution uniforme. Supposons h et o indépendant, et posons

(1) = a°

et prenons wne loi f(x) = 2%— uniforme (toutes les directions sont également pro-
bables). De (5) on déduit ¢

K™ =k -206.

N

K™ =0
et K’li cvﬁ 2_@_3 25 coszoc a
= W3R/ T2 2 2o 4
0 (?\cosoa+ps;noc)

s 2% ,
¢ A (a2 coszoc + p s:.nzoc)




- T -

2 On vérifie facilement-les égaii’cés

2 2 A : d o A
- @?ﬂ“ ='§&?/"§ > =

A cosaoc + s:.nzoc AR

271.
2 2
%/ . cog? ocdoc . ’______(___ E('N’ ) =
0

(22cosort pPsinte P 0? 2 x3p

D'old

e -cdlap
Bl e Y T
O L

Ainsi, dans ce cag particulier, le milieu transformé reste isotrope. Les per-
méebilités. sont multipliées par le produit A p des modules d'aff:.mté. Cette regle

de similitude genéral;.see est liée, en fait, 4 la distribution umforme, des direc-

tions,. Elle ne subsiste pas pour d'autres distributions.

s/~ Distribution discrdte.

Prenons encore h et & 1ndependa.n’cs, et supposons que 1a mo:Lt:Le des canalicu-
les aient la direction & =0, 1l'autre moitié la direction « = 2. Le milien initial
est isotrope et possdde les mémes perméabilités que ci-dessus. '

€ =0

Aprds déformation, on obtient o
g K11_~de—~u2kﬂ‘1
i B2 =2cd? =%

2 =0

. Le milieu est, cette fois, anisotrope. Si n2>M, > g2 l"anisotro;gie des

perméabilités est inverse de celle des déformations,® Clest dans la direction de moin-




!

k]

dre contraction que la perméabilité est la plus »éduite.

Avec une autre lod d:.scré‘te ¢ la moitié des canalicules dans la direction 75
1'autre dans la direction 3 = 4, on a encore

=1 =Tcd
kﬁz = 0
mais cette fois 4
K;’Ll 4 A . kﬁi
(?» + p?)

K22 7‘._,,.&__,,, k
5 0% +p2)°
2 Kizz 0

2y

- o 1'anisotropie des perméabilités

a le méme sens que l'anisotropie des déformations.

Cette fois, pour p>A ona

Déformation infiniment petite,

Pour plus de commodité, introduisons la fonction

?x,p. </c/)//1 Zfdocdh
%, eo“oc*-p.@:moc

Les relations (7) donnent o

3 Kﬂ"i-szzmQ‘?\.}i @.22)
Kﬂi z—C?\,42d'
s 2%

g K2 w22 ,,ﬂx.;ﬁ:_
a pl

ne s'éxprime pas & partir de §:° Mais, si la loi f est symétrique par rapport

B

KQZ
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& «=0, sz est identiquement nul. Nous nous limiterons -3 ce cas particulier, qui
est celul ol déformations et perméabilités ont mémes directions principales.

Pour étudier une déformation infiniment petite, posons :

2

A= Ades
=ty
On a ©
A = 1 5= = A4+ scoszo& p sinzcc + (ecoszoc +Y}sin20c)2+...

22cosZe + p2$in204 A ~ & cos®0 - Bsin e
Dtolt T .
'@(7\2 p,z) ~E +e E(hzcoszcx) + ?E(hesin%x}
+ sz)E(hZcosAfoc) + 2e E(hzcoszo_:sinzoc) +p2E(h2sin4oc)¢
Au premier ordre, on obtient ainsi pour la trace des perméabilités .
g2 . (km+k22+ekm+yk22)(f,t-s— p)

KL+ B2 = @ -t 4 (4 - 0) 2

Pour calculer Km, on remarque que l'om a

- d_% = @.. = E(hzcoszoc) +2¢ E(hzccs4m) + ZpE(hzsinzoccas‘?oc)
da de

Doy - .
- Iém - ?\4 p.2 Lkm + 28 C E(h2008405) + ZpC E(hzsinzo,ccoszoc)}
B2 = 2 [k22 +29¢ B sinfo) +2 60 E(hzsinzoccoszoc)]

Soit encore

A1 (. 23-\;)) L g ¢ E(hzcos4o¢) +2pC E(hzsinaoc c'oszoc)

K2 = (a-2y- )2 + 20 6 B(nPsirfacos®a) + 290 E(b%sint o)



- 10 =

Les relations

Ui

=0 E(haewszoc) = E(hzeos4cc) + C E(hzsinzoccoszoc)

122 o ¢ B(rlsirfn) = ¢ B(tPsintx) + ¢ B(bPsinfacos’)

montre que le moment dlordre 4 E(h2 sinZo; c@szoc) intervient seul dans ces relations.
Posons
k = ¢ E(hz sinfo coszoc)

I1 vient’

( B e wp)d 2(y = o
2= -e) P - 2(9~ o)k,

Ainsi, méme pour des déformations infiniment petites, la loi de répartition
foph) intervient de manidre essentielle, par 1'intermédiaire du moment dfordre 4
E(n 25120 cos cx.) ¢ Le pavamdtre k = qui Iigure dans les relations (8) ne peut en
- gucune manidre se déduire des permeablli“kes ' i3 du milieu initial. G'est une carac-
téristique physique supplémentaire du milieu, dont la dimension est celle d'une per—
méabilité. Ce terme ko suggdre 1l'existence d'un nouveau tenseur, que l'on pourreid
appeler tenseur des . secondes, capable de rendre compte de la trans-
formation des IO dams une déformation trds petite. Pour mettre en évidence ce ten-
seur, il est préférable de revenir 3 des x;ota‘c;?.ops tensorielles plus générales.

4

g/ Forme tensorielle de la loi de transformation.

Boit A la matrice de la transformstion :
=4z ou xi =a% 2

Le ve@ﬁeur wmitaive w (d@ 1'espace des %) de direction & devient le vecteur
'l (de 1l'espace des x'), qui n'est plus unitaire
.o w'd = aij v;j
En normant w'l, on obtient le vecteur unitaive «' &
R i aij uj
wtl = 2 =

furl E/é at & uTjg
m F A




-1l ~-

‘Désignons par A = ! Af!-le -déterminant d\.e~A.'~ -Liélément dtaire h /\ v construit
sur - u- et-le vecteur h (orthogenal &~ u et représentant la largeur du canal) a
pour homologue un élément hy A avec

[sghw] =] = (n]

D'autre part u' = f lu'l (o® unitaire) et (h&?‘/\ oc'l = h' est la largeur du
canal transformé. Donc ¢

oA o nd
]u'! L \\ig&m afur 'amA ur uA

Nous obtenons ainsi notre lei de transformation sous la forme tensorielle gé-
nérale o
h a@ a a‘g o
mor
gp a a, o o]
£, % A)Z

Le terme qui figure au mumérateur représente la transformat;‘.dh" du tenseur o ol

(9)

\ i
dans le changement de coordonnées associé 3 la matrice A. Le dénominateur n'ést
constant que si A représente une sj’.milimae, Pour une matrice A quelconque, c'est

une fonction du vectenr o.

Cas d'une déformafion infiniment petite. Posons ©

les e:;.' étant infiniment petits. Au premier ordre om a

Aotimetanoe ~oo

2 i
A =4 -2 ¢,
i
Le mmérateur de 1'expression (9) se réduit 3 ©
261 by (680 n N o o mnlod o od oo
h(ﬁ&ms@)(ém—am}osoq hocos«-aﬁor. oc-accoa

Cette expression est syméirique en i et j.
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~La forme-quadratique sfobtient en multipliant par g . l'expression entre

crochets eemte c:.mdesws, so:Lt :

gij

[csi o - aig ocp’oz sa | =a-2¢ m o(@“m

.

Finglement, au premler ordre, il vient .

g = ga -2 e:g’;) E[h (oc o? ne}'cx - oc o )(ﬂ.+4—s€m ocﬁ‘ocm)]
=c(41~283é )";E[haioa ma a& o(e'a -e: o o +4<:& cc'e’ecm o 043]

Soit o
(10) £ (a-ze;& [ 8’6]“ eak +4€£mﬁmj]

Le tenseur R’?‘ J(@omplétement symétrique d'ordre 4) est 1ié aux moments du

4éme ordre des o par la relation .

(11) phmis _ g B(n? od ot ot - o)

In

Par eontraction sur deux indices, ce tenseur domne les perméabilités k H

Emi 2 Lm i

RS =C B o " o o) =0 E(hz.ocz’qcm)

1
Dol o
i D Da

(12) B, =k

R*JYE, e tenseur possdde, l'espace ayant deux dimensions, cing composantes distine-

tes seulement, La loi de transformation (10), gque l'on éorira plutdt sous la forme ©

(13) K+ .a(a—ag}%)kl& 5@ ﬁ e 1 m+48!)m -@mn.g

donne pour la trace Ki’ compte tenu de (12) @

= (4 = 2@%) ki - & ke.i-n &0 ¥ g g 50
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Soit

(14) K, = - _Zey’)k. + 20 5 s

e

Cet invariant-ne dépend qu.e des pemea‘b:.ln.tes -k~ 3 Son calcul, ‘contrairement
4 ce qui- se passe pour les Kl"J elles-mémes, ne nécessite pas l'intervention explici-

te du tenseur R.

III.- MILIEU A CANALICULES INDEPENDANTS - 3 DIMENSIONS.

A trois-dimensions, les'calculs se conduisen't d'une manidre analogue, avec ce=-
pendant quelques difficultés supplementa:.re» “dimputables au -fait qu'il faut maintenant
3 paramdtres (au lieu d'un seul) pour définir la section d'un cylindre elliptique

diorientation donnée.

a/ Solution de 1'équation de Nayier pour un cylindre dont la section droite est une ellipse
de demi-axes a et be On prend l'aze du cylindre comme axe des x et on cherche une
solution ol la vitesse, orientée selon 1l'axe des x, est de la forme =

) yz 22
uly,z) = 0(-§ t =5 - 1)
a

b
On & ici AumZG(f}»-&&) =L s Aol ¢
272 ¢
. & b dx
2.2
¢ =20 . 4
ou(a2i?) 4=

Ie débit unitaire est

2 4
=---~-=(/(//,u(y,z)dydz = 0 C(a“ Z —/.L) = - -R» a b 3 2
7% ab +b dx

Le canal cylindrique de section elliptique vérifie donc une loi de Darcy de

1la forme .

dp
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b/~ Milieu 3 canalicules indépendants. = Si le canal est orienté selon le vecteur unitai-
re o, on obhient °

N
dee e 2l D

4 a2+ b2

Pour un milieu ¥ canalicules indépendants de porosité ) , on obtient la loi

de Darcy sous la forme
{

ql = - *d ,ajp

(15) o 22 .
S ¥ = ¢ E(—g—-z- o o)
a +b
p | _ KR
On a posé C = -9, Ltespérance mathématique E(T— & o) doit &tre prise
- B AT o et b « N
relativement 3 laloi de répartition simultanée des variables aléatoires o ,a et b.

Les relations (15) généralisent (4) ou (5), & ceci prés que la variable G est rem=-

placée par = .
212 A
a2 o+ b2 A,.4a
2 2
a b

¢/ Loi de trensformation des k9, Soit

i1 4 2oL a
i

x? majz' X

1a transformation lindaire faisant passer du milieu initial (espace des x) au mi-
lieu déformé (espace des x'), et gij et g'.  les tenseurs métriques de ces deux
' i
espaces. On notera que gij et g'_ ne dépendent que du choix des axes de coordon-
i

p J, .
nées auzquels sont rapportés respectivement ces deux espaces.

L'ellipsoide tij ¥ 2= 4 du prenier milieu se transforme dans l'ellip-

soide
1 1 w99 == 1. L .3 mo_
ti;j x'+ x = tij ag, a, X‘Q’ X = 1
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Dol ¢

"(;' aza =

i J v
( tij b/@ ~~bmamﬁ£/m

; . , i g _ :
Lorsque Deb \ s 3 ‘ = 0, 1 quadrique tij ¥ x° = /A est un cylindre
dlaxe o el que ‘bij o = 0, et 1l'invariant % + '%- se réduit & o
a b
4, A i 43
B B TR - S JR
az bz i . - B

Aprds déformation, cet invariant est devemu

SR SR+ DY SN S I
'ti '2+b92 g Jcij g b«?) bm tij

De méme, le vecteur unitaire o (axe du cyl:.ndre) s'est transformé en un veg=
teur a «(/ m% non unitaire. Normant ce dernier vecteur, nous obtenons le vecteur

L 2

unditaire de 1'axe du cylindre transforme sous la forme I
' a%
“'i - "el .
V gl a’ & a '0/ -

‘Avec ces notations tensorielles, les perméabilités initiales et transformées

stéerivent (d'aprds les relations (5)) :

s P S
klg = ¢ E( & i@&
¥

)
i
ajz ajm .ccﬁ ot

(16)

) =0
G
{

? 1 ﬁm J
(g.aga b (g bmtij)
les tij- ayant un déterminant mil, et le vecteur umitaire oF &tant détermind
J_
par ti,j o = 0. ,
La loi de transformation (16) conduisant 3 des calculs assez compliqués, sans
intérét par eux-mémes, lorsque la déformation est finie, nous nous limiterons au cas

d'une déformation infiniment petite,
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i i i
ag =5& - &4
bjzzﬁné, + 8:1('1

Dol (toujours au premier ordre)

e’ e m""O& ﬁ. %“@“j_aémmm“i

3 i J Em__ - ‘@j
gij aﬁ L A 1 2g.j

fn vy b b= £a

' o i
g g =W r2eT g by

Au premier ordre,, dn obtient ainsi 3 partir de (16)

i J 3 3 m i r m i 3
- - v o’ =g o o - 2 € _ o o o o
S Rk L Nk St
i i
In A i3
) 27 p by, 4w
i2
{(t74)
Posons © I} ;
mi’j A ocm acA ot ;:p; glg tr@ .éc;" Vre:“j
(18) R, =CE i %
“‘35. )
/
La loi de transformation peut s'éerire
- . Y o m-ij
(19) =t o % k‘gﬁ 3;11 B 42 arm R,

Elle s'exprime, ici encore, 3 l'side d°'un tenseur dlordre 4. Eorit sous forme
contravariante, ce tenseur a pour expression -

At haatol  ibn gy

=CER % .
vy <ti)
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I1 est symétrique par-rapport i chacun des deux groupes-d'indices ,Q, sm eh i, (mais
non pas-en- ﬁ et i, ou ¢Q, et j, ete .“) Par contraction sur les deux premiers in-

dices, on obtient. _

' 1‘” ‘

SEARTEIE e & 7| = ¢
s iy
“-__f”‘ii)

Cette propriété traduit simplement, comme on le voit immédiatement, j.(en prenant
la déformation e:i = 52 g) la régle de similitude bydrodynamique écrite en (3).

En contraetant en i et J, il vient <
, Jm
va.l _ ki’rm - E(
i
(CA)

Contrairement & ce qui se passait & deux dimensions, ce tenseur contracté ne dé-
pend pas seulement des ki'j Cette circonstance est lide au fait gque dan‘sla le milieun ini-
tial, on peut faire touzner un canalicule cylindrigue autour de son axe sans modifier
sa contribution aux %k 13 ( 4 + % est . mvara.ant dens cette rotahon), mais par contre
cette rotation change le o b K"J(A' + ‘2 est invariant pour les rotations de
1l'espace des x', mais mon pour les rota-i;%ons de l'espace des x). -On congoit bien que
des rotations préférentielles amenant systématiquement les grands axes des sections de
tous les canalicules en positions paralléles & un plan dommé, sans influence sur les kl'j
modifient notablement les K:"‘J

Si les cylindres sont de révolution, ou plus généralement, si, les or.i et les
demi-axes a et b étant domnés, les directions des axes de la section sont uniformément
réparties, en probabilité, dans le plan perpendiculaire 3 oci, des simplifications se
présentent. En effet, le cylindre de révolution d'axe oci et de rayon R a pour éguation

i i2
g5 % Xjn(mix) =
dfol

A
-tij b (gij (xl 053) R



Par suite

ij . ij - i3 - . s
CB| b | =Cp| Bz o )0 30 pp?) 1 td
‘ . 2 2 ] g 2
() i
Soit
ij .
(£%,)
b K34
D'od 1l'expression du tenseur contracté .
bui 5 bm 4 fn 5
(20) R =5k -3g K,

Lorsqule (20) est valable, la trace Kli ne dépend que des perméabilités iri-

A tiales kY :

i i, Li m i3
Kli...ki-asiel k" +3e, KT ~e, ko,

_ Soit 2 : ‘ _
i iy i ij .
(21) Kli.-(d.-ai)ki-t-aijk

 Ie tenseur R-@mg lyi-méme s'éerit, dans les m#mes conditions

Qi ;
R =§CE(R2‘QC’Q o OL:L “,]) _’lgﬂmk:.g
Soit E ..
Py ml s
Itgnug - g 3 J .f% gJZm Wl
@) ) L
g Emi oV o o o
=CE -3
vy

Le loi de transformation (20) prend alors la forme .
15 o Byai 1 by 5 oom m i
(23) K9 =@ Sg)k -€y k S,mk +3e, S

Le tenseur S *J est compldtement symétrique et, par contraction, redonne

les perméabilités initiales:
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(24) s, =k
En comparant- (11) et (23) et (12) et (24), on voit que le tenseur gtiLd
© joue, &-trois dimensions, le méme rme que R B3 3 deux dimensions, Mais il POSS &=
de 15 composantes distinctes (au lieu de 5). Compte tem des 6 relations (24), ce
tenseur introduit done 9 paramdtres physiques supplémentaires (au lieu de 2) dont la

dimension est celle de perméabilités.

D'ailleurs, lorsque le milieu présente des symétries, le nombre des compo-—
santes distinetes du tens'eur.S peut 8tre réduit notablement. (de la méme manidwre,
en élasticité, le tenseur a 4 indices, qui intervient dans la loi de Hooke, se réduit
dans le cas d'un corps isotrope, & deux composantes distinetes, qui sont les coeffi-
6ients de Lamé). Dans le cds _lé plus simplé,' celui d'un corps compldtement isotrope,

il n'y a plus qu'un seul paramdtre,’

e/ Exemple du milieu compldtement isotrope.

Dans le milieu initial, les- canalicules sont supposés &tre des cylindres
de révolution de rayon R indépendant de la direction o de l'axe. Cette direction «
est elle-méme unifomémen’c répartie sur la sphire de rayon unité. On obtient facile~

ment o
g2z _ q2255 _ 331 IS ¢ 5 )
M 2222 _ (3555 % ¢ 2% 2)

o oY = Gonl "
glitm Ln

Les composantes ol chaque indice n'est pas repete un nombre pair

de fois sont toutes nulles. L'état initial est 1sotrope avec la pemeab:.l:.te

-—gCE( )

Si 1'on prend des axes orthogonaux coineidant avec les directions principa~
les de la déformation, celle~ci se rédui‘c % ses composantes diagonales. La loi (23)se
réduit 3 ¢

e vmmm D ves e e e e C At M S e g Wema

Contrairement 3 ce qui se passait & deux dimensions,1'état déformé n'est pas isotrope.
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IV.- L'ANATOGIE ELECTRIQUE

La lo:|. de Darey,, completée par l'equatzon de con’cinu:l.t

i
q =“~"kalajp

se présente sous le méme aspect que la loi d'Ohm, complétée par 1'équation de conser-

vation de 1'électricité ' '
I=0grad U

divI=0c AU=0

(I vecteur courant, o eonduetlv:.teg U potentiel). Gette a.nalogie devient parfaite
lorsque le tenseur des pemeabn.lites est 1sotrope ( J )ellon. de Darcy se ré-
duisant alors 3 $

q_‘s-kgl‘aa'p

Ainsi tout problime d'écoulement ma'crpséopigrue dans un milieu poreux iso-
trope obéj;ssapt 3 la loi de Darcy peut &tre remplacé par un probldme électrique équi-
valent (et résolu expérimentalement). ‘

Au niveau microscogigue, malheureusement, cette analogie électrique cesse
dtétre valable. 11 n'est pas possible de déterminer les perméabilités par des mesures
électriques. En effet9 imaginons une correspondanoe ponct'uelle entre un m:x.lleu poreux
et un milieu conducteur coz;st:.tué par des grains isolants enchfssés dans un milieu de
conductivité © constante. Cette correspondance est telle qu's tout grain du milieu
poreux correspond un grain isolant du milieu conducteur. ‘ ’

J & @ Si 1'on établit une différence de pofen‘biel en~

? @ tre deux ?1aques P’.L ‘c::’t P2, paralldles, séparées

“W @ &> par une distance suffisamment grande vis-&~vis

/{; &® P @ de la granulométrie, le courant qui s'étab;it

,;: & @ est macroscopiquement unifornie. Tant qu'on se

/; ® @« limite & des expériences de ce type (c'estwd~-
P’l 7 P2 dire & des expériences conduisant 3 un courant

localement umfome au niveau mac:l"aseop:i.que)9 une relation linéaire s'établit entre
le courant macroscopique

9 = BD) -
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et ‘le-gradient de-potentiel. 11 existe ainsi (voir Note 59) un tenseur constant de

conductivité macroscopique oY tel-que *
EED
(25) 4 =0 9% v

De son coté, llexpérience hydraulique, effectuée dans les mémes conditions

sur le milieu poreux correspondant, conduit & la loi de Darcy
(26) ¢ =% Up

Malgré 1'analogie formelle de (25) et (26) et la correspondance établie
1
entre le milieu poreux et le milieu conducteur, il n'y a aucune raison pour qu'il

existe entre-les tenseurs o9 et K™ autre-chose gqu'une vagb,g ressemblance quali-

tative. Aucune rdgle simple ne permet déduire la perméabilite de ls cnduc’cte.‘

Cela se comprend assez bien. Au niveau microscopique, les équations de
Navier
i P = H A,
(27)

9
( ’ain:”so

ne sont pas équivalentes aux éguations électriques ¢

( ’Dium

(28) la’ o o
i

Qg

I,
i

Les conditions aux limites, en particulier, sont trds différentes. Le
courant électrique I conbourne les grains isolants. A la frontidre d'un grain, la
composante normale '.l'.zl doit s'annuler, mais I n'est pas nul en général. An contrai-
re, les équations (27), qui sont d'ordre plus élevé, sont soumises 3 des conditions
aux limites plus sévires © ¢'est le vecteur vitesse lui-méme (et non plus senlément
sa composante normale) qui doit s'anmiler & la surface des grains. Les solutions de
ces équa’cions ne présentent, a priori, aucun rapport entre elles (sauf peut-&tre,
une vague ressemblance purement qualitative). Si U(’, et p, désignent des.solutions
privilégiées, uniformes au nivesu macroscopique, les gradients tensoriels ’Dj uﬂ-pe.t ’bj' 12
conduisent, par passage aux valeurs moyennes et inversion, & des tenseurs otd et

k*J  profondément différents.
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Nous -allons-vérifier cette -circonstance en explicitant les calculs dans le

cas--du réseau électrique aléatoire, qui est le correspondant exact du milieu poreux
8 canalicules indépendants.

Le_réseau électrique aléatoire
Dans un conducteur eylindrique de section constante S, la loi d'Ohm donne
1'intensité i sous la forme

S A
- AT =08 grad U
‘g{ A

Te vectour courant {par unité de surface) est done

i=0

1=§-=cgraav

I1 ne dépend nullement de la section S du conducteur €lectrique.

/ 3 / JI , . , Lo

v/ / Soit un réseau constitué par de tels conducteurs, dforien—

7 : ' .

7 tations et de sections différentes. Lorsque 1'on établit

/’ /7 une différence de potentiel entre deux plaques paralldles

/| ; By et Py, le potentiel varie lindairement le long de cha-

que conducteur, de sorte que le courant qui s'établit est

/

? § le méme que si ce conducteur @Xistat Seuf

% %

Soit (O la probabilité pour qu'un point donné du réseau aléatoire tombe dans
un conducteur, et flx)dx 1a probabilité pour que ce conducteur ait la direction w.
Le vecteur courant, dans un conducteur de direction o, est M

Ii = O oci cxj ’Dj U
Le courant macroscopigué_ E(1%) ;j 1 est done
31 = ¥
;9
ot = B o Blo* o)

(29)

Ltexpression obbenue pour o9 peut se comparer aur expressions (4) et (15)
de kY, BElle en diffdre par l'absence totale sous le sigue d'espérance mathématique

2.2 .

du facteur h2 ou wgwh—i 1ig 3 1a géométrie de la section et possédant la dimen-
a +b . s

sion du carré d'une longueure Il n'y a donc pas proportionnalité entre les ctd et

les k'Y sauf dans le cas ol les dimensions ( b2 ou a2 ‘bz

) de la section sont
22 + b
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stochastiquement indépendantes de la direction «. Cette indépendance n'est d'ailleurs
physiquement plsusible gue si le milieu est isotropes Méme dans ce dernier cas, la
loi de transformation de ot lorsque llon déforme le milieu ne coincide absolument
pas avec celle des kia.

A deux dimensions, en effet, on obtiendra pour une déformation af'é la mouvel-
i
le conductivité z ) sous la forme

i 3 bnm

aeamqm

i .
(30) Z J =0 o B T 3 mﬂa -
gij aL a n [+ 4

trds différente de (9). Pour une déformation infiniment petite, (30) se réduit, au
premier ordre, & ¢ '

3 4 =0t - siz 0'913,- ajm an"u; 280 R&n 1
(31) ‘

.

Rzm 13 =0)0o E(ac".L 3ot o)

o o«

In 13 N
Le tenseur R correspond bien 3 celui qui est défini em (11). ;lais la
loi (31) aiffdre de la loi (13) par l'absence du terme A -.2@:‘2_6 devant U'i et par

le coefficient de K n 13.
En particulier, on tire directement de (30)

-~ s

: i
i . 8:5 84 &4 m“&am : i
=\ =0 ,
K“m i

La trace est invariante dans toute déformation. Pour les perméabilités, au
contraire, la trace Kli ‘dépend de la déformation, comme on le voit sur 1l'équa-

tion (14).
A trois dimensions, les équations (30), (3‘11)‘_,91: liinvariance
g, |
i =%

s'appliquent sans modification (cela résulte aussi du fait qu'aucune grandeur géomé-
trique 1iée 3 la section n'intervient en (29) sous le signe d'espérance mathématique).

T1 suffit de rapprocher (30) & (16), - +(31)  (23) pour voir que les conductivi-
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se transforment de manidre trds différente (et beamcoup plus simple) lorsquton les

compare aux perméabilités.

la différence irréductible dans le comportement des perméabilités et des conduc-
tivités, qui est ainsi mise en évidence dans le cas particulier trés simple du mi-
lieu 3 camalicules indépendants et du réseau aléatoire, s'observera a fortiori lors—
que la comparaison portera sur des milieux de structure plus complexe. Il n'y a donc
aucune chance pour que 1'analogie électrique puisse &tre utilisée au niveau micros—

copique.

Vo~ TENTATIVE DE GENERALISATION,

Les résultats explicites que nous avons pu obtenir sont évidemment liés aux
hypothdses trés simj)listes utiliséese. Du point de vue formel, cependant, ils sﬁggé—
rent, dans le cas des déformations infiniment petites, que la loi de transformation
des perméabilités ou des conduetivités s'exprime 3 1'aide d'un tenseur dtordre 4.
Nous nous proposons de montrer qu'il en est encore ainsi dans le cas général. Mais,
naturellement, il ne sera plus possible de former a priori l'expression explicite
de ce tenseur.

.

Soit une déformation infiniment petite .

yi = xi - aiﬂ xy’
(32)
2 = yl + s:.z y-ﬁ

mettant en correspondance un milieu initial (coordomnées xi) et un milieu déformé
(coordonnées ) supposés rapportés 3 des sxes de coordomnées rectilignes paralld-
les, Les tenseurs métriques de ces deux espéées ont ainsi méme ‘0"’)\05%“'65. gij'

Au lieu, cependant, de rapporter le milieu déformé aux coordonnées yl, nous
pouvons le rapporter aux coordonnées xi, les formules de passage étant celles qui
sont derites en (32)% Au lieu d'établir une correspondance entre deux milieux phy=-
siquement différents, ces équations vont maintenant représenter le passage d'un sys-
time de coordomnées ¥ un autre pour un méme milieu, qui est le milieu déformé. Le’
point du milieu déformé possédant les coordonnées xi dans le nouveau systéme coin-
cide, naturellement, avec le point issu, dans la déformation, du point qui possédait
les m#mes coordonnées xi dans le milieu initial. Avec ce repérage, un méme point
conserve les méBmes coordonndes avant et aprés déformation. Mais les axes xi dans

le milieu déformé ne sont plus paralldles aux axzes xi du milien initial et n'ont
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pas le m8me temseur métrique. Désignons par Yis leur tenseur métriciueo On trouve

4

immédiatement °
L ogp.-&

, Yig =137 oY, L3705 fm

(33) % R PU .

Y= gdasty ehiy et &

Plus géndralement, le passage des ¥ aux y’ est donné par (32) pour les

coordonnées contravariantes et par ¢

g/
(34) TR

SRR R/}

pour les coordommées covariantes.

Soient u- et p une solution de 1'e’<iua’cion de Navier pour le milieu inmitial :

Z lbip = “gﬂm f()ﬂm Y

, i
( A w =0

Elle n'est pas solution de 1'équation de Navier pour le milieu déformé. Celle-

(35)

ci, en effet, s'éerit o

( Q2= Yﬂ)’m,aﬂm v

g D, T =0 i

(36)

Pour éviter toute ambiguité, nous raisonnerons uniquement sur les composantes
covariantes des vitesses. L'éguation de contimmité s'éerit dans le milieu initial et

le milieu déformé, respectivement o

g gtd U

I
o

J
ij
Y ’()i Vj 0

il
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Compte temu de (33), les éciuations du milieu déformé s'éerivent °
A _ m L _Am
. ﬁ,’aiP,.g Q)»(’,mvi*aaAg '()Em v,
(37)

ij i bs i mi _
g g 'bivj-t-sL g’ f()ivj+s,m g- f()i v =0

o

On peut chercher une solution de la forme .

S P=p+ T
2 V; =y v 7
ol T et A vont 8tre des termes correctifs de 1l'ordre des déformations. En portant

ces expressions dans (37), en tenant compte de (35) et en nous limitant au premier

ordre, nous obtenons ¢

S %fbm—' gﬂm /aflm "”i"“& gAmrazm Yy

(38)
g g3, v, =-sljl gﬂ“@i u; = e-,«jm M 2 u,

Ainsi les termes correctifs ) et vy sont solution d'un systéme d'équations

i

de Navier svec second membre. Ce sécond membre dépend linéairement des u, d'une
part, des e* [I de 1l'autre. I1 est donc possible d'appliquer le prinecipe de superpo-
sition. ‘

Soient alors Dy, u,) wne famille, indexées par 1'iniice 4, de solutions
privilégides pour le milieu initial, c'est--dire vérifiant au niveau macroscopique
la condition

Ew; ) = &.f
Soient '(I)@ et A 1, les termes correctifs que l'on en déduit par 1l'équation

(38), compte tenu de la condition aux limites ° vitesse mulle & la surface des grains.

Désignons par pi@ 1'espérance de wiﬁ « On a

E(viz) =E(ui6 -&'Vil?,) =gi£ + Y)i‘e,
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Cette espérance mathématique ne coincide pas avec Yip @ de sorte que les Vi
ne constituent pas la famille de solutions privilégides du =~ milieu déformé .
Mais elles n'en diffdrent que par des infiniment petits du premier ordre. On peut

alors ‘trouver un tenseur n de la forme

o) 5t =k g

m m m

ol P. p ©st infiniment petit, tel que ©

' .
Bm (gi‘a + pi‘?,) = &y * Vim +\B{m &8 = Yip

I1 suffit, en effet, de résoudre le systime ¢

b . | |
‘P‘mgifzg‘"sfli Lg"‘(am""?’/?'m g - Din :

Le systdme i
§ Pm = B mI(P‘e' +TXY2)
2 Uim = Bzm (uyg +vif)

constitue glors la famille de solutions cherchée. Le gradient tensoriel

)
i /()j }_)m =B n (/()j p’@"!"rl)jay‘@)

va donner, en passant aux valeurs probables, l'inverse H du tenseur macroscopi-

Jm

qﬁe B9 du milien déformé (rapporté aux axes =)

Hjm = B‘em E[{DJ plg) +(aj'l§£‘

Mais E(’aj pz) est 1'inverse h,p de ©, Utilisant (39), on trouve :

L
S Hjmzhjm+@m.hjg;+xjm

(40) %

( X3m 3 Y



(41)

(42)

(43)

(44)
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.

En inversant (a;a premier ord:ee) on obtient .

J oyt mj _ b mj
K =k Bo EV-K" xp Kk
Telles sont les composa:a’ces contravariantes du tenseur des perméabilités. du mie
lieu déformé dans le systime %", Pour obtenir ses coordomndes dans le repere y
(qun. est le repdre naturel, celui, par exemple, que l'on choisit orthonormé au depart)
il suffit d'appliquer les formules de passage (32). On obtient ainsi dans le syst2me

i
y

o T R kﬂj g3 i _gh m kw 1
9w -ty el P gt

D'autre part, la lindarité des seconds membres des équations (38) entraine que

les termes correct:.fé, clest=-d=dire les (K;"J - K 'y sont lindaires non seulement par

rapport aux & /@ , mais aussi par rapport au tenseur de déformation pure ,"eij s qui
est le symétrisé de & 3

‘e b 4
J

3% fuy e T oAb %y Tele

(pour les termes du premier ordre on peut utiliser indifféremment 8ss 0 Yy ) On

13
en-déduit.quiil existe un tenseur du 4éme ordre J’ r); gymétrigque ég_a_gegent

en i,j dlune p_art et en r, A de l'autre, et tel que l'on ait

ib nj _ rhij ki3
‘@ I 4t Xp . K e;m R =-2, R

Finalement, (42) se met sous la forme

s s . . . . Ayl
ot e -s"gj k:&j - K% 42e R
m A
On reconnaft sous cette forme la généralisation exacte de (19)0
3 i

Iorsque la déformation est une simple similitude et p =8 o] L de modu=
le A =4 -¢, on doit avoir K9 =22 & = (4 - 20)K, Gompte temu de (43), cette
condition de similituvde montre que le tenseur contracté R /@ est mal
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Cette relation généralise un résultat obtenu directement dens 17étude du mi-
lieu 3 canalicules cylindriques- Par contre, rien n'indique que le deuxidme contrac-

t¢ R mi ne dépende que des perméabilités k n

Cas ol le milieu poreux initial est isotropse.

(45)

(46)

On a dans ce caé
B g

et (43) se réduit
15 _ .43 Sidy r hoij
K9 = k(g ed) +e , R

Par raison de symétrie, Kl J doit avoir m@mes directions principales que le
tenseur de déformation puré. Ceci ne suffit pas pour déterminer la forme du tenseur R.
Nous supposerons de plus que Rrb” i3 est invariant par rotation, autrement dit pos-= -
sdde les mémes composantes numériques RrA 13 par rapport & deux systimes d'axze se
déduisant 1'un de l'autre par rotation. G'est 13 une hypothse d'isotropie plus for—

te que celle qui est exprimée en (45), que nous désignerons sous le terme d'isobro-
pie compldie.

En se référant sux milieux 3 camalicules indépendants, on peut voir que 1'iso-

tropie simple, définie par (45), n'entratne pas nécessairvement 1'isotropie compldte,

.81 les longueurs a et b des ‘d.eminaxes de la section elliptique d'un canalicule

H

et llorientation or.i de son axe sont indépendantes, et si les orientations sont uni
formément réparties, 1'isotropie simple est réalisée et (45) est vérifide. Mais
1tisotropie compldte n'aura pas lieu si, par exemple, les grands axes a(d > b) de
la section sont systématiquement orientés selon ltintersection du plan de la section
droite avec le plan vertical passant par l'axe (plan défini par 0z et 1'axze du cy-
lindre). Le tenseur R()'m‘ij
mais non pour les rotations d'axes quelconques. Il possede une symétrie de révolution,

est invariant pour les rotations autour de l'axe Oz,

mais non la symétrie sphérique, bien que (45) soit réalisde.

Lorsque lVisotropie compldte a lieu, le tenseur R ne dépend_ que de deux para-
métres. On vérifie facilement gqu'en axes orthonormés” l'invariance par rotation entraf-

ne la nullité des cormposantes "impaires .

Les seules composantes non nulles sont celles du type Rllll, R1122 . o122
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(= RF12 eos) Oh chacun des indices figure deuz ou quatre fois. De plus, on trouve
la condition ¢ A
22
(47) gll 22, , pl212_pli 11

(et celles qui s'en déduisent par permutation circulaire en 123). Comme

gl 11 _ 2222 .33 33

122 _ 2211 _ L1133

- R R

e

PR s, £ P S,

g212 2112 _ 313

la condition (47) montre que toutes les composantes peuvent sfesprimer & 1'aide de
2 coefficients seulement. En désignant par 5" les indices de Kroneker, on vérifie

alors que R est de la forme

R& amﬁ’em 59 + p(svt 5 4 5ot 652’3) 1

avec
R;.lza'?—ﬁ.oa === ?\a
2 Rla 12 = o0 = M
Rllll = oge .= ?\."ﬁ'gpv

Sous forme tensorielle générale, on obtient donc dans le cas de 1'isotropie

°

compldte .
(48) alrid _ do i *M(gﬂi F g g'?‘j )

La relation (44), qui exprime la réglede similitude, va conduire & une relation
supplémentaire entre A et p, de sorbe que R ne dépendra en réalité que dlun
gseul coefficient. BEn effet, on a

R@” =3n &9 + #(g& 632 +51~€, gg‘j) =(Ga+2p) g
La rdgle (44) domne donc

(49) BA+2p0 = 0
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-1a loi de transformation (4-6)9 aves un Rﬂ’ mi de la forme (48), se met sous

la forme

(50) o ».‘%-' (c+ 2 Gﬂ’@),gij + (2 = k)e*d

qui- rappelle étroitement la loi de Hooke. Compte tenu de la condition de similitu-

de (49), on obktient pour le milieu poreux compldtement isotrope la loi o

(51) K¥=(c+n eg'@) 9 (3¢ x)eM
Elle ne dépend gue de Ia dilatation €

La trace K j &e dépend pas de ho

(52) K, = k3.~ %)

La fomule établie & la fin du paragraphe 2 dans le cas des cylindres de ré-
volution est bien du type (51). La formule (23), avec ¥ = x g 'j, et en remplacant

les & par les B.,. =8, + 8ji, devient, en effet

ij ij i

8 2kt - M) - 1 e% kgt + g ) msp’mj

Tdentifiant avee (46), nous trouvons
Rgmi;j _ %S?,mia m% . gﬂm EE

La condition (47) se réduit iei 3 °©

11 22 11 11

33 =3

ou encore, en introduisant la loi de probgbilité des directions ot
4
By, %) = E(ocl‘)

On vérifiera que la distribubion wniforme étudiée au paragraphe 2 - € obéit

% cette condition (avee M = —% ko

Par contre, la distribution discrgte ol % des canaux seraient paralldles

% chacun des axes Ox, Oy et 0z, donnerait
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‘Bien qufelle conduise 3 l'isotropie simple, cette distribution ne vérifie

pas l'isotropie complite.

Cas du milieu conducféur;

Les mémes raisonnements peuvent &ire transposés au cas du conducteur & conduc-
. 8 o L '3 lJ V4
tivité microscopique régionalisée. La conductivité macroscopique © se déforme se-

lon une loi de la forme
14

Xi‘jzo’g

§ 4 ij i i
Mais ici la rdgle de similitude conduit 3 B4 pour &p=8 ) g, Il

- &% o‘jgw &) o‘iﬂ +2¢g SrApij
g = ~“rp

en résulte que le tengeur g¥hs3d vérifie la relation o
i3 _ 43
(52) S @ = ¢

tr¥s différente de la relation (44) obtemue dans le cas dés perméabilités : on ne
i ot U3 ot e résultat

confirme bien que l'analogie électrique n'est pas utilisable.

pourra en aucune fagon identifier les tenseurs R

A titre de comparaison, examinons le cas d'un milieu compldtement isotrope.
On a, comme ci-dessus
5 0 =0g
. a4 e s .
{ bty _ gﬂ’ & 4 p(ld & 4 g’@a &)

S °
3

La condition (52) conduit cette fois 3

9) i3 s <
s Y a(3ar2p)etd =0 g
Dol
(53) 3A+2p = O
I1 suffit de comparer & (4,9) pour voir que S ma.g’ qui ne dépend plus que d'un
paramdtre, possdde une structure profondément différente de celle de R .j. Compte

tenu de cette condition (53), la loi de transformastion (50) prend 1'aspect ¢

b =(q+;\,e%)gij - 32 %

Elle différe de (51) par 1'absence du térme = G €9, En particulier la trace

*

i
) ; ©8t invariante dans toute déformation .
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z_ii =30 = ¢ 5

On a vu, au paragraphe 2, que pour un réseau électrique aléatoire les tenseurs

i
Set o J possddent les expressions
S SQ’mi'j = Q E(oc‘?' ot o ocj)
14 - . s
2 0'3 = Ggl;':cE(oclOLJ)

Ltisotropie compldte exige ici ©

= 3 [s1
(55) ) Bt o) = g
G
( A=p=g
BEn particulier la condition A = % est irréductible 3 la condition A = = %
obtenue pour le milieu poreux compldtement isotrope. En axes orthonormés, on déduit
de(55) *
7 A
E(O\’;i OCJ) =3 513
4y A
E(O(?.L ) = oee = 5

2 E(%z OK22)=oo :=-ig—;5-

Ces conditions sont réalisédes lorsque les directions ont une répartition uni-
forme. Elles ne le sont pas, et il n'y a pas isotropie compldte, pour une réparti-’

tion discrdte comportan’s% des cylindres paralld®les 3 chacun des axes de coordonnées.

G, MATHERON,



