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NOTION DE SURFACE SPECTFIQUE.
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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 65

ANALY?E DE LA NOTION DE SURFACE SPECIFIQUE

Dans un milieu poreux & 3 dimensions, on appelle surface spécifique le rapport %
ot 8 est la mesure de la surface de séparation des grains et des pores contenus dans
un volume V.. Cette notion prend une grande importance dans tous les problémes physiquegol
des échariges de chaleur ou d'énergie ont lieu & la surface de séparation. On a wuln
("modle "de Kozen y) exprimer la perméabilité d'un milieu poreux 3 1l'aide des deux seuls
paramétres porosité et surface spéeifique. La tentative sfest soldée par un échee, d'ail-
leurs prévisible a priori ¢ il est vain, en effet; de chercher 3 exprimer une gra.ndetu;
tensorielle, comme la perméabilité, 3 1%aide de deux paramétres scalaires seulement. Cet
échec est généralement masqué par 1lvintroduction d'un pseudo-concept, celui de tortuosité.
Représentant - en principe =~ le rapport de la longueur d'un filet fluide & celle de la -
ligne droite joignant ses extfémités ( ®valeur moyenne ' de cos 6 ou, suivant les cas;

de mL_) la tortuosité est, en réalité, définie par 1'écart entre la perméabilité réelle
cos
et la perméabilité * théorique * calculde & partir de tel ou tel "modéle ® a priori. Il

slagit, en réalité, d'une correction empirique et non dfun concept défini.

D'autre part, la détermination expérimentale de la surface spécifique est toujours
délicate. Les méthodes usuelles ont un caractére hautement conventionnel. Elles fournissent
des valeurs numériques comparables entre elles, c'est-a-dire, &i 1'on veut, une échelle re-
lative, mais n'atteignent nullement les valeurs vraies des surfaces spéeifiques. -

En faits,mla surface spécifique se relie de manidre simple au covariogramme de la

‘fonetion aldatoire en tout ou rien représentant le milieu poreux, et, plus précisément,
.au cBne des tangentes de ce covariogramme au voisinage de l'origine. A ce titre, elle est

accessible-directement et en vraie valeur= & partir de mesures effectuées sur _lame mince.
En outre, pourvu seulement que le cfne des -bahgentés du covariogramme soit du second degré,
il est possible, au lieu d‘'un simple scalaire, d%introduire un tenseur de surface spécifi-
que, tenant compte de l'orientation dans l'espace des normales aux éléments de surface,

Néanmoins, il ne semble pas que ce tenseur des surfaces spécifiques puisse &tre relié im-
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médiatement au tenseur des perméabilités.

(1)

So::.'l;s dans un volume v, d S(m) 1laire oceupee par les portions de surface de
séparation dont les normeles (orientées, par exemple, des grains vers les poves) ont des
vecteurs unitaires contenus dans l'angle solide da)s-En toute généralité d S(w) est
une mesure définie sur la surface de la sphdre de rayon unité. A seule fin dlalléger les
notations, nous admettrons qu'il existe une densité de Surface 6(@) telle que

d8(w) =o(®) 4

La surface spécifique du volume V est, par définition @

o =%//G(u)) aw

1tintégrale étant Stendue & la sphdre de rayon unité,

Lorsque le volume V est occupé par un milieu poreux aléatoire stationnaire (1)
devient une variable aléatoire, qui - moyennant une hypothese ei'godiqug - c¢oincide avec
son espérance mathématique dés que V est pris assez grand.

Soit alors

K(n) =P[x€A9 x+h€.;|

la covariance de ce milieu poreux aldatoire; égale 3 la probabilité pour que x et x +h

appartiement aux grains (A). On a aussi, pour tout volume V

K(h) = _ [Mes(v Nal Ah)jl

K(0)- X(x)

- lorsque h
|}

Ah désignant le-translaté de A par h. Cherchons la limite de
tend vers 0 en conservant la méme direction «. On remarque que

Mes(V ) &) - Mes(V() & N &),

pour Sh +trés petit, est le volume balayé par le vecteur &h lorsque son origine déerit
1la surface de séparation, diol

Mes(V () &) = Mes(V} AN A sn) = 611/0’((0) cos O dq)

cos B%0
edésigna.nt 1'angle de la normale & la surface de séparation et du vecteur Sh (angle des

frid
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directions @ et « de ltespace). Ainsi o

T e HOoE® G 6 aw= 2 ol
il .{!sei(g))cos dw 2V(/;(®) |cos 6l 4w

Cette expressiom, qui est - K' (O)9 valeur en O de la dérivée & droite dans la
direction du vecteur h, est apparentée % la surface spéeifique (1), mais en différe par

la présence du terme en cos 8. Intégrons (2) en « sur la sphére de rayon 1 &

ﬁ' (0)ax = =5 ﬁ(m)auz/ [cos 6] =% / o(w)d o
d'ol
(3) o =3/c(a))a@) = Q%/ K (0)dx

Cette relation montre que la surface spéeifique o se déduit directement du céne -
X! (0) des tangentes & l'origine du covariogramme K(h). Dans le cas d'un milieu isotrope
K? (0) =K' (0) est une constante, et on a simplement o

=@ o == 4x(0)

- Lo, surface spécifique est égale au quadruple de la pente & ltorigine de la cova-
riance isotrope K(r), et peut &tre mesurée directement sur lame mince.

Dans le cas général mon isotrope, K'oc(O) dépend de la direction w, et peut &tre
nesurdée sur une lsme mince prise dans wn plan paralldle & la direction ot Ie calcul appro-
ché de 1'intégrale (3) sera donc possible & partir de mesures effectuées sur plusieurs
lames minces dlorientations conmuies (en pratique, un petit nombre de lames minces devra
suffire, d'autant plus qu'en général le clne K¢ c‘(0) pourra &tre représenté par un céne
du second degré). ’

»»»»»

Dans 1es applications,, 1e eﬁne des tangentes & 1l'origine pourra le plus souvent

8ire assimilé 3 mn cbne du second degrée Autrement dit, il existera un tenseur C'i j tel

K(n) = k(0) = ]/cij Bl hi + see

que lion ait ¢
&

et par suite ,
o K1 =
\ ©,(0) = |5
oci désignant les cosinus directeurs du vecteur h de direction .

ot od
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La relation-(2) s'éerit °

Vo Fd = f ) AP

et montre que la densité o((®@) ne peut pas &tre quelconguee En fait, 1'équation intégra-

le (5) o} le premier membre est supposé connu; détermine de manidre univoque la densité

(0))+.0n peut le voir en utilisant des développements en série de fonctions sphériques

orthogonales, analogues aux développements de Fourier. Or on comnaft a priori une solu-
tion de 1'équation intégrale (5), ctest celle ol c(()) représente la distribution des
é1éments de surface d'un ellipsoide convenables Ainsi, lorsque le céne des tangentes est
du second degré, la distribution o(e)) de la surface de séparation selon la direction ()
des normales coincide nécessairement»avee 1a distribution des éléments de surface d'un
ellipsoide.

Pour déterminer cet ellipsoide, on prend des axes orthonormés pour lesguels
¢t est diagonalisé :

2 .Cl 0 B
C = 0 02
0 0

tbe
Ve, = nce
v&; = sab

puisque \/Gl représente, dtaprés (5)9 1'sire du contour apparent de 1'ellipsoide en pro-

jection sur le plan des §¥ Z. Ainsi

Q
i) i
il

=(axabc)2 -1’5
a8

* - - L4 - < ° ° * * o
et, en revenant & des coordonnées orthonormées quelcongues, on voit que 1'ellipsoide a
V4 3 -
équa - .
pour équation . i 3
avec :

tiJ (m: a’bc) C ¢
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Coume Det {t) = zﬂw)-z o il vient (ﬂabc)z =,"L l/Det C et
abe

B, = — C.

™ V—ﬁ-eTG =

Lo surface spéeifique o© proprement dite, qui est

1
6=E/v13“x“& do

coincide avec la surface de cet ellipsoide.

Toutefois, plutdot qué 1& scalaire o, il semble préférable d'utiliser le tenseur
cij lui-méme, mieux susceptible d'8tre en rapport avec cet autre tenseur qui est celui
des perméabilités.

TIT,~ MILIEU A CANALTCULES INDEPENDANTS.

Pour montrer que le tensuer C, 157 ctest-a-dire le clne des tangentes & l'origine
du covariogramme, ne peut pas suffire pour déterminer la perméabilité klj, nous exami-
nerons le cas particulier trés simple d°wn milieu isotrope 3 canalicules indépendants
dans l'espace 3 deux dimensionse Un tel milieu a été déerit dans la Note 6l. Les axes
des canaux sont implantés au hasard selon un schéma poissonien de paramétre A. L'épais-
seur X d%un canal est une variable aléatoire de fonction de répartition F(x). (F(x)
est, si 1%on veut, la granulométrie en nombre des canaux). Lo granulométrie des grains

est alors donnée par £

—m ~ 27\h
g P(n) = e
(m =/x a 7(x) )
3 :
Dioh o
(6) -EK(0) ==P'(0) =22 ¢

Gherchons 1la perméabilité. Dans un canal de largeur 2: et de direction oni, le débit

unitaire est N 2
q=_CRaa3'0p ( ¢ constante)

Dol -:mm
=0 [a_ ]E(R ot o )



e e “ cee 6 e -

7% - e_Mm est 1a probabilité pour quiun point-soit dans les pores (les canaux). L'espé-
Tance - E(R oc oca) doit-8tre prise c:onélzl.‘l::|.onn¢:*=11c—:'men'i;9 et représente par consequen'b 1'es-
pérance de R2 ocl oaa lorsque l'on a choisi au hasard un point des pores, R et ot Stant
la largeur et la direction du canal auquel appartient le point ainsi obienu. Ici, R et oci
sont indépendants.

n(r2 ot of) = B(E®) B(ed o) =5 1 13 g(8?)

Lespérance B(R%) ne doit pas 8tre prise sur la granulométrie en nombre d F(R),

mais sur la granuloméirie en surface .1.{,,.%_3—’.'_, , dlod

720
B(®%) =%/ R 4 F(R)

et 0

Aveec A petit (c'est seulement dans cé cas que ce schéma a un sens physique) #il
vient - =
¥ =3 wa gijJﬂ 2> 4 F(R)
g
I1 suffit de comparer (6) et (7) pour voir que la comnaissance de la surface spé-
cifique, qui est avec A un petit

- K (0) =2

ne suffit pas pour déterminer la perméabilité, Il faut de plus connaftre le moment (en
nombre) dfordre 3.

G. MATHERON
Pévrier 1966,



