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( Ecole Nationale Superieure des Mines de Paris)

RE sume

Dans un milieu poreux heterogene,la regle de ponderation geo-
netrigue,toujours inapplicable duns les espaces a I et 3 dimensions,
n’est pes non plus valable en general dans le cas de deux dimen-
sions(en dehors des cas particuliers etudiés dans un article
antériesur),Ce point est etabli d’zbord en dégageant le contenu
energetique de cette regle-equipartition de 1’energie-puis verifie
sur troils exemples particuliers,grace & la methode d?approximation.
de Schwydler,qu’il faut pousser ici jusqu’a l’ordre 3
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.- Composition des permezbilités en milieu poreux heterogene:

: Criti@ue de 1z regle de ponderaztion geometricue,

INTRODUCTION

Dans une secrie d’articles anterieurs, nous avons montré qu’ un
milieu poreux heterogene,dont la permeabilite regionealisece K (x)
peut etre considerée comme wne realisation d’une Ionctlon aleatoire
(tensorlelle) ergodique et stationnaire,se comporte,vis & vis des

ecoulements uniformes ou quasi uniformes au niveau macroscopique,

comme s’il était'doué d’une permeabilite macroscopique constante K;J
obligatoirement épmptise entre les moyennes harmoniqgue et arithmé-
tique des permeabilités ponctuelles ﬁd.ﬂa loi selon la guelle les
kd(x) se composent pour engendrer Kaifait en principe,intervenir

la totalite de la loi spatiale,c’est a dire le loi de probabilite
des valeurs prises simultanement par les k (x) en tous les points x
de l’espace,.Il semble,cependant,exister des cas assez generaux ou,K‘J
‘ne depend que de la loi des valeurs prises par les k%(x) en un meme
point d’a ppul x de 1’espace,et oﬁ,par suite,il est possible d’appli-~

quer une regle de pondération de la forme :

(1) ¢ (k) = B(px)] |
g:désignant une fonction matricielle qu’il s’agit d’expliciter.En.
particulier,dans l’espace & deux dimensions,lorsque k/E(k) et h/E(h)
(h = EJ désignant la resistivité) possedent la meme loi spatiale,et
que ce}le ¢l est invarieante per rotation,la régle de ponderation

geometrique :

(2) teg (K) = E(log k)
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s’applique en toute rigueur,Ce resultat,cependant,ne s’etend pas a
des espaces possedant un nombre ¥ N 'de dimensions different de 2,K se
rapprochant d’autant plus de la moyenne arithmetique E(k) que N -

est ﬁlus eleveé,.

Dans la présente étude,nous nous proposons de montrer que la
regle geometrique (2) n’est pas valable,en generzl,meme dans 1°
espace & 2 dimensions,( en dehors du cas particulier rappelé ci-
dessus),et que 1l’on doit s’attendre,par suite,a observer des regles
de pondeération du type (I) avec des fonctions ¢ Gifferentes pour .
diffé:ents types de lois spatiales. Nous donnerons de ce resultat
deux demonstrations indépendantes,Dans une premiere partie,exeami-
nant la signification energetique de la regle de ponderatlion geo-
metrique,nous moﬁfrerons que cette regle est logiquement equivalente
4 un principe d’equipartition de l’energie,Mais,en ralson meme de la
richesse de son contenu physiﬁue,et de 1’universalite de la forme
sous laguelle se presente un tel principe,sa validite ne peut pas
etre liée & une particularité aussi contingente que le nombre N
des dimensions de l’espace, Il serait choquant pour la raison.qu’un
principe de ce genre s’appligue aux écoulements plans,et non.dans
les espaces & 4 ou 3 dimensions .0r il ne s’applique pas pour N =1
ou 3,pulsque,justement la regle de pondera tion geometrigque ne peut
pas etre vérifiée en dehors du cas N'= 2 ,comme nous l’avons montre
dans un article anterieur.Ii ne doit donc pas non plus etre valable
ﬁour N = 2,sauf cas particulier,de sorte que la regle (2) ne sera

pas vérifiée,en general,meme per les ecoulements plens,

Il se pourrzit,cependant,qu’une demonstration de nature aussi
"philosophique” ne paraisse pas suffisamment convainquante.Nous
raisonnerons donc sur des exemples precis,en utilisant la methode

d’approximetion de Schwydler,Mais,dans l’espace a 2 dimensions,le
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_developpement de K coincide,au deuxieme ordre,a vec celui de la
.mbﬁénne geometrique,Nous devrons donc pousser les developpements de
Schwydler jusqq’au troisieme ordre au moins,En fa it,nous pourrons
meme obtenir l;expression du terme general d’ordre n,bien qu’elle

ne présente plus d’interet pratique au dela de n = 3 ou 4,en ralson
de la complication croissante des calculs auxquels elle conduit,.
Nous examinerons ensuite trois exemples de milieux poreux,mn&Crosco-
piquement isotropes,dans l’espace & deux dimensions,et nous consta-
terons qu’aucun d’eux ne verifie la regle de ponderation geometrique,
bien gue chacun possede sa propre regle liee etroitement a la forme

de sa loi spa tiele,

Notutions Nous: utiliserons le meme systeme de notetions que dens
1 . :
les articles anterieurs,lLa permeabilite et son inverse,la resisti-

vite sont notees k! et h.; au niveau ponctuel, K et H;, au niveau

Gt

macroscopique,De nene, géj designe le tenseur metrigue, o;p le
gredient de cherge d’un ecoulement macroscopiguement wniformeses

qL le vecteur debit correspondsnt (pour un fluide de viscosite et
de poids specifique unité ) ,Nous utiliserons systemetiquement les'
notations}%pc et qiﬁ pour désigner le systeme de solutions privili-
gices (stationnaires ) indexées par 1’indice I,verifient les

equations de Darcy :

QL() = k'’ '55 Pe
(3) : le
9;a =20

[

- "gtructure et composition des permecbilites",Rev,I.F.P.,avril
1966, "Genese et signification energetigue de la loi de Darcy",
id,,Nov,IN668, "Composition des permeabilites en milieu poreux
heterogene:methode de Schwydler,et regles de ponderation® id,,mars
I967.
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et la condition supplementaire

@) o E(yp') = ;

On sait que,lorscue l’on connait la solution de ce systeme,la
- . ¢ ? “
permeabilité macroscopigue K°° est donnee par

Ze
= -g(q‘")

< D

(5) KLL

Enfin,nous designerons par ng le tenseur representant la densité

de puissance consommee par les forces de viscositeé :

() v = kg = - p’

et nous utiliserons la relation etablie enterieurement :

(7) k9 = gw®)

[I-LE PRINCIPE D’EQUIPARTITION DE L2EN:RGIE

Pour examiner lea signification energeticue de la regle de pondé-
ration geometrique,nous zllons utiliser une methode veriationnelle,
qul presente d’ailleurs un certaify:interet par elle meme,et en
deduire une releation differentielle entre Ked et 1l’esperance de la'
densite de puissance Wej prise conditionnellement dans l’hypothese
ou k est connue,Le principe d’eguivalence que nous avons en vue en

resultere tres simplement,

IQ/ Methode veriestionnelle, Dans les relations (8) et (7) ,remple-

i

gons k par Xk <4 +1§k”’ sen a651gnanu parc-kJ une fonction aleatoire

eraodlque et stationnaire,comme k° ‘g elle-nene, Cette fonction tenso-

rielle Tk Lm)ﬂ est pas supposee independante de k(x) Nous obtenons,

o

compte tenu de la symetrie k° = ' :

.
La

¢3 i I
I W =Tx'yp'ep + 2k’yp oyt

Le terme ou figure l’expressicnlglipé a une esperance mathemati-
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“que nulle,Fn effet,epplicuant successivement lz loi de Darcy et 1°

‘equation de continuite (5),nous trouvons :

oo € 4 id .3 $0a 4

K'0p 258 = - yfp = - o)
4@ ~_3 . . ) . .

Comme q‘ et o p° sont stationneires,l’esperance methematique de

cette expression est nulle,et,compte tenu de (7) ,nous obtenons :

— E‘; kia 9: pk} 5 pA“}

<

~

i

i
Len N
e
=

T

-’

1

(8) 3

cette equation (8) pourrait sans doute servir de base a4 une etude-

plus .fine des proprletes ‘energeticues de 1’écoulement,Par exemple, si

nous prenons~J£’.-oAlc (S constente),c’est & dire si les permeabi-

lites varient proportionnellement,il vient :

LR C: &
) 2 Sapw®) = &g’

vy

e

v
’

. . - c. s =
conformement & une regle de similitude evidente, Pourc k =dMg

c’est & dire WEMFX si les permeabilites principales sont augmentees
d’une meme quentite constante(§k il vient :

PG
& x = (e &P )
Si,au contraire,on sugmente les resistivites pr1nc1pales d’une meme
quentité constante $A (soit ¢ hy =8Mg;;),on obtient :

e ) I
¢ KJ =—<>AE(g;J q‘ qaﬂ)

Ces resultats mettent en évidence le signification energeticue

[of]

¢ la geometrie des isobares et des lignes de courant,mals il ne

nous est pas possible de developper G’aventeage ce point ici,

.

oo/ Milieu poreux & n composantes, En vue d’expliciter la signi-

fication de la relation (8),considerons le cas d’un milieu possedent
une permeabilité scalaire k(x) -c.a.d, k4 (x) = g'¢*k(x) - susceptible
de prendre seulement n veleurs distinctes kﬁ,ki...kq,L’ensemble

(aléatoire) des points x pour lesquels k(x) = k4 (a =‘I,2,...,n)
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peut etre carscterise per la fonction f&(x) definie comme suit :
T  sik(x) =k i
£ (x) = .
g 0 si k(x) # ke
Les ﬂk(x) constituent n fonctions aleatoires stationneaires verifient

les relations :

{-,, £.(x) =1
£ (E ) =0 (a#b)

et la permesbilite scalaire k(x) peut se mettre sous la forme : .
n

k(x) = Z f(‘.(x)k\.\’
q:=1

Les f, (z) definissent une partition de l’espace en compertiments
alst;nct,,auns chacun desquels la permeabilité reste constente.les
f&(x),c’e st a re ces compartiments,restant inchangés,fuiéons varier
1’une des valeurs possibles de la permeabiliteg,per exemple k, ,d’une
quentite petite &k, ,autrement dit,prenons la veriation :

dk(x) = L,k .L (ax

NOiA

~o

L’equation (8) nous donne szussitot :

V] 3
X

Sk, E(Lg f(X)'—p Jpj
«\‘ .,-,~ ~ L'\ 3y
¢ e m( 1 (kﬂid ¢:p °)

o

Sq,

Cette expression est liée & 1’espérance mathematicue conditionnel-
, ¢d
le de la densit€ de pulssance Wt prise dans 1l’hypothese ou k(x) = “'f
7. - S
soit E(W(J‘ka) .Fn effet,si p_ = E | fo (x) | cesigne 1la probabilite

pour que k(x) = k. ,nous avons :

Bk = — B GOV I

et,par sulte,le relation ccrlte ci-dessus devient :

(q) IR GRS
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Or les £ (k) ¢tant fixes—- c’est & dire pour une partition fixe
de l’espace en composantes de n tyoes la permeabilité meacroscopique
'se presente comme une fonction K (kk: t, 5...k,) des n parametres k,

kl,...k et la relatlon (9) est equivzlente au systeme suivant 4’

eguations aux derivées partielles :

Y ok e - -
(10) ¢ - DB« E(W "1k (& = I,2540050)

Tk, - k. R
Ly, ‘_L‘ e LCL CL. TSIR. s l‘_ )Bl(\- Lo u—,_e'ﬂ, (‘(—‘—-‘/‘f-:‘\—“i-‘_\:’.")"..!_“l::“- ) ‘(‘\.‘Lhu I.u..«‘w(-‘.Ss‘

9 by
wc.ySupposons que la regle de ponaeratlon géometricue s’applicue a ce

milieu pour toutes les valeurs possibles des k. ( les £, et les p_ ‘
é¢tent fixes ),solt :
KCQ = k‘1kz..k g;'J
. ¢J ¢
11 resulte ulOTS de (Io) que x*° est isotrope (K =Kg )

ainsi que E(W

ku) = g° E(M,k~),et que 1l’on a :
(11) E(Mleﬁ) = 8(Wk,) = ... = E(W/k,)

tutrement dit, la valeur moyenne de la densite de puissance con-
sommée est la meme dans chacune des n composantes,ou,si 1l’on veut,

il vy a equipartition de 1l’energie entre ces n composantes,

Inversement,supposons realise le principe d’equipertition expri-
mé par les eguations (11) .D’apres (I0),nous avons alors le systeme
d’equations aux dérivées partielles :.

l{-:K. - _}_:_2?_15__ ~ D _lg'):\}i - K

-

\,1'()51 ¥y cr)z vn C%a

dont la solution generale est de la forme :

“I 1 »" n

K Ck kz-...k

C etant une constente,d’ailleurs cgale & T,comme on le voit en prenant

k, =k, = 0. & k =Kz par conséquent,le principe (11) d’equlpa?tl—

tion de l’energie entraine la velidité de la regle de ponderation



~geometrique,Enongons ce resultet

, Proposition.Dans le milieu poreux a n composantes,les deux

propriétés suiventes sont equivalentes :
I/ La regle de pondération geometrique est applicable

2/ Le principe d’equipartition de 1’energie est valable,

Autrement dit,ces deux propositions seront vraies ou fzusses
xensemble,.Il ¥y a des cas ou nous savons gu’elles sont verifices
toutes deux,Par exemple,dens 1l’espace & deux dimensions,un milieu 3
deux composantes,tel gue le damier aleatoire ou le milieu a pélygones
convexes aleatoires consideré¢s plus loin,condult & wne loi spatiale
invariante pour\les rotztions de 90°,si,de plus, p, = p, = % (et
seulement dans céicas 1a) on vérifie que k/E(k) et h/E(h) ont la

———y.

meme loi spatlale,Donc,la regle de ponderztion geometrique X =\k k

'

2
est appliceble,ainsi que le principe d’equipartiticn de l’energzie,

Mais la conclusion ne subsiste pas pour P, # p, .I1 est d’ailleurs
remarquable que la proposition ci-dessus ne fesse en aucune maniere
intervenir le nombre N des dimensions de 1’espace : en faeit,en dehors
du cas N = 2,nous &avons montré que le regle de ponderation géometri-
gue ne pouvalt pas etre valable,Nous devons conclure gue les deux
proprictes equivalentes enoncees ci-dessus doivent etre,en gencrel,
fausses toutes les deux,y compris dens le cas N = 2,comme nous l’avons
déja indiqué dans l’intriduction,sutrement dit,la regle de ponaeration
géometrique ne s’appliquers pas en general,meme aux scoulements plansl

¢
en dehors du cas particulier habituel,

Pour confirmer cette conclusion,nous.allons maintenant reprendre
le methode d’approximation de Schwydler,en poussant les developpements
jusqu’au troisieme ordre,en vue de l’applicguer a quelques exemples

préeis.
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IT=L° tPPROXIVATION DF SCHWYDLFR 4 IL°ORDRE

(o

I°/ Les ecuaticns de recurrence, Dans la methode de Schwydler,on

suppose que k'Y est de la forme :

{ D i3
(12) ! =x (g% +e¥)
o

4 L o .
avee E(¥7) = 0 ,ou (k™) = k.8 ,et on cherche 4 obtenir les solus
ticns privilegices sous la forme de developpements (limitls,ou en
seeie entiere) en fonction du parametre & suppose petit

o
¢ e

c

f._-\

11N e
+ L Eep,
a\ ; ol Al 2\
-q ,— ( Z &
N

%\
q, )
La loi de Darcy aonne alors :

3¢ 3¢

. =keg

(Ié) . ¢
k, (g p + Tf Py )

-qlg'\
et l’eguation de continuite conduit azux relations de recurrence
(15) \ o, + ¢ ( :,“’\ ) =
L p"\ 3 'w"

~ o . s q .
Partent de ¢;p =c¢| ,ces equations permettent de determiner les

-

~

SN 4 . . ~ ( .
¢/ b, successifs,En feit,lorsque c;quest connu,l’equation (I5) permet

- . -\‘\\ (3 . S
d’obtenir les ¢¢p, & e fonction hermonique prés seulement . Meis
{ 4 . . R .
D(p; dolit etre une fonction cleatoire stationnaire,Comme les seules
fonctions harmonicues’ qui puissent cetre cohsideérces comme des foncs
tions aleutoires stationnaires sont des constentes,nous voyons gue
?Lps est en realite deteriine & une constante prés,Cette constante
sera elle-meme determinee,si 1’on s’impose de respecter la condition-
\’
(2 Lp ) = u; ,c’est & dlre :

(16) - E(¢ c;Pa )
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Compte tenu de cette condition (I6),la permeabilitc macroscopique

.. est' donnée par (5).I1 suffit ensuite d’utiliser le developpement (I3)

de q3f et la relatlon (14) pour obtenir :
h.: r'
(L) -(, 7 o8 ‘-\J
(17) P K o=k ( g - §4£\S¢ )
I7 I 17 o
i _ B O K
L& =- 530l )

&1
Pour n = I,le tenseur S; est nul,puisque E(Y) = 0 Pour n = g
S;’ n’est pas autee chose que le tenseur de Schwlydler,etudie dans
un article précedent,Pour chaque indice n ( indice depourvu de

51gn1f1catlon tensorielle) S est un tenseur symetricue d’ordre 2

(pulsque K" est symetrique quel yue soit & ). On sait gue S est

defini positif,mais cette derniere propricte ne se generalise pas

Su(

'I“'

)

pour n quelcongue,

[

. -
v

£°/ Calcul explicite de &. .Nous connalssons deja l’expression

. ga

o (
du tenseur de Schwydler SZ

L (g) designant la solution elementaide Qe l’equétion de Laplace,

i
c’est & dire le potentiel ——log r,dins l’espace a4 2 dimensions, » o
o._u s, LY
A o §d
dens l’espace 3 35 dimensions etc,..,et R ' representent la cova-

riance tensorielle :

i~ g ./'}.'-l e |
B Y6 V)] =r (g

En ce qui concerne, le tenseur d’ordre S,an ,I10Us renvoyons en
Annexe I le detall des calcmls,et nous nous contenterons de 01ter.
icl le resultat final,Introduisons le moment fonctionnel d’ordre 3 :

’ )ui ;“, Gl
(18) R (x,7,2) = 2| § (x) ¥ (a’i) 5 (2) ]

C’est une foncticn (tensorielle) Gul ne depend en réalite que de
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deux arguments (y - x et z -= x )et non des trois points d?appul
gf& et z Separement,puisque le loi spaticle est invariante per
translation (étationnaire),on obtient alors pour 83 lfexpression

suivante :
~, . . , ) ) N - o
(1) s, =~ ] (8) cagn () R (0,3,3+0) agan

Cette egza lité doit etre prise au sens des distributions, (voir
fnnexe I )En fait,il suffit de comparer les expressions de S, et de
33 pour voir apparaitre la loi genecrale selon laguelle 1l est possible
de construire 5, _ Mals,en pratique,n croissant,l’expression de Sn
devient trop complexe peur que l’on puisse esperer la calculer

numeriquenent,

29/ Cas d’une permécbilite sceluire et isotrope,Pour effectuer

des calculs explicites,nous supposerons ¢u’il existe une permeabi-

3 - . ,"" Z'~ A Y ~ . 03 "
lite scalaire,soit ¥ d= g és sOou 4 est une fonction cleatolire siva-
tionnaire dont la loi spaticle est,de plus,supposée invariwznte per

rotation,fn posant :

— , e _ -
(20) R(0,5,%+0) =E§_«')(X)D(X +3)V(x +35 +0)]
on & iei :
NDRSRE N _ Cf'a; @4 .
R (0,3 ,8+hH ) =g g°g R(0,5,% +9)

Si 1’on chenge ¥ en - % dans (I9) et si 1l’on tient compte de /

R( 0,-5,“5+D) =R(0,5,D)
Cd
on obtient le tenseur SS sous le forme :

. ) @: ad G4 - _ . - )
(22) s, =-g g'g" | 4@ (9) 0, « () r(0,3,0) a5 ad

~

Il convient donc d’introduire le tenseur du cuatrieme ordre :



13

sD ) 454D

Levg

(23) ¢ - f T (5) ok () RO,

[ o
.

" Ce tenseur est symetricue en 1] comme en ab,et inveriant égule-
ment per echenge de (i]) et (ab) .I1 doit de plus etre invarient
par rotation,comme la loi spatiale de ) .Ces differentes conditions

ne peuvent etre remplies que par un tenseur de la formee

2 = . fa,'\,{. . ]
Cijat Agia Bot ¥ i 8L B * BBl

T1 ne depend donc que de deux perametres et ¢ ,De plus,la
2 / . » ‘.

. . I ~ . . s
relation A = g ~ 0w = = ¢ (mesure de Dirac) montre gue 1l’on dolt

’
v Q]
(A%

Cva =AN + 2pN = r(0,0,0) = E(Y)

. s R N ) . .
Nous designerons p&ar m, = E( ¥ ) le moment d’orare n Ge Y .

Ainsi,l’espace ayant N dimensions, les deux paremetres A etv}(

verifient le relation 3

2
(24) AN 4 2pN =m,

'

. . (g =
Le tenseur C,et par suite aussl le tenseur g, ,seront donc
entierement deétermines si 1l’on conneit le moment d’orcdre S,m  ,

et 1°unique parametre j+ dont 1’expressi.n fesse intervenir R(O,g,g)

(25) Moo= [ (s) 5, (0) R(0,5,H) 454D
En effet, si; ,qui,d’aprds (22) et (23) ,s¢ met sous la forme :
g 0L an G4 T NEIRE
s = - g g oy, o= -+ (0T e

3 ,

s’ecrira,compte tenu de (ga) :

€3 "W, : Coan)
S. = = 2 +<W +1 - = Mg
3 L/\'l ’ N)Jé
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A partir de melintencnt,nous nous limiterons au cas de 1l’espace
4 N .= 2 dimensions,Les tenseurs de Schwydler d’ordre 2 et 3 sont

alors donnes par

Y . ¢4
(26) Sx TTEE Y
© 3 - - (L £ th ¢4
S5 s o+ 2k g

1e developpement de Schwydler limité & l’ordre 3 nous donne done

la perméabilité macroscopique sous la forme :

d -3
em, + (L m, +2})C

(27) 2 Lo

=71 =

Uﬁ.lp'{

C f—

Ce developpenment doit etre compere & celul de la moyenne geone-
tricue :
LooC k! o5
X = =1 - Ltén, +
T . I~ 2 -
.'.50 - € (4‘5\

Tout se ramene donc & comparer entre elles les valeurs numerigues

UL
[}
£

N

de _%ms et de (.& my + 2 H),qui ne coincident que pouar F\ = %i m
Nous allons examiner truis exemples,et obteiir pour chacun d’eux
des repports j""/m3 differents de I/I2.Celd signifiera cue la regle
de pondération geometrigue n’est pas «ppliceble & ces exemples,bien

qu’il existe pour cheacun d’eux une reégle de ponderation,

ITT- EXEMPLES

To/ Mot croise aleztoire,le plen est suppose divise en carres de

coté a selon un qua&rillage regulier { en feit,le maille a ne joue
aucun role,puisque K est invariant pour toute similitude effectuce
sur la loi spatiale,et nous prendrons simplement a = T ) .4 chacun

de ces carres,nous attribuons une permeabilite scalalre k tiree au
sort selon une loi donnee admettant la moyenne k., et les moments

centres :
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oL S:,.'l
k b
< C

. 17
B( {k =k, )|

"

‘etdnu entendu que ces titages au sort sont effectucs independamment

.les uns des zutres .pour les differents cearres,

Le calcul du parametreup ,qui est donne en Annexe II,conduit &

le veleur numerigue

ce qui donne :

L, +2p=0,278 m

Y

valeur comprise entre I/4 et I/3, de m, ,mals differente de 1/3 m, -
La régle de ponderetion geometrique ne s’applicue donc pes &au mot
croise alcatoire,saufxdans le cas particulier ou k/k, et nh/h, ont
la meme lol de probabilit: scevte circonstance se tradult per le Talitb

-

cue le moment d’ordre 3z, & .y ,e5t en redditd du o gustriene ord

"S
ey
o]
n

de sorte que le devsloppement (27) s’identifie a celul de X /k. .La
[ &

régle de ponderation applicable au damier aleztoire s’#crit,au 3 ordre

Remercnel’espace ayant N = 2 dimensions,X/k. et H/h , re déditisent

oy

des lois de et de h per le je. dec memss rdzles de ponderation,

Cette circonstunce permet de determviner 1a forae d%ardra 4 lorsque
1°on comnzit le terme d’ordre 3 (Celd resulte de celcils elementzires

gu’il n’est pas utile de reproduire ici).Si C est le coefficient de
3

—
g

& m., dans (27),16 developpement pousse & l’ordre 4 peut s’écrire :
\)

.; 3
Kﬂ%==1-%im& Ccm +

. i
(2c-8)(x, - - ix) e’

»4@

T
L
On pourrs. donc,dans'cet exemple et dans les deux suivants,obtenir

si on le desire,les developpements de Schwydler pousses & l’ordre 4,



fo/ Milieu & volygones convexes &leatol ires,

,Lc plen est maintenent divise en polygones convexes «leztolires,
grece & des droites implentees zu hesard selon un

scheme poissonien ( plus precisement : les Groites

% ] . " . /e A - .
de direction complise entre & et C + d {7 aessinent

.

sur une perpendiculeire & leur directibn.@ un

processus poissonien de densite A ag , A\etant une
constente independante de ) A chacun de ces

polygones convex (es,on attribue ensuite une permes~

bilite scalsite k tirce su sort comnie dans 1°
exemple precedent,0n sait que,dens un tel schemea, la probezbilite
pour qu’une aire convexe de perimetree £L ne soit recoupse par sucune
des droites sleatoires est exp( -2xL) JEn pal rticulier,la probuabilite
pour que trois points 0, 3 ,et }) solent interieurs & un méme polygone
(c’est & dire,pour gue le triezngle de sommets 0,3 et ¥ ne soit
rencontré par aucune droite ) est de cette meme forme,Ge sorte que
1l’on a :
-\‘ _: {9 ! Vg 9‘\—‘
,L.:_, \_Dzl--r 5T
R(O’%:'))
La formule (25) permet ensuite de calculer }A.On trouvé,(voir

innexe III) la valeur numericue
F/w, = 1/8 (5 -4log § ) = 0,0284..

On en ulre-é my+ 2 = 0,20688m, ,veleur differente de m./3,LA
! "~ =

regle de ponderation geometricue ne s’applique pas,et le developpe-

ment de Schwydler a l’ordre 3 est @

¢33

2 - .
c¢m, + 0,35068 mgC

. N .‘-
< ’ 2
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%0/ scnene & loi incdefininent divisible

© Nous partons melntenent &’une mesure sleatoire & loi indefiniment
13 . e -
divi isible dF te;le que les Lﬂt‘”ra*Ca j ar et j 4dF soient
. e .,
1naunenaanues des qgue les deux aires §, et S. sont Gisjointes 3

cette mesure dF peut,pear exemdie, etre constituey par dos points

-

inplantes au hesard dens le plan selon un schema poissonien.Nous
attribuons ensuite a chaque point x du plen une permeabilite scelaire

k(x) egale & 1’integreale :

[ .
k(x) = | a7
5l
de la mesure aleatolre dens le cercle C. de reyon & centre en x,Wous
A
pouvons d’ellleurs prendse & = I ,pulsque K est inverieént per simili-
tude,Alors le covaziance a(x,y)es* proportvionnelle & 1leaire de 1°

\

intersection ces deux cercles C, et C. ,et le moment d’ordre 3 B(O,g;j
est proportionnel a 1l’wuire C¢ 1’intersection trinle cdes trois cercles

C, ,C. etqj .0n en deduit cette fois (veir fnnexe IV)
3

J’

()

Ce milieu n’obelt pas a le regle de ponderation geometrique,mais

[ Y - S oA+ o deand @ men e .
4 une reégle differente cul s’cerit au troisiewe ordre
.& .‘_"
K/k. %c m, + ~ @
< i

COHCZUS”ON GEHER T

PRI

Au terme de cette,,uous cboutisscms & une conclusion qui pourrsa

(01

peraitre unm peu decevante : la rdgle de ponderation geometr cue,dont
nous savions dejd qu’elle ne peut pes s’ap;

possedant un nombre ¥ # 2 dimensions,n’es

ck
e}
c\
0n
=}
(@]
9]
(]
F
o
4]
<
(\w
-
m
U’
el
(0]
“
[¢]
B

general,pour les ecoulements plans,en dehors du cas perticulicer o

k/ke et h/h, obelssent & une fieme loi sputicle isotrope,Cependc

Q;

;

ot
-

2

ce cas perticullier est importent en pratique,puisqu?il s?apniicue
X ? i s
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-4 des permeabilites lognormales,D?autre pert,il est fort possible,

‘dens le cas N = 2 ,que K,sans coincider avec lu ioyenne geometricue,

en differe suffisamuent peu,en generel,pour que la regle conserve sa

valeur pratique,Mals surtout,on notera gue chacun des trois exemples
traites a permls de conclure & L’existence effcchive d2une regle de
ponderation ( non geometricue) : conclusion cteblie, e realite,au
troisieme ordre en ¢ ,mais dont la velidite & tous les ordres peut ¥

etre demontrée facilement,C’est 14 le resultet nositif de cette otud

de ponderation peut correspondre a tel ou tel tyne de Lloi spatizle
compte tenu de la veleur de N,il conviendrzit ¢’entreprendre simul-
tenement des etudes experimentales assez systematicues
methematiques,d’un niveau assez cleve,relutives aux opErsateurs

alectoires et a leurs solutions stetionnaires evencuelles,
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mxoression du tenseur ée Schwydler d?ordre 3

' o B . . .
Pour determiner 8. ,nous allons former une fonection S, (§,5)

oo
2

> . . - - R & -
dont la veleur en I = ) = O coincidera avec celle de £ telle (W

Ss
elle est Gelinie en (I?).Posons,en premier lieu, 3

{3 — r ,\.': “' § ' :
(-1) 8, (5,0) =-E ¥V ®Oup (x+5) ]

A . . s 4. ¢S]
Cette fonction coincide bien avec 8. en
)

g = 0 ,D’autre part,et
moyennant une hypothese natuielle d’ergodicite,elle tend vers 0

: . 4
lorsque i3} tend vers 1’infini,puisque (x) et o;p (%

Y

asymptotiquement indépendents,Cette condition aux limites permet de

deterniner une fonction 3 pertir de son leplacien,Prenons donc le
leplacien (en 5 ) de (I I),ce qui,compte tenu de (I5),ve nous donner

3

- +:..

i
-

v ! ., y . / /&; :ﬂ
(1-2) A5, (5,0) = ElY (x) -;c,;{“a (

~
1
1
H
-~
S ,—v/ M
N

il
"
(X4
~
[ 4
»,
G

msuite,nous introduisons le deuxieme verisble p

/’ / \\() . k) .\ ~N

: _ .
(1-3) ¥ () C Yoz w5,

.<'7 ,O) B

-
{
A
!
|
3 L

Lequation (I-3),jointe & le X¥ condition aux limites § (u«,_))

¢y
determine effectivement le fonction &. (¥, o ).Meis le deuxienm

nenbre de (I-3) s’annule €galement pour (i ¥ (toujours moyennent

la meme hypothese d’ergodicite),et par consequent cetfe nouvelle

gartir

-~

csas _— . . €9 7= oy s
condition aux limites nous permet de reconstituer S, 5,0) a
e’
de son laplacien iteré B:;l%y: D?aprés (IS),l’opcrateur[kg appligue
‘ J
s -~ i

(I-3) nous donne (compte tenu de NI,

+ %) sont wlors

g~ 3
\ .
{\\\\ 13 ﬁ\ 7/ (‘>,,;) // \\\\\t/ (X,X54
=eu,en ruison du carictere ucthﬂn 1 Yexpression
§ A

de X & nous pcgvons nrenare si lement X =0
\ \




L'\t,

o /
s a8t s,y =m0 o e +5) tued G+ w;) )

" Tntraduisent alors le moment fonctionnel R{x,y,2) defini en (18),

nous trouvons .

—"

X ga, _ ¢ C : o e
(1—4) /')};JXJS..) (3 ,_ﬁ) = - - . \ ‘I\'})JKTS g ) Th

ORI )
3§ty ovUey

.

5

et,en reison du csrectere stationnaire,l’expression obtenue ne acpen nd

pzs de X { nous pouvons srendre simplement X = O

Tn vue de résoudre (I-4) ,nous devons preciser notre hypothese &°

<

ergodicite en supposent que le tenseur R(x,y,z) tend suffisaumment
vite vers 0 lorsgue 1l’un des points d’appul,z per eAemvle, s?eloigne
indefiniment,Nous nous interessons & la solution S ( , ) de (1-4)
gui tend vers 0 lorscue1§§ ou | Ditend vers 12infini,Cette solution
se presente comme un produit de coanvolution Gens l’espace & 2N

dimensions

a (% _ Tl Ainy | R crR{c &, 5%D
'-—7(5:9)"’ L AUS) A Dy ! !

]
Le symbole de derivetion © peut etre ppliqa 3 1’un ou l’leaucre

des facteurs du prodult e convolutiony de sorte que 1’on & aussi 3
i G D!
C—] R . _ - \\ L‘l B [U - .
(1-5) s, (g,D) = - g"(,,’ a (5) ¢, .o (u)} -+ R (C,% 53 5
Fn tent que produit Ge convolution de distributions, - i-3) &
toujours un sens,d C«use de la decroissance suffisemment rupide de

o)
R & 1%infini 1icée & l’ergodicite.Mels ce ¢ul nous interesse c’est
b4 )

.

l-J
)
]
0
'._)
-
®
o

3 = ) = 0 de la fonction 5, ,qui doit donc etre continue
3 l’origine,En utilissnt la transformetion de Fourier,on note que

1z transformee de 83 est sommable lorsgue celle de R est elle-nene

by

sommable dans l’espace & SN dimensions,Par suite,si R est continue,
relativement & l’ensemble des deux points 3 et D (sans etre necesseal~

rement deriveble),il en est de meme de u (3 ), }.on peut alors fzire



—
~»

¥ =4 = 0 dens (I-5) et obtenir le temseur s'° de Schwydler sous la
. forie s

Ay &0
\L,“f} G-

" (0, ,5+0) a

a5

(WAL

-

- ) ""'.) . .
'(I"'e) ’ S\ = "';'.j'/""v.‘q;l "‘(i)) ""-"\'U-U{(D) R

Cette expression dolt etre prise au sens des distributions : la
veleur & 1’origine du produit de convolution (I-5) est le produit
scalaire de la distribution ¢;

d»«(g)zgéd(y) par la fonction suffisem-

ment regulidre R(0, § ) 54b)

Le ralsonnement ci-dessus peut etre facilement reitere,et conduit

& l’expression suivente du terme generale du developpement de Schwydle”y

R L qt
<3 . " N AN R
ETRRI 4 £-30) IO U 6 2 ‘
- = -] . 3, e - Taed A P - . w? Lo T
(I ?) s, g y I ) \ {u S, 575,70 ) Tyt Sev ot San, «5.45
H ) . (Y
1}
avec naturellement
* - -y > % 2 'A
f('_':,.iﬂ.’—t“ 3o S R LA \ \,J’ g o~ \7
- - e < - =y Y { N T e Y e aey R
R ('.C'l?g.}"" § Sf‘\“ﬁz‘.“‘>n—|}‘ =) \l' {"\ J (’,..uTr;"’l""U {d\"'g.‘+ "’l:-‘)-j
R}

Mais (I-7) represente le produit scalaire d’une distribution de 1é&
espace a nN dimensions par la fonction R,et son calcul effectifl

semble devenir & peu prés impossible au deld de'n = 3 ou & ,
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ANNEXE TT

ot crdicse sléatoire

; Solent Ox et Oy deux axes paralieles aux directions principales
.du reseau cerre,l’origine 0 etant prise au centre de 1l’un des carres,
Introduisons la fonction f£(x) definie comme suit s

-

X &+

1S

T si -J

==

£(x) =
0 sinon
f(x) £(y) est donc la fonction indicectrice du carre centré 3 17
origine,Le moment R(0, §, D) est proportionnel & l’intersecticn du
carre uniteé et de ses deux translates dans les translstions € =(%, .\

et D = (,:)‘I,D.‘,) , solt

v
0

R(0,3,9) = m /f(x) £(x) £(x,+5) £(x, +5) ©(x, +9) £(x, +9,) dxax,

—

Designant per ¢ la mesure de Dirac,nous avonss

~
.
C(X—-‘
4

L (x)

[y .
et par suite :

Q:
U}
[

N

e

+
{

)

i

)

, i~ 5 \
- L - { ¢ o g /'( ¥+ C-
PRGSO g 140..\;;19«'4\,Z_~,?¢‘>éu, GAHT ST
<7
wiig,09, 09, J \
. - .'\ \ é
: - - [ . L& ¢ (2,+9,% 3 Cu
la somme ctant etendue zux I6 termesé; = + 7 ,0n & donc ici :

=\ ¢ 'R 5 .
Jus oy /.x (g} wld) —>——>—_ 4347
DYUN

Désignons par T, 5T 5T T, les rayons vecteurs joignant le point

. . . . . {
courant (x,y) aux sommets du carre unite,Corme ici X = TLOET

nous obtenons

-~

-4 /‘ 1 A
o, Ny ly | ; gl
\T}:, L i:c:; *J_—-.—é- ' \13;‘,\{,; — C’) O i Ll’b Ve
. 2 / '.}‘ \;27 ’Z.-,. j <
L,n .. 9 (S |
Cr (@]

1.

vo=




WNEXE ITT.

oavilieu a polygones convexes &élestoires

tvec le R(0,., -) de ce milieu,le formule (25) nous donne :

/. o =AU s+ VS el
= “v,,,"u?’)) ‘311'*(7)1 e

t
J I
— — 3] )-.
n‘.5 ]L “ Sa_/
o : Crer 3 e ST
Le principe de la methode va consister a exprimer e en

fonction de lu transformée de Fourier de exp(=)r) ,avec r = \Eﬁ)dgns

1’espace a deux dimensions,qui est 3

p(?) =

(P= \"ul + V est le rayon vecteur dens le plan devFourier).De :

o R — — Loy — . 1
:)1SIDI _thidq(jﬁp,3~ bzliszz\t
CA = < R A
al,d le
on deduira,en effet, :
. - A
<o /?(?) C Alwv)i eudwr
oo Wy
D b . y 1 Ne— . ¢
-0 / D S R HE A Tl S, s gd\
\ ) o1 . -
A('l.l,V) = /’ Y Klt)) < dg’ldS“;
<
Calculons donc A(u,v),Comme :
[OP
. ‘A\"'Si - ~
//»c,lexfs) e 45,085, = ©
on obtient :
:’ . .Ib\ “’AJL Kamd 2': T’(U\‘l.“u‘\‘:’-\ -
- - I 9 L -t L aXRaYy
A(u;V) = - - 7({ d L < i Y

’ N .. 1
2w . __"\ Jl o e D -1 { _;__,JH
= - ! PPN ‘C‘ A4 4 / PN | cast \ r{J
L[ snpesti [ 4 et (g ) dw

w -2

%

& (Y
(avec u = Pcosx et v ={?sinx ),solt encore :
oty ) . n A 2~
! z ( l“‘r")\ [ a3 tesb QG
A(u,v) = - ;} n 7\ J CL&), L:“’(\l T

N

«




D’ailleurs,on & :

.: w f‘ \,-T)-
[~ . A o g .- g - " iy é
/ l‘_(c,‘)l'[f"}“\\i DL'\(; ('C?‘;(;.'d G -= Sm A (A J: i st ’E (a8 < G C(

Cr

Cette integrale est nulle pour n impeir,fn sommuant sur les entiers

n pairs on trouve : '
- 2T
o7 b e 3 A PV ] . I A
S A (s€. iad L3 , oo A4
) _ Sim A &5 A 60[. ‘ 4 b)) . CC_SL L—)‘} CC(D 2 U €
A(tl,V) - 3 i :

Cette integrale se calcule exactement,0n trouve

l b 2L

o

2

} ———— e

- >
L"};(W'\

1~ \;J" \ b'\",“
- AL
- — o ly 2 < oL
‘A(a,v) = - S5un /{( S : -
. . [ '}_"..:
1+ \, 1 4~ o
1

Portons ¢

A
expression dens l’ecuation (2-I).I1 vient :

ette

.\

T . e e e
. . '’

“ / Lot

/‘ { S -\l
Ly RN X ; Y AP Mot g e :
2 = Sin diesh dA | V(2] \ Al I o
‘1 e —— i
WY, ‘ | / ,
C ‘ § v/ Ve T
3 L (;' i /I-l. ,; . "1”4{5
VERAN ~—\——"
v &~
avec 3 d
T i
P(Y = T T Al
! A [ O LS
vl
2 . L"‘?‘Z
- L . 1 . - . 2 L
Il suffit de faire le changement de variable x =71 4+ 2

obtenir

A

(1)

v £ : ‘ .
o -4 ) dx e Lgé,
- 3 ) 2 - \ <
b K41 A X

4




ANNEXE TV

Schemsa & loi indefiniment divisible,

Designons par £(x) la fonction indicatrice du cercle de rayon 7T

I si x| &1
L (=)
0 si(xt>~"

de sorte que la permeabilité k(x) se mette sous la forme :
Ve Loy amle

...!..L()&. +‘5) ClF(:-j)

w

k(x)

3

Le moment d’ordre S,R(xx,x,‘xa) est proportionnel & l’aire de 1° .
ot .

intersection triple des cercles centres en x ,x,, et xs,soit :
R{x, ,xl,x Aj I(k F35) f(x,+5) £(x,+5) 4§

\

Portons dans (£5).,I1 vient :

}
.
Hy
N
by

N’
~q
</

;

‘[,v
2
I
o

Calculons donc le produlit de convolution '342%2%;. ,et sour celd,
en premier lieu,4 «f : ce dernier represente le potentilel engencre

par une messe unite uniformement repartie dans le cercle de reyon -l 3

{ (2% ¢ L L
5 yhua
ol £ L = , r
‘ Z l ?O;’. .‘1 s"' & 7 '
L J '

Cette fonction est continue en r =T ainsi que ses derivees premi-

eres . Par suite :

( < se L LA
CoaxX w = Ya
CaX » [ = (2, & 50 >
par conséquent : |
\". s j ~ :
.)‘,"=A/ [012_‘*7\‘7) m




