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NOTE GEOSTATISTIQUE Ko 66

IA METHODE DE SCHWYDLER

Introduction

Nous nous proposons, dans cette Nofe, d*étudier de manidre systéma-
tigue la composition des perméabilités & 1l'aide de la méthode d'approximation de
SCHWYDLER., On connait le prinecipe de cette méthode. Etant donné un milieu dont
la perméabilité régionalisée 'kij(x) est interprétée comme une réalisation d'une
fonction aléatoire tensorielle ergodique et statiommaire, elle consiste 3 poser .

L E(kij) + £ yij

et & construire les solutions de 1'écoulement sous la forme de développements (1imi~
tés, ou en séries entidres) en fonction du scalaire & considéré comme petit.

Appliquée & la recherche des solutions stationnaires de 1'équation
de Darcy, c'est-d-dire des écoulements macroscopiguement uniformes, cette méthode
permet (théoriquement) de déterminer la perméabilité macroscopique constante gtd
du milieu, sous réserve de convergence des séries entidres obtenues. Les fonction-
nelles obtgnues sont, en fait, trop complexes pour que l'on puisse espérer les cal-
culer numériquement dans les applications* Leur structure, cependant, montre que les
perméabilités macroscopiques constantes K;j sont invarisntes lorsque l'on trans—
forme par homothétie la loi spatiale des wHd ! dnvariance que des considérations
de similitude permettent aisément de prévoir a priori. Or, parmi les fonctionnelles
de la loi spatiale invariantes par homothétie figure une classe particulidrement
gimple, celle des fonctionnelles qui ne dépendent que de la loi de probabilité des
composantes kij(x) de la perméabilité - prises au méme point d'appui x -. On
peut se demander, par conséquent, s'il existe des cas particuliers ol les K;j ne
dépendent que de la loi des k;j prises au méme point d'appui. Dans de tels cas
particuliers, nous dirons qu'il existe une régle de pondération. Une régle de pon-

dération s'exprimera nécessairement par une égalité de la forme .
P@ = z[@ (k)]
avec une fonction ?E_ (de matrice) déterminée. Par exemple, avec des perméabilités

conservatives, on a la rdgle de pondération arithmétique
X = E(k)
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et, si les hij , inverses des klag constituent un tenseur gradient on la régle de

. pondération harmonique

1 o= B

' Enfin, dans un milieu stratifié & 3 dimensions, 1l'axe des x/'l' étant

1

pris perpendiculaire au plan des strates, on a la régle .

a_ X2 K2 A X2 X2

K11 Kll Kll K 1);::l.l kll kll

2 J—

2 22 x2 5 xPgV X2 e 2 23 122
Kll Kll K].'l =] 1‘:ll k:ll lcll

13 12 13 —Ta 13 12 13 537
2 23 xlx? 33 A1 "l S I o
Kll Kll K.'l.l lcll k:ll kll

Ces trois exemples, mthés 3 la Note Géostatistique n°62, prouvent
qu'il existe certains cas (trés particuliers il est vrai) ol une rdgle de pondéra-
tion du type (2) s'applique effectivement. Il serait souhaitable de déterminer une

condition ndcessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi. Dans cette étude, nous

montrerons seulement que la régle de pondération géométrigue

log X = E(log k)
g'applique rigoureusement dans le cas particulier trés intéressant dlun milieu iso-
trope & deux dimensions et 3 permdabilités lognormales: Ce résultat est 1ié étroite~ -
ment au nombre N =2 des dimensions de 1llespace. L'étude de l'approximation de
SCHWYDIER su deuxiéme ordre montre gu'il ne subsiste pas dans 1l'espace 3 3 dimen-
gions.
Dtune manidre générale, nous avons montré antérieurement que la perméa—

bilité macroscopique K est toujours intermédiaimre entre les moyennes harmonique

et géométrique s -1
E(k“‘l)] £ L Ek)

Les résultats auxquels conduit la méthode de SCHWYDLER suggdrent une
loi, de forme encore purement qualitative, qui serait la suivante . Dans les mi-
lieux isotropes au moins, la perméabilité macroscopique serait d'autant‘ plus proche
de la moyemme arithmétique que le nombre N des dimensions de l'espace est plus éle~
vé, Pour N =4, on sait que la régle de pondération harmonique s'applique tou-
jours. Pour N =2, on. doit &tre & mi-chemin entre les moyennes harmonique et

arithmétique (ce qui est le sens d'une moyenne géométrique), et, pour N =3 on
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devrait se situer aux deux tiers du chemin. Ces remarques conduisent & proposer

la régle S
N-1
& = B(k) [E(k‘mlﬂ

Toujours vérifide pour N =4, démontrée pour N =2 dans le cas d'un milieu ido-
trope & perméabilité lognormale, cette régle est purement hypothétique pour N =3
(mais compatible avec les indications que donne, dans ce cas, l'approximation de
SCHWYDIER 1limitée 3 1%ordre 2). En concurrence avec la rdgle (3), nous nous propo-

*

serons aussi une régle de pondération homographique -

s

[K + (N =4) E(kﬂ - = l}c + (¥ =4) E(k)_l -

Suggérée par la forme méme des fonctionnellés générales auxquelles conduisent les
développements en série de SCHWYDLER, cette régle suppose, pour &tre valable, que
se produisent certaines simplifications dont il ne nous a pas été possible de mon-
trer la possibilité. Elle reste hypothétique, et doit done &tre considérée comme
douteuse, d'autant plus qu'elle n'est pas compatible avec la rdgle (3) dans le cas
ol cette dernidre est certainement valable. A

En fait, 1'étude de l'approximation d'ordre 2 nous conduira 3 une rela-
tion du type

E(kij) o ISP

ol le tenseur de SCHWYDLER Sij est une fonectionnelle de la fonetion de covarian-
ce des kij. Ce n'est que dans certains cas particuliers (hypothése de subisoﬁropie)
que std peut stexprimer & l'aide de la seule matrice des covariances des perméa-
bilités prises au méme point dlappui . c'est donc seulement dans ces cas particu-
liers (d'ailleurs importants pour les applications) qu'il n'est pas vain de recher-
cher une régle de pondération du type 2.

Les deux premidres parties de cette étude seront consacrées & 1'étude
de la composition des perméabilités et & la recherche de régles de pondération
éventuelles, la premidre partie utilisant des développements en série et la deuxid-
me se limitant aux développements dlordre deux. Mais la perméabilité macroscopique
constante Kéj ainsi déterminée ne donne une description correcte gue des dcoulew
mente uniformes ou localement uniformes au niveau macroscopique. Or il existe une
classe d'écoulements particulilrements importants dans les applications, et que l'on
ne peut en aucune manidre considérer comme localement uniformes au niveau macroscopi~

L d

que : il s'agit des écoulements radiaux. Au voisinage d'un puits, en effet 1'écou~

lement n'est pas uniforme, et ne peut 8tre considéré comme localement uniforme gue
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pour des domaines de dimension inférieure au diamdtre du sondage, domaines généra=
lement beaucoup trop petits pour que 1'homogénéité statistique du milieu y soit aéja
réalisde par ergodicité.

Dans une ti'oisi‘eme partie, nous étudierons done directement les écoule—
ments radiaux, par la méthode d'approximation de SCHWYDLER limitée au deuxieme ordre.
La perméabilité apparente, relative aux écoulements radiaux, que nous mettrons en
évidence sera une variable aldatoire (et non une quentité déterminde, comme la per-
méabilité macroscopique) Sa variance, toutefois, tendra vers O lorsque le rayon
R’l de la zone de drainage tendra vers 1'infini. Son espérance mathématique, 4'au-
tre part, ne coincide pas avec la perméabilité maua:eosseop:i.que9 mais converge vers elle
si le rayon BZ[ de la zone de drainage et le rayon Ro du sondage tendent vers
1tinfini et zéro respectivement,
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CHAPITRE I

BIUDE DES ECOULEMENTS UNIFORMES
SOUS FORME DE SERIES DE SCHWYDLER

Dans ce chapitre, nous étudierons en premier lieu les développements en s5é=
rie du flux et du gradient d‘*un écoulement stationnaire, et la relation remarguable
qui lie leurs espérances mathématiques. Nous en déduirons, dans un deuxieme paragra-
phe, le développement des perméabilités macroscopiques Kij. Nous examinerons ensui~-
te une possibilité (hypothétique) de simplification, qui nous conduira & proposer une
régle de pondération homographique, dfailleurs assez douteuse. Enfin, dans un quatrid-
me paragraphe, la symétrie en k et h, pour un espace & N =2 dimensions, nous
permettra d'établir qu'un milieu isotrope & deux dimensions et perméabilités lognor-

males obéit nécessairement & la régle de pondération géométrique.

I.~ ESPERANCES DU GRADIENT ET IU FLUX.

(4)

(5)

(6)

Soit un milieu infini a N dimensions, dont la perméabilité régionalisde
kij(x) est interprétée comme une réalisation dfune fonction aléatoire tensorielle er-
godique et stationnaire. Nous supposerons que l'espérance de kij est le tenseur mé-
trique (tenseur unité) gij : '

B(kM) = g
I1 est toujours possible de se ramener & ce cas en effectuant une transformation 1i-

néaire des coordonnées. Autrement dit, nous poserons .
¥ = gia + ey
avee .
il
Ey'd) = o
Le flux qi et le gradient * f p d'un écoulement permanent quelconque vérifient
le systdme de Darcy

qi = =1 g% P
s i
E di g =0
Parmi les solutions de ce systime, nous nous intéresserons exclusivement,

dans les deux premiers chapitres, aux solutions stationnaires, et nous chercherons

3 les représenter sous forme de développements en séries
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s = ol
(7) % . oo
g ,ajp= lajp°+§:=:1_ sn @jpn

La premidre équation (6) domme, compte tenu de (4) et en identifiant les

n
termes en € o

qio -~ fa;j Po
- _ i
at, ==& @jpanj (/%N

et 1'équation de continuité conduit & .

(  Ap,=0
(9) ° o
z Apn + {()i(ylj 93 Pn-»l) =0

Pour ¢ = 0, kij = g:":’ est constante, et les solutions stationnaires correspon-

)

dent a des écoulements uniformes. Par suite le gradient ’bj P, et le flux

qio = .- 1J /bj P, correspondants sont des constantes.
i3
Soit alors o la solution élémentaire de 1'équation
(10) AO(. + &6 = 0

ot & est la mesure de Dirace

[pour N=2, a= '%:Tt log r, pour N =3 o= T%_F ; plus généralement,

pour N # 2,
- T N=2
o TEsE)
I i} -2
"'2‘“ xr
4

Toute équation du type
(11) Af+p = 0
admet alors la solution
f=a * ¢

et, si ¢ est une fonction aléatoire statiomnaire la fonction £ ainsi obtenue

(sous réserve que le produit de convolution ait un sens) constitue la solution
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statiomnaire de 1'équation (11). Ainsi (formellement) la solution de la 2%me équation

- ij )
Pp = o ¥ [réiy /Dj pnml}

D'ol 1ton tire, d'aprés les propriétés des produits de comvolution

(12) O py = g o (6 D m )

(9) peut st'éerire

Prenons 1'espérance mathématique des deux membres de cette équation (12).
Comme yiu ’au Pn-l est stationnaire, son espérance est une constante. Or, dams

l'espace & N dimensions, on a pour toute constante C ¢

N arc =_% gy ©

ij
Par suite, nous obtenons une premidre relation remarquable .

A [ iu 1

2

En ce qui concerne le terme qln dlordre n de l'expression du flux, les
équations (8) et  (13) domment
iy __ A3 LA
B(q",) ==& E(0; p,) - By 0,2,
A e iury iu
"“E‘E(Y @up )'E(Y Q)u Pnl

clest=d=dire &

(14) Bt ) =W-2) ¢ *"E(’aj

sauf, naturellement, pour =n = 0, puisque dans ce cas on a

Lo
qO ==-g /()jp

Ainsi, le flux total q> est :

i i ni
q=qo+zaqn

er a pour espérance .
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Bql) = qio + Z e(m-1) gt E(Gj p,) = qi + (le)gij[E('ajp)- 'ajpo]

Diod, finalement, la relation remarquable .

(15) - B(qY) = (m-1)gtd E(?)jp) - g /aj 2,

Le terme comstant du gradient g‘ D j Pyo peut 8tre choisi arbitrairement. La for-
mle (12) permet d'en déduire, de proche en proche, toutes les composantes d'ordre n.
Pour construire un systime de solutions privilégides, on peut partir de

e, =
La relation (15) dorme alors
E(qlﬂ') = (N =a) g E(’aj pe') - N giq’
Si 1'on désigne par B le tenseur gradient
B£=9.£
d o P
et par C 1le tenseur conservatif
VI
==gq
la relation précédente s'éerit .

(16) E(C) + (N:l)‘E(B) =N

Or la perméabilité macroscopique constante K est ¢

X = B(C) E(B?]ml

L3

Par suite (16) nous donne ¢
=1,
K+ (N=1) = N@(Bz]

Du fait que B(k™) = ¢*d 5 646 supposé sans dimensions dans 1'équation (4)
cette relation n'apparaft pas comme homogine. Prenant, plus généralement
ij ij ij
Y= k(g +y™)
avec

B(eld) = k g3

By'd) = o



-~ -0 -

~ les équations (9) et (12) subsistent, et on obtient
K + (N-1)k - =1
(17) . = |&(B)
N kb

La relation (17) ne constitue pas, & proprement parler, une régle de poxidéra-
tion, au sens que nous avons attribué & cette expression, puisqu'il n'est nullement
évident que l'espérance E(B) du gradient de pression, telle que l'on peut la calcu~-
ler de proche en proche & partir de la relation (12), ne dépende que de la loi de
probabilité des perméabilités kij(x) prises au méme point d'appui x. Elle montre, ce-

pendant, que la perméabilité macroscopique ne dépend que de cette espérance.

I1.~ EXPRESSION DE LA PERMEABILITE MACROSCOPIQUE K;j

Conformément & 1l'équation (17), il suffit, pour déterminer la perméabilité
macroscopique K, de calculer l'espérance E(B) du gradient de pression 3 1lfaide de
la relation (12). De cette dernidre relation, on déduit, de proche en proche °

Yoy = ) By o) )Y, 2 (0)

0y, = / 'aidj oc(xmg._:,_)’a_,tzufL (g - &) vt (g)

“

1% P Ity
Y (;71) Y (52).“ Y (gnﬁ po(an)d;ﬂ 4 ... d 3

Un

Remplacons 'au P, par Qu pg’ = 5,% et passons aux espérances mathéma-
n n n
tigues. On voit s'introduire le moment fonctiomnel d'ordre n de la loi spatiale des
kij Désignons par
: o A Lot oo isu, iu

ES (g1508,) = Bly (5 Yy T (e 2)0-0 y e )
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ce moment fonctionnel. Nous obtenons o

E(aj pgin) =&/”ajiﬂ oc(Xw%-)(()%iz cx(glm 52)...911 i g =¢g)

n-1"n =1l xm

1 o3 U pesod &

i Rdar-i s
R ( geear ) dr dp ... d
E'/l’ 52 E’n a’l 82 an

En raison du caractére stationnaire, cette expression ne dépend pas réelle-
ment de x, La relation (19) :rjésoud théoriquement le problime que nous nous étions

posée BEn effet, il suffit d'écrire
co

E(Bg) = 6%’ + év:__; an E(@j p% )
de vérifier la convergence du développement obtermu (nous ne discuterons pas ce point)
et de porter dans la relation (17) pour obtenir la pemégbilité macroscopique cons—
tante.

En fait, il ne semble pratiquement pas possible de réaliser effectivement ce
programme. La fonctionnelle (19) = qui doit &tre prise gu sens des distributions, car
les 'a 13 o introduisent nécessairement des mesures de Dirac - devient vite inextri-
cable lorsque n augmente, et son caleul mmérique pratiquement impossible au deld
de n= 2 ou 3. Dans le chapitre suivant, comsaeré 3 l'approximation d'ordre 2,
nous étudierons en détail 1'espérance E(D p2)9 avec comme objectif principal de
chercher dans quels cas une régle de pondération du type (2) n'est pas exclue 3 priori.
Auparavant, nous allons examiner la manidre dont la fonctiomnelle (19) est construite,
et chercher 3 mettre en évidence des cas de simplification possible. .

Une premidre remarque, trés importante, est la suivente ¢ la fonct:.onnelle

est invarisnte pour toute

En effet, la distribution «, solution élémentaire de L&cx +d = 0, est
en roh (ou log r pour n = 2), donc homogdne et de degré 2 !

/ oz) o(r Dax = fulF ) o(x) 2= = %«- o(x) p(=) dx

AR
et par suite 9 3 o« est homogdne et de degré O

/@ a(x) o(r z)dx = ’9 a(x) y(x) dx
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Par suite si, dans (19), nous remplagons

i eee 1 1
Rﬂ.lh n oo (E&"’” £ )

n

par

,lu{i_..ol 1,
nn (?b algeoo A E )

1'espérance E(r() F') n'est pas modifiée. Ainsi, toute homothétie e:f‘fectuee aur
la loi spatiale des kia laisse invariantes les fonctionnelles (19) et l1a perméa~
bilité macroscopique K. Ce résultat pouvait facilement &tre prévu a priori & 1l'ai-
de de considérations élémentaires de similitude. Deux milieux de perméabilités k*9

ij A
et ¥ 32 telles que llon ait

i‘ ij
¥ (z) = & oA x)
a4
ont, en effet, méme perméabilité macroscopique constante.

Parmi les fonctionnelles invariantes par homothétie figurent toutes celles
qui ne dépendent que de la loi des k:ij(x) prises au méme point d'appui. On est donc
conduit & rechercher s'il existe des cas ol les fonctiornelles (19) ne dépendraient
que des momemts d'ordre n, Rl’-l-“fl’"inun (0,000 0) pris au méme point d'appui. Clest

dans de tels cas seulement qu'il existera une rdgle de pondération.

IIT.- LA REGLE (HYPOTHETIQUE) DE PONDERATION HOMOGRAPHIQUE.

Lg distribution @i 3 o qui intervient dams la fonctionnelle (19) est étroite~
ment apparentée & la mesure de Dirac O. En effet, on a par définition

g‘.j"-j ,{)ijocr_ﬂor,: =0

Par suite, agissant sur une fonction possédant la symétrie sphérique, c'est~i-
dire de la forme ¢(r), la distribution {ai,j « donne ©

(20) f’dlj afz) ¢lr)az = -5 tp(O)

Autrement dit elle coincide, sur le sous-espace des fonctions 3 symétrie sphé-

. rique, avec la mesure de Dirac —n/lﬁ gij Os
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Considérons alors la fonctiomnelle (19) éerite pour n =2 3

B0y 58) = /Oy olem g Wy e - 2) e o,

iu, vl iu,vi,
Ici R ( g g) ) est de 1la forme R ( £E-t ), puisque les perméabilités
4 2

sont stationnaires. Par suite, on a aussi bien

E(aj PS5 / (X-=g )dg/@uv oc(?) Rl‘llgVQz (y) d])

: , z
S o

Si, de plus, Riu’VI' (?) ne dépend que du rayon vecteur lpl, la relation (20)
conduit 3 .

tu,vhy
(21) 20 07) =Ly gy R O

Dans ce cas, donc, l'espérance du terme d'ordre 2 ne dépend que de la matri-
ce Riu,v?,(o) des covariances des perméabilitée prises au méme point 4'appui. Nous
reviendrons plus longuement su chapitre suivant sur cette eirconstance remarquable,
dont la possibilité est ainsi établie en e¢e qui concerne le terme dfordre 2. Imagi-
nons, un instant, que cette régle de simplification puisse s'appliquer non seulement
au terme d'ordre 2, mais 3 tous les termes (en fait, il est vraisemblable que cette
posgibilité nlexiste pas réellement. Il ne nous a pas été possible de le démontrer,
mais nous ntavons réussi & former aveun exemple simple oll une telle simplifiecation
se produit. On peut penser qu'une telle simplification n'a de chances de se produire
que si la loi spatiale présente le maximum d'isotropie, et, en particulier, est inva-
riante par rotation. Or, dans le cas particulier de deux dimemsions, et pour des per-
méabilités lognormales, nous verrons qu'un milieu isotrope obéit 3 la régle de pondé-
ration géométrique, incompatible avee la rigle de pondération homographique 3 laguelle
conduit 1'hypothdse envisagée ici). Avec une telle rdgle de simplification, la fonc-
tiomnelle (19) se réduirasit & & ) 2

(22) E(’B JQ) = ("'1) e 8, 4 Ri’l%i”lzuzw *a )
Siy Sy n-A"n
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Or, par définition
i i if
R 2 (0) = E{Y ﬁ“%(x) Y 2112(x) ces ¥ 2 (=)

. . n
Introduisons done les puissances successives Y du tenseur Y. Les composantes

y;‘j de y" sont par définition -

i@.g 5% iy, inz
Yo = Y &%izY g;uz%u. 'gundlin Y

et (22) se réduit, par comséquent 3 o

. n i 0
(d, pb) = L) o By %)
Jn > jia n

ou, sous forme matricielle

a(bs,) = E4 5r)

oo
n
Par suite, le gradient B = 2 e @pn a pour espérance
0
n

= n -'1
E(B)zz =) &"‘E(Y)=E[(Q+§Y)]
n=0 m
Soit encore

(23) E(B) =X E[(N=Q+k) ]
T1 convient, avant de porter dans (17), de remplacer k par -E— dans (23),
)

lorsque B(xMY) = k gij. La régle (17) se met alors sous la forme d'une rdgle de

pondération homographigue qui s®éerit

=1 iy
(24) E + (m-a)kg E Ek + (N-ﬂ.)ka) ]

Bien quiil n'existe probablement pas de cas ol cette rdgle soit réellement
applicable si N #4 (voir ci-dessus) la forme de la relation (24) est instructive,
Pour N =4, elle se réduit & la rdgle de pondération harmonigue K'a' = E(k"a'), qui

]

s'applique effectivement dans les milieux unidimensionnels. Lorsque N auvugmente, la
régle (24) tend 3 s'éloigner de la pondération harmonique et 4 se rapprocher de la
pondération arithmétique, vers laquelle elle converge lorsque N tend vers l'infini.



Ainsi se trouve suggérée une loi importante qﬁe 1'étude de l'approximation
d'ordre deux confirmera au chapitre suivant. Dans' les milieux isotropes (plus préci~

sément : lorsque la loi spatiale des perméabilités est invariante par rotation), la

vient infini,

Yo,
IV.- PARTICULARITES DES MILIEUX A DEUX DIMENSIONS.

Cette influence déterminante du nombre N des dimensions de 1l'espace est
bien soulignée par une particularité que l'on observe dans le cas N = 2, et dans ce
cas seulement ! 3 deux dimensions, le flux q et le gradient 'aj p Jjouent des r8les
symétriques.

En effet, soient dans 1tespace 3 2 dimensions, supposé rapporté 3 une base
orthonormée, qi et r()j P une solution du systéme de Darcy .

/ i
bi & =0
Posons %
Gl 2 9
P o= P F == P
(25) g 22 4
G’l = g G—2 = d{i‘

Pour que o soit conservatif (vérifie /bi q_i = 0), il faut et il suffit
que Gi soit un gradient. Pour que F’“ soit comservatif, de méme, il faut et il
suffit que Q)J p soit un gradient. Ainsi, au grad:.ent‘?) p est associé le vec~
teur Fl qui possdde les propridétés dtun flux, et au flux ql est associé le vee=

teur Gi gui est un gradients

La loi de Darcy, avee le tenseur des résistivités hij inverse de kla‘,
peut aussi bien s'éerire .

i



rf

(27)

(28)
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Si l'on pose

g 12 .21
P =P =-n,

on vérifie immédiatement, compte temu de (25), que la loi de Darcy (26) st'éerit de
manidre équivalente
=P,
J
{On montre, en calcul tensoriel, que les relations (25) et (27) définissent des vec-
teurs Fi et Gj et un tenseur Pij, poufvu que l'espace soit rapporté 3 ure base

orthonormée. Plus généralement, en axes quelconquesr g 3 désignant le tenseur métri-
que et g son déterminant, on introduit le tenseur antisymétrique p de composan—

tes contravariantes et covariantes .

"o A o &
E) = VE a =

Les relations (25) et (27) s'éerivent, sous forme tensoriells &

7

913 93 P

J

[
]

1= Dig 4
Ui 391@ Dj%&

Fi et Gi sont les veeteurs adjoints de r()jp et qjj. On voit que cette dualité entre
flux et gradient est liée étroitement an nombre N =2 des dimensions de l'espace.
Dans lfespace &4 N dimensions, en effet;, 1l'adjoint d'un vecteur est un tenseur d'or-
dre N—ﬂ .

@, doit 8tve un gradicut, soit G, = 93 G, ot T doit &tve comservatif.

Ainsi le systéme de Darcy est équivalent au systéme suivent

rio_plif ¢
) J
A F=0



Or ce systime (28) posstde la méme forme que le systdme de Darcy lui-méme,

la perméabilité originelle 3 Stant simplement remplacée par le tenseur ptd
construit, selon (27), & partir de 1l'inverse by des perméabilités. Ainsi, dans
l'espace & 2 dimensions, perméabilités et résistivités jouent des réles symétriques.

Autrement dit, chague fois que l'on a une régle de pondération du type

o(K) = B [&P(k)]

on doit s'attendre 3 ce que la régle duale .
Hpp = Hpp b = By
¥ = Elyg
- Hp  Hy i = Byp by

gsoit simultanément vérifide. Par exempie, dans un milieu & stratifications paralld-

les 3 1'axe des y, la rdgle connue

A k12 n k12
1 i oL g
__ 2| ==8 —
e S K2 22 i
Fru T oL T AT

est équivalente (on le vérifie facilement par un calcul élémentaire) % la rdgle duale.

A e A b
Hyo Hyo hyo hyy

2 = B —_—
-8y Hyo Y by,

e, - H o ompre e o eam—
B, 117 Hy hos 11 hyy

Nous allons, daens le paragraphe suivant, essayer de tirer certaines conséquences

de cette régle de dualité.
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P P (oS
V.- PONDERATION GEOMETRIQUE DANS L'ESPACE A DEUX DIMENSIONS.

Plagons-nous dans 1l'hypothése ol les espérances de Y et de hi;j sont

proportionnelles au tenseur unité .

g
(29) =) -

E(hij) = h 8 5

Alors, les méthodes de développement en série exposdes aux paragraphes 71 et
2 vont stappliquer .

-~ d'une part au systéme de Darcy proprement dit Q,. partant de ’() jpe .%
on obtient les développements de ,aj p-et qi 1'aide des fonctionnelles

de type (19) ol figurent les moments de la loi spatiale des kij, et la re~

lation (15) avee N =2 mnous donne ¢

(30) k g E('aj pﬁ) - E(qig') =2 gig’ k
) ' . ’b e _ 0 ,
=~ dfautre part au systdme dual (28) .  partant de G = 6j, on obtient
. les développements de ,() ol et FYV 3 1'aide de fonct:.onnelles de type (19)

ol figurent, cette fols, les moments de la loi spatiale des h . (ou, plus
précisément, des PJ'J qui s'en déduisent par les rélations (27) » et la re-
lation (15) nous donne o

(31) h, gt E(‘})@_j el . E(Fi(‘)') =2 giQ’,ho

L'espace étant rapporté 2% une base orthohormée, désignons par etd = &
1%indicateur de permutation (all =€y =0, ©,=4, &, = - 1)

D°apr§s les relations (25), 7OUS POUVONS pPosSer

P al
Dyet = ey d

Fie = g2 @a pl
Les Qaﬂ” et les ’3 P‘e’

de 1'eeoulemen'i;, qui n'a d'a:.lleurs pas de raisons a priori de coincider avec le systéme

(32)

constituent un systeme de solutions statiomnaires

. des q /B P mais se présentent nécessairement sous la forme de combinaisons 1i-



-18 =

néaires de ce dernier systéme .

al V/ qab

S Q = Jb
(33)
3 9, PP' = J% 9, P

(cels résulte de 1llunicité, 3 une substitution lindaire prds, des systémes de solutions
stationnaires).

Dans le cas général, la matrice des q& est quelconque, et on n'obtient pas
de résultat plus préecis. Dans le cas isotrope, nous allons voir que cette matrice a

nécessairement une forme simple.

Le gas isotrope
i

Nous dirons que le milieu est isotrope, si la loi spatiale des Kk J est in-
variante par robation (rappelons gue, les k}a étant stationnaires, la loi spatiale
est également invariante par translation). Cette isotropie ne signifie pas obligatoi-

rement que les perméabilités soient proportiomnelles au tenseur métrique .
(34) K(x) = x(x) &
Ipsaee Iy U

mais seulement que tous les moments fonetiommels R Lo (ﬁl"' an) sont in-
variants lorsque l'on effectue une méme rotation sur les points d'appui sense £ €6
sur les axes de coordomndese L'isotropie n'entraine done nullement la relation(34). In-
versement, la relation (34) n'entrafne pas non plus l'isotropie : il faut, de plus, que
1s fonction aldatoire scalaire k(x) soit elle-m8me isotrope, c'est-3~dire possdde
une loi spatiale invariante par rotation. Le cas ol la relation (34) est vérifiéde et
ot k(x) est isotrope constitue 1'exemple le plus simple (mais non le seul) possible
de milien isotropes

Dans un milieu isotrope, la perméabilité macroscopique constante est néces~
sairement proportionnelle au tenseur unité.

A3 g 4

e g A
(E'—"'K)

Hij= Hgij

L

et, lorsque 1l'on construit leiédéveloppements de Schwydler 3 partir ae’DjS% = Bj, les
éapérances de (a% i) et qi Sont elles aussi proportiomnelles au tenseur unité,

A e
E(Qj P ) ---75553

E(qi,@) gi&

soit
(35) (@ et q constantes)

=q



(36)

(37)

-1 -

Mais si la loi spatiale des kia est invariante par rotation, il en est
nécessairement de méme de celle des h, (done auvssi des P 13 au systéme (28) asso-
cié au systéme de Darcy). Par suite E(f() Gg’) et E(F ) sont elles aussi proportion-

nelles au tenseur unité, et, en prenant 1es espérances des relations (32), on obtient
£ al, ¢
BE(D. ¢Y) =e, E = q'd,
(0 &%) =5, B@™) = q' 8]

iﬁ ! ?J

Coeeth =t w0, t) = @ &

q!' et ! étant des constantes. De ces relations on tire immédiatement

Prenons alors l'espérance mathématique des relations (33), en tenant compte
de (35) et de (36). Il vient . '

-sa’g‘q' = qJQ’ ahb

b g
-g o‘bZ)" UJQ P =B 7 L
a)a A a 8

g

=q %

Par conséquent, on a nécessaivement

De leur coté, les relatioms (30) et (31) se réduisent &

S ko'?ZY'-q_=2ko
By
g hoq_ ) 2110

Gompte temu de 1a loi de Darcy macroscopique (q ==K®@et g' == Kgg'),on
obtient °

3 (CE(ko +K) =

_f } —
‘@’(hoK-i-d) =2h



(38)
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I1 suffirait de comnaftre la valeur du rapport .%. pour dedu:.re de ces
relations l'expression de K en fonction de ko et hoo En général, il n'est pas
possible de ealculer ce rapporte Mais il y a au moins un cas particulier ol ce calcul
peut se faire a priori.

h

Cas particulier oy % et -+ ont méme loi spatiale.
0 [0}

Supposons que ml’ia et EL (les axes étant orthonormés) aient méme loi Spa-
Q pij ij
tiale, invariante par rota’c:.one Alors T’ qui se déduit de —i—«- parigne rotation
de 90° (de matrice = ‘J) posséde éoalement® 1a méme loi spatiale ‘que EE—- .. Les

fonctionnelles (19) ne dépendant que de cette loi spatiale commune, on auda

20, o¥) = 58, )

clest-a~dire

W=qt ==K W
Le systéme (37) qui s'écrit
+
Lm R S
W 4+h K by
donne alors
+ K
K(k ) _ 1lo
A+h K o]
)

ou, sous forme plus symétrique (avec H = % )

k +K ko
TS
On en tire immédistement
X _ H
T T
0 o
¢lest-a~dire Xk
B = =2
ho

Ainsi, dans le cas particulier considéré il existe une r3gle de pondéra=-

tion qui est

E(k)

E(h)
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Dans ce méme cas particulier, la rég

géométrigue

(39) log K=& [log I{J

Pour le voir, remarquons d'abord que la matrice k &tant définie positive,
son logarithme log k existe également o log k est la matrice admettant les méw
mes vecteurs propres que k et comme valeurs propres les logarithmes des valeurs Pro=

pres de k (qui sont posi‘cives}, et on a les relations matricielles .

k= ologk Z (log k)?

=log k n
h=e =Z-(:Q~(1og k)®

nl

D*autre part, par hypothése, -Eu- et 2 ont méme lois spatiales., Il en

h
est donc de méme de log _11_;,,, et de log E'" En pa%ticulier ona
0

E(log k) = log ko = B(log h) - log ho = = B(log k) = log ho

done aussi o o
2 B(log k) = 1log -
0

Par suite, la relation

équivaut bien ¥ log K = E(log k).

Perméabilités losnormales

I1 reste & montrer qu'il est effectivement possible que K

h
E(k) E(h)
méme loi spatiale, I1 y a au moins un cas ol il en est toujours ainsi, c'est celui

et aient

oll 1a loi spatiale est lognormale. Nous dirons qu'une matrice aléatoire k est lognor-
male si elle est de la forme

k= A::z

les composantes de la matrice A étant elles-mmes goussiennes. Si la matrice A est
symétrique, la matrice k est symétrique et définie positive (puisqu’a toute valeur
propre A de A correspond la valeur propre r>0 de k). Enfin, si A(x) est une

fonction aléatoire matricielle 3 loi spatiale gaussiennella fonection aléatoire matri-



B cielle k(x) = GA(X) sera dite posséder une loi spatiale lognormale.
Si, de plus, la matrice A(x) gaussierme possdde une loi spatiale invariante

par rotation, il est clair que X et -%— ont méme loi spatiale. Posons, en ef-
o

k
fet °
Alx) = EgA; + oc(x)
R
on a
«
g k=pe
R
= = B
b B

Comme o est gaussienne et de moyenne nulle, o et = o, et par suite

O -
aussi € et €™ ont méme loi spatiale, donc amssi

k e

VI.~ SUGGESTIONS SUPPLEMENTATRES.
i

Nous nous posons les deux questions suivantes {

-~ Dans un milieu isotrope & deux dimensions mais ol -kk—- et -%— n'ont pas la
méme loi spatiale, les régles K2 == et log K = °g log olane sont plus
équivalentes. Dans la mesure ol il eXiste une régle dé pondération (ce qui
n'est pas démontré), se rapproche-t-elle daventage de l'une ou l'autre des

deux régles précédentes ?

~ Dans un milieu isotrope 2 3 ou 3 N # 2 dimensions, la régle de pondéra-



(40)

o 2% o

tion, (s'il en existe) ne peut pas &tre géométrique, comme nous le verrons
au chapitre suivante. Est-il possible d'envisager une généralisation de la
régle (38) sous la forme

KN:@&ﬂml@mﬂd

La réponse & ces questions ne peut &tre qufexpérimentale. La meilleure mé-

thode semble consister 3 utiliser ll'analogie électrique. On pourrait, & deux dimen-
sions, fabriquer un " mot croisé aléatoire ¥ dans lequel chague carreau possdderait
une résistivité tirée au sort, indépendamment des autres, selon une loi donnée. En

articulier, le milieu 3 deux composantes ol chague carreau possédersit
' : q P

~ 80it la perméabilité k”.i. avee la probabilité p

~ soit la perméabilité k, avec la probabilité q

permettrait une expérience décisive. En effet, -—i—l;- et -%— n¥ont ici méme loi spatiam
) )
le gue si p = go Ia ridgle de pondération géométrique conduirait &

P .4

k=3 b

La régle (38) domnerait, de son c8té

Plytak,
Pky+qlk

Enfin, la r2gle de pondération homographique (24) dommerait

o I k, +(pk,l+qk2)2

9tk ik

On remarquera aussi la circonstance suivante ¢ =i k2 par exemple tend

K = I§1k2

vers 0, les deux premidres rdgles montrent que K +tend également vers O (comme

kg dans le premier cas et comme Vg’ dans le deux:.eme, donc & des allures tréds dif-
férentes si q est franchement différent de 5) La rdgle homographique, au contrai-
re, implique que X tend vers la limite p 1;1 différente de O.

En fait, pour k2 = 0, 1l est bien possible que K soit nulle. On peut
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penser en effet que, dans le milieu infini auquel cette théorie se rapporte, il
existera presque certainement quelque part une barridre continue. Cela devrait iaou- :
voir se démontrer théoriquement. Expérimentalement, par contre, il ne sera pas pos- °
gible de vérifier la nmullité de K. En effet, toute expérience sera réalisée sur un
milien fini, et, dans wn milieu fini; il y aura toujours une probabilité non nulle
pour gu'il n'existe pas de barriére continue. On trouvera done, & chaque expérience,
une valeur non nécessairement nulle de X, mais cette valeur ne sera pas stabilisde.
si grand que soit le milieu artificiel sur lequel on travaille, la valeur expérimenta-
le de K sera toujours aléatoire, autrement dit variera dtune réalisation 3 1l'autre

de ce méme milieun aléstoire.



CHAPITRE IT

ETUDE DES ECOQULEMENTS UNIFORMES
A L'APPROXTMATION D'ORDRE 2

Dans un premier paragraphe, nous calculerons moyemnnes el variances, 3 l'ap-
proximation du deuxiéme ordre, du flux et du graﬁient et nous donnerons les expres-
gions de la perméabilité K et de son inverse. Nous examinerons ensuite les proprié-
tés du tenseur de Schwydler, & l'aide duquel s’exprime, au deuxiéme ordre, la 4iffé-
rence E(k) = K (symétrie et caractdre défini positif). Enfin, nous examinerons les
simplifications qui se produisent sous différentes hypothdses (isotropie et subiso-
tropie), et nous montrerons que, lorsque le nombre N des dimensions augnente, K,
toujours compris entre [E(k"lﬂ -1 et E(k), tend & se rapprocher de E(k). Il en ré=-
sultera, en particulier, 1vimpossibilité d‘une régle de pondération géométrique pour
N # 2.

~ I.- EQUATIONS GENERALES DE L' APPROXIMATION D'ORDRE 2,

Soit, dans un espace & N dimensions, une perméabilité de la forme
% k:L;j - gig +e Yl,j
i
By =0

Nous allons rééerire les résultats des paragraphes 1 et 2 du chapitre pré-

cédent, en nous limitant au deuxiéme ordre en €

( i A T AP

i
q = o g +sq}1 + & q2

’Djpe’-: 8% + e "33 pg +e:2’aj pg‘

Caleul de l'espérance du flux et du gradient.

En premier lieu, remarquons que l'on a
iy L,
Bgy )= E(?S g )= 0
En effet, la fonctionnelle (19) se réduit & @

E(la;‘ p/f') zfajum ¥ E(Yu!% = 0
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et 1a relation générale (14) montre que E(qig') est nulle égalemente Pour le terme

dtordre 2, la fonctionnelle (19) nous domne
ui, vl

(0, 020 = gy olemg Wy e ) B (gm g

wi, vl
- [ - o S, )R (ay

D'aprés un calcul déjd effectué plusieurs fo:.s, on sait que le produit de

convolution de ,() « par une constante C est- T gj C. Donc H

Ju
wi, vl
20, 8 ) = =% g [O, o R (o) g

Introduisons le tenseur S J, ou itenseur de Schwydler, défini par

0,
(41) st aﬂb ofg) Ri jb(a)dg,

manifestement symétrigque puisque ’aﬁ b oc(g) est vne distribution paire et que

ij’ip'( E,.) i‘)”“’}’( g) par définition méme de la covariance /

il
Riftsjﬁ (5) = EKY (x) Y (x +E )]

L'espérance de 9, pg stexprime donc & 1'aide du tenseur de Schwydler :

(42) E(9j P
1a relation générale (14) nous domne ensuite

by

f
B(ei™) = (0 -4) &' B(9, p;

.

Dtod 1tespérance du flux .

(43) E(qQQ') '-N =2 Si@'



Caleul de la perméabilité macroscopique.

b,

. il
La matrice K est égale au produit de = E(q~ ') par 1l'inverse de E(fba D

Ay deuxidme ordre en s, on a, d'aprés (42)

o, 0 & L
E(/ajp )=6j +.~ﬁ- P

Au deuxidme ordre en &, l'inverse de ce tenseur est .
2

J s J
(44) 8p = wmem S
b - =51
De méme, au deuxidme ordre en &, (43) nous domne ¢

E(qiﬁ) _ giQ Ll N-a Si?,

N
Par suite, on.obtient kY en faisant le produit contracté de - E(qj'g')

par le temseur éorit en (44), ce qui domne, toujours au 2dme ordre en &

(45) = gt - o® 5™

Ainsi, le tenseur de Schyydler exprime 1! dcart entre perméabilité movemne
ot _perméabilité macroscopiques. [’Si 1%on pose k= ]s:c,(g:"‘.l + & Yl‘.’) R
avee E() =k &', 1 relation (45) devient

25 K9 -5
ks
En inversant (45) au deuxidme ordre, on obtient .

2 -

On remarquera que, du fait que l'on a supposé B(xHY) = gi‘], 1tespérance E(hi j)

de la résistivité n'est pas égale & gij’ 3i 1l'on inverse K+ g:"j +g Ylj au deu=

ba

xitme ordre, on trouve

2
by =83=8Vi53*® ViQY¥5, 8
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Do b
2
(47) B(by ;)= g5+ & & Ry 5) (0)
Ainsi, 1'écart entre la résistivité macroscopique et la résistivité moyen~
ne est o - 0
bis _ 2 A
(47) E(hij) ~E =c e Rl 5p (0) - sij]

Elle dépend & la fois du tenseur de Schwydler et des covariances Rif{j b(o)
9

des perméabilités prises au méme point d'appui.

Fluetuations des Isobares

Au deuxi®me ordre en &, Lles fluctuations des isobares sont représentées

par le tenseur d'ordre 4

(48) S{:’ g = E{'ai p,ei % p,gil

€A
A cette approximation, en effet, S i3 est la matrice des covariances

de 91 pp' et ’bj pA. Explieitons ce tenseur. De

0, P,_L (/Om oz - g) v ﬂ(g) dg
on tire

(49) //faia oz - g) Uy oz =9) R ev“‘(;; p) agdy

Designons par Pag’ bb(u) 1a transformée de Fourier de Ra'Q bA (n)« De son
U Uy 4 By
c8té rbia ® a pour transformée _ — = - _______2___, (P désignant le rayon vec-

g u u p

teur 92 = gmn Y, w, de 1l'espace des transformées de Fourier). La formule de
Plancherel = Parseval donne alors

(50) Sg’bj = / ! ua:i o Pae’b'&(u) du
: P

1

Sous forme intrinsdque (cfest-i-dire 3 un déplacement prés) les fluctua—
tions des isobares sont représentées par un tenseur des déformations dont 1'espéran-

ce mathématique est

& gt Sff . &% B(gtd ’a 9 p,_L)
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Dtaprés (50), et compte teny de la simplification glj w, uj = p2, on

obtient ¢ )
- Q b u a4 9‘bb
p
ua Ty . ’
Comme —— est la transformée de = r()a.b o, on obbient (ataprds la

P
formule de Plancherel-Parseval déjd utilisde )

. a:@,bk
glasfg"'/’bab“(a” () ag

clest-3-dire,d'aprds (41) °

P Q/b @)@
Ad =
(51) g S:‘i. ;= S

Ainsi, le tenseur de Schwydler représente également, sous forme intrinséque,
1la déformation moyenne des isobares,

Fluctuations des lignes de courant.

De la mBme manidre, la déformation moyemne des lignes de courant est repré-

sentée par le tenseur
2 _, il 34
e BE(g, qj,l)

On obtient immédiatement

SE<qi;‘,Z_ %) = E[(gia 2, o ivih® 2 +Y‘M)]

(52) g -ntbyi8) + 2 50, 3 4 £ 5100, 52
g + " ¢ 5(0, 1;% 0, p,f )
Or

9, Pﬁ =/9au oz = g) Y,ue(g) dg
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entraine
ﬂ .
E(’() pfl Py =g /@au g) B 1A (¢ o g) dg
et, en multipliant par g

(53) E(@j B Y ) / ofx) B IA ()ax = - sPb

Ainsi, multipliant (52) par g; 5o nOUS trouvons .

Riegj.,b (0) - Szb 0a + gab E/.)

=& -5 ab

a 1d

soit, compte tem de (51)

(50) | gy oy o) mgy B0M0) - st

Le tenseur représentant, sous forme intrinséque, la déformation moyenne
) que, .2 dedlormapion Moyenne

des lignes de courant ne dégend que du tenseur de Schwydler et de la matiice des

covariances prises au méme point d'appui.

Comparons d'autre part (54) avec (47), et (51) avec (45). On obtient les

.

relations remarqguables .

ij _ ab
25 SEL @pl .bp]

B(id) ~ g

1]

(55)
E(ntd) - 5 =

]
m
N
m
=2
§"=>
€3
P
o
e
n
L&y 0
[}
(V]
N
=
m(m
o'
e
=
fte}
&
[

Ces relations expriment qu'au deuxidme ordre en & liécart entre perméam

bilité moyerme et perméabilité macroscopigue est 1ié uniguement aux fluctuations

des isobares. De méme, 1'écart entre résistivité moyenne et résistivité macrosco-
pique est 1ié uniquement aux déformations des ligmes de courant.

La relation énergétique. Ia déformation relative des isobares et des lignes de courant
est représentée, sous forme intrinsdque, par l'espérance du produit scalaire des

flux et des gradients
0= weil g B - (et 8(Q, v*)

dont on connait la signification énergétique (valeur probable du tenseur d'énergie
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consommée par les forces de viscosités). Au deuxidme ordre en &, compte tenu de
(42) et (43), on obtient

br_ b, m-n 24l (6 1 2gh )

X - +'g &2 S5
Dtou
(56) | b = o gl&/o+ -2 2 SEA
N
Remarque

Ces diverses propriétés soulignent 1l'importance du tenseur de Schwydler,
qui permet 3 la fois d'exprimer les écarts B(td) - K9 et E(h:‘i.j) -5 o ain-
si que les déformations intrinsdques des isobares et des lignes de courant. Nous
étudierons plus & fond ce tenseur dans le paragraphe suivante. Il n'és‘c peut-&tre
pas inutile de donner une deuxilme démonstration, indépendante des résultats du
premier chapitre, des résultats établis ci-dessus. Comme il convient d'introduire
des notations différentes de celles que nous avons utilisées jusqu'ici, nous ren-
voyons cette démonstration en amnexe A.

II.~ IES PROPRIETES DU TENSEUR DE SCHWYDLER.

Nous avons déja noté en cours de route que le tenseur de Schwydler est
Symetr:.que. D'autre part, un théordme général nous indique que les deux tenseurs
Bk j) -EY et E(h ) - H, i3 sont symétriques e't définie positifs G.négalités

[E(k ] K £ E(k)) Les relations (55) suffisent donc pour affirmer que les
deux tenseurs . & Soun forms makt vty

io 2 2

S [%Rl Skoy - ] ( S o EMY)-S

gont définis positifs. En raison de 1l'importance extréme de ce résultat, il nous
parait utile d'en domner une ddmonstration directes Pour ce faire, reportons-nous
3 llexpression (41) du tenseur de Schwydler .

sié - '”8%“(5) B.iQ"jb(g’) dg

u(; u
|
Bffectuons une transformation de Fourier. /ﬂg jo & se transforme en = —--229- ’

. . p
et R:"R’ j'&( ;._:) en un tenseur Plﬁ”“(u)a La formule de Plancherel-Parseval donne

alors . . u,u, _ea
(57) st = / "'%Z-é- P (wan



(58)

(59)
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Soient alors ai et bi des constantes. La fonction aléatoire sealai-

re 2 bbyiﬁ’(x) admet la covariance -

K(h) = a; 'bE a:j 'b/; Ri@,;j,é (h)

K(h) est une fonction de type positif. Sa transformée de Fourier est donc non néga=
tive (théordme de Bochner), soit *

ay by a5 by by > o

Prenons bZ = -%—4. Quels que soient les a;p O & 1'inégalité

a; 85 == P (w) >0

I1 suffit de se reporter & (57) pour voir que l'on a également

ij
ai aj S >}0

Par suite, le tenseur de Schwydler est défini positif.

Dlautre part, dans 1vinégalité (58), on peut remplacer b ¢ 'bﬂ par
un tenseur défini positif queleongue. Le tenseur

gy (& uw u)= wu =g 0= u) u
i a ) A g A
est défini positif, d'aprés 1'inégalité de Schwarz. Substituant ce tenseur, dans (58),
4 b ) bb” et divisant par pz, on obtient .

179
P .

Intégrons. Dlaprds (57), et les propriétés élémentaires des transformées de Fourier,

e QQ
oy oy —Erh 3 L aay g P )
J

il vient .
i3 il j A
8; ay S L3 2y g R (o)

Par suite, le tenseur gf, il 238(0) = 51 st aérini positif.

Les. inégalités

0oy ny S < 5% g&ﬁ"ﬂ”j’é(o) [0cS ¢ E(y?

encadrent de manidre assez stricte le tenseur de Schwydler. Au deuxi®me ordre en g,

elles coincident avec les indgalités fondamentales rappelées au début de ce paragraphe
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IIT.~ GAS DE SIMPLIFICATION ET REGLES DE PONDERATION,

(60)

Au deuxiéme ordre en &, l'existence d'une régle de pondération doit se
manifester par le fait que le tenseur de Schwydler ne dépend que de la matrice
Rie’jh(o) des covariances des perméabilités prises au méme point d'appui. Il s'agit
d'ailleurs seulement d'une condition néecessaire, mais il est clair que l'approxima-
tion dtordre deux ne peut rien nous domner de plus.

Llexpression (41) du tenseur de Schwydler montre que, en général sij dé~-
pend des valeurs prises par R ’“M( g) dens 1'espace entier, et non pas Seulement
en g = 0. Ainsi, dans le cas général, il ne peut pas exister de rdgle de pondé-
ration. Mais d'autre part, o étant la solution élémentaire de Aa+s = 0, 1a
distribution ,aﬂ, i est apparentée & la mesure de Diract elle comporte une composan=
te -5 8 e Aﬁg sans se réduire pour autant & cette seule mesure de Dirace. Si qu” ‘ﬂ’( £
présente des propriétés convenables de symétrie, il peut arriver que l'action de la
distribution ’azbm sur cette fonction se réduise & celle de sa seule composante
de Dirac. Lorsqu'il en sera ainsi, nous dirons gue nous sommes dans le cas sub isotro-
pe. Par définition, dans le cas sub isotrope, l'expression (41) au tenseur de
Schwydler se réduit & .

<ii _4 g5 34 (0) , S:Aﬁ E‘(x"")

K €0

et llexistence d'une régle de pondération est gossible,(mais non démontrée cependant)
I1 existe au moins un cas ol la condition de sub-isotropie est toujours réa-

lisée, et ol par suite la relation (60) est valable | clest le cas ol la covariance
2l

o~ )° h) ne dépend gue rayon veeteur r = | hi. En effet, dans ce cas la trans-

formée de Fourier de la covariance est de la forme PiQ”JA(p), et des considérations

de symétrie Slémentaire montrent que (57) se réduit 3 o
i3 A 1,34 A 10,34
std =% P 9%(w)du = e (0

Cette condition est toujours réalisée, en particulier, si ki'j(x) est de la
forme gij k(z), la fonction aléatoire scalaire k(x) ayant une covariance R(r) ne
dépendant que du rayon vecteur,

Dans la suite de ce paragraphe, nous nous plagons dans l'hypothdse sub-iso-
trope, et nous supposons par suite que la relation (60) est valable.

Si nous comparons cette expression (60) avec les indgalités générales (59),
nous constatons 1l'influence déterminante du nombre N des dimensions de 1'espace.

Pour N =4, le tenseur de Schwydler coincide avec sa borne supérieure. Pour N = 2,
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il est exactement 4 mi-chemin de ses deux limites. Enfin lorsque N augmente, il se

rapproche de sa borne inférieure et coincide asymptotiquement avec elle. Or le ten-
seur de Schwydler mesure l'écart E(kij) - B9 entre 1a perméabilité moyenne et la

perméabilité macroscopique. Plus précisément (en péintroduisant, pour des raisons

d'homogeneﬁ;é dimensionnelle, le terme k  tel que - ko(gi'j + yij), 1'espéran—
ce de Y 13 ¢tant mulle), nous avons, d'ap:ces (45) *

B(td) - gl =P k, gid

D'autre part, inversant (47) au deuxidme ordre, nous voyons que le tenseur
EE(h] admet les composantes o

. [gij 2 » Rng;IA(oﬂ

[o]

(Ria

'5f>(o) est la covariance des Yia, quantités sans dimensions).

(k- €8)-£ E(4?)
V%

(o]

Ainsi, la perméabilité macroscopique
. s . s k .

i _ ijy _ o 2 iV 3A
B(x™J) ~—f— & gﬂb R (0)
est, dans le cas sub-~isotrope, comprise comme toujours entre la moyemne arithmétigue

BE(k 3) et la moyerme harmonique [E(k 1)_-’ L de composantes o

-l
© By - k62 g gtk (Eeg"]= B8) -2 E(g"
o "4y fa
mais d'autant plus proche de la moyemne arithmétique que N est plus grand. Pour
N =4, elle coincide avec la moyenne harmonique. Pour N = 2, elle est & mi~chemin
de ces deux moyemmnes, Pour N =3, aux deux tiers du chemin, efc ...

Bien que ce résultat ne soit établi qu'i l'approximation d'ordre deuxz, il
doit rester vrai (qualita’aivement) 3 tous les ordres. Dans un milieu isotrope of
une régle de pondération est applicable, la perméabilité macroscopique se situe
3 mi-chemin ou aux deux tiers du chemin entre les moyermes harmonique et arithméti-
gue, selon que l'espace est 3 deux ou 3 3 dimensions.

On peut noter également que la rdgzle de pondération géométrique ne peat
s'appliguer gue dans un espace 3 deux dimensions. En effet, au deuxi&me ordre en €,

1s matrice log k admet les composantes

(10g k)*3 = &9 10g k) +e ¥ - -5 YJJZ yhe

Ek,
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Dtod > )
B(log 119) = g9 log k= -2 g, B 79H0)
o 2 Qb
Tandis que, d'aprds (61), on a pour log K ¢

* o o & 2 -3 - -
(108 K)* = g" log k = _1%- gzb Rlﬂvab(o)

Ces expressions ne coineident, au deuxitme ordre, que si N = 2,

On vérifiera, par contre, que les rdgles

& = E(’kﬂﬂwl Ez(k"l)]al

et

[K + (§-1) E(kﬂnl = E [(‘k + (N-1) E(kiﬂ:}

sont compatibles, au deuxidme ordre en € et pour N quelcongue, avec les relations
(61). Cela ne suffit dlailleurs pas pour établir la validité de 1l'une ou l'autre
de ces régles.



CHAPITRE III

ECOULEMENTS NON UNIFORMES, ET ECOULEMENTS RADIAUX

On sait que la perméabilité macroscopique’ K;jp dont 1'étude a fait 1%0b-
jet des deux premiexs chapitres de cette Note, permet une description correcte des
éooulements localement uniformes au nivean macroscopique = c'est-d-dire des écoule-
ments pouvant &tre considérdés comme uniformes dans des domaines de dimensions peut-
&tre petites 3 1l'échelle macroscopique, mais suffisamment grandes cependant pour que
les propriétés du milien lides aux perméabilités régionalisdes ¥(x) y apparais-

sent_comme homogénéisédes par effet dlergodicité. Or il existe des classes d'écoule~

pompage, l'découlement n'est pas localement uniforme. La perméabilité apparente obser-

Q

vée, ctest-a-~dire le rapport du débit & la différence de pressiony, n'a done

pas de raisons a priori de coin&ider avec l'expression que l%on calculerait si le
milieu était homogine et de perméabilité constante Kijo La méthode de Schwydler,
cependant, peut s'appliquer aussi auz écoulements non uniformes. Dans ce qui suit,
nous essayerons, en nous limitant au deuxidme ordre, de déterminer les caractéristi-
ques de cette perméabilité apparente (moyenne et varianee, car il s'agira d'une
quantité aléatoire, et non plus dlune constante, comme dans les deux premiers chapi-
tres).

Aprds avoir défini les conditions aux limites et posé les équations générales
(paragraphe 1), nous déterminerons 1'espérance et la variance de la perméabilité
apparente par des Formules générales oy figuvera une fonction de Green (paragraphe 2).
Nous particulariserons ensuite au cas des écoulements radiasux, en examinant les cas
de simplification et les limites R.Q =3 0 &% 31 e T2 Rb et %& désignant
les rayons intérieur et extérieur de lagzon@ de drainsge (paragraphe 3). Enfin nous
évoquerons le cas ol la perméabilité k}j(o) du puits de pompage est connue, et ol
per suite la loi spatiale des k?j(x) doit &tre remplacde par la loi lide (non sta—
tionnaire) correspondante.

Nous nous limiterons, en principe, au gas d'un espace & 2 dimensions. Mais

les résultats des deux premiers paragraphes se transposent sans difficulté & 1'espa=

ce & 3 dimensions.



I.- EQUATIONS GENERALES ET CONDITIONS AUX LIMITES

(62)

Considérons une zone de drainage en forme de couronne limitée par un contour.
intérieur C et un contour extérienr G,,
ot régne une perméabilité de la forme -

S kij = gij + & Yij
EG ) =0
Comme conditions aux limites, nous

imposons une pression nulle sur le contour
extérieur @ et une pression constante

- Ap sur le contour intérieur C 0(].,e
gigne -~ est introdult pour que l\p>0
corresponde 2 un pompage). Soit Q le ddbit total traversané‘la couronne et

recueilli, par conséquent, & 1'intérieur de Go. Nous désignerons par S le domai-

ne compris entre @0 et C ., clest=d=dire la courome elle-méme, et par qi(x) et

/A
03 p(z) le flux et le gradient en tout point x de S.

Le flux étant conservatif (@i qi =0), ona s
7% =70, (pgh)
b i

et, en intégrant dans S

/q_irdip&x e/éi(pqi)dx=/pqinidb+/pqimd{&
S S

% %

n, désignant les cosinus directeurs de laz normele extérieure aux contours (}é et 61
de la couronne. Comme p =0 sur C etp == Ap sur Gys il reste simplement :

QApEm/qi’aipﬂx
S

Cette relation fondsmentale nous permettra de calculer le débit Q, et

par suite la permdabilité apparente _,%.,. « Blle posside 1= méme signification éner-
£3

gétique que la relation
i s i
B(q") B(6, p) = E(a" 7, »)
que 1'on établit dans le cas d'un milieu infini et d'un écouvlement stationnaire ©
\

A droite figure 1'énergie consommée par les forces de viscosité, & gauche 1'énergie



gqutil est négessaire de fournir de l'extérieur pour entretenir l'écoulement. Grice
au choix des conditions aux limites, cependant, la relation (62) s'applique au fluz
et au gradient eux-mé@mes; et non pas seulement & leurs espérances mathématiques come
me dans le cas des écoulements uniformes.

Nous utiliserons aussi la formule (62) sous la forme, plus technique, sui-

"'

4 pussioy vante. Décomposons” en deux termes .
p(z) =(x) + A(z)

Le premier, G)X(x) sera une fonction déterminée (non aléatoire) vérifiant les
conditions aux limites @ = 0 sur 0,1 et W= Ap sur €,y 3 cela prés quelcon-
que. Le deuxiéme terme k(x) est, par suite, une fonction aléatoire nulle sur les
deux contours C_ et e/;L‘ On peut écrire &

,gkiﬁ’()ip'ajfo'q. td 'aiw% p - Qw’c)‘m. 391 x’bx

¢clest-a=dire |
i _ i | ij
~q*0 p=~2q" QW= ’aim’ajmk ’()ix’ajx

<

Intégrons dans S. on remarque que 1l'on a .

/ q'0, 0% = U/féi(zfqi)az =~ qlp
[

S

3 cause du choix des conditions aux limites vérifides par (0 » Par suite, on obtient:
(63) Qhp = ﬁiﬁ f()imﬁajm‘ix_ ﬁiﬁ YrQrax
S [+

Cette formule est valable quelle que soit la fonetion &y vérifiant les condi-
tions aux limites., Si 1'on prend pour7) le développement de la pression p(z) arrété

D],

au terme en & , la deuxidme intégrale est dlordre 2 n en 8. Par conséquent, 1'in=-

/i:’@m Oax

o
représente le développement de Q A p -arrété au terme dlordre (2n-1).

téarale

Cette remarque sers utilisée dans la suite,



- 39 =

Remarquons également que, i3 Stant définie positive, on a, d'aprés (63),
pour toute fonetion @ vérifiant les conditions aux limites, 1'inégalité

QAp < / ¥ 0, wd wix

S
Autrement dit, parmi tous les écoulements possibles compatibles avec les
conditions aux limites, 1'écoulement réel est celui qui réalise le minimum de la
puissance consommée par les forces de viscosité. On sait que cette condition d'ex-
tremum s'exprime justement par la relation ‘

Y
’@i (ka"ajp)so

clest-d~dire 1l'équation de continumité r()i qi =0

Le relation (63) va nous conduire également & un théoreme exprimant -~ comme
dans le cas des écoulements uniformes - gue la perméabilité apparente est toujours
comprise entre les moyennes harmonique et géométrique. Du fait qulen général Q Ap
est une variable aléatoire, le théoréme ne s'énonce ici qu'en espérance mathématique.

Théorsme fondamental.—

entre les moy e 541
par Q et QH 1es déblts des ecoulanen'bs que l'on obtient, avec les mémes condi-
tions aux limites, en remplacant le milieu réel par un milieu homogéne de perméabi-
1ité constante E(k) ou [E( "1)] =1 on a la double inégalité °

(63bs) plAr < BaAp) L Ap ‘

La deuxidme inégalité découle immédiatement de (63). Il suffit de prendre
pour @ la solution du probldme relatif su milieu de perméabilité E(k), et de pas-
ser aux espérances. Il vient &

£(aAp) </E(k 3 0,0 9, T ax = o, Ay

Pour démontrer la premidre indgalité (63 bis), mettons le flux qi sous
la forme

qi=xi+91

yx et @i étant deux veeteurs conservatifs. De

--zx’a P - hjx xJ + b Qi =



- 40 =

On tire en intégrant et en désignant par x 1le débit total du flux xi M

2 xAp w/;lij x* %3 ax = adp wﬁij 6 OF ax
S

S
Comme hi P est défini positif, on en déduit 1'inégalité o

2xAp~£!1’zij x'x) ax < aldp

Prenons maintenant comme vecteur 'xi le flux qui s'installe, pour les mémes
conditions aux limites, dens le milieu homogdne de résistivité E(hi j)« On a '
xAp = QEApg et aussi

/E(hij) X3 ax= ag Ap

S
Passant done aux espérances dans 1'inégalité ci-dessus, il vient |

Qy Ao £ B(2d p)

ce qui achdve de démontrer le théordme fondamentals

Développements de Schwydler
Comme dans le premier chapitre, nous allons chercher 3 déterminer des

développements de la forme .
. oo

E ki3
(64) g ®3p=®jp°+ n =71 S’E)j o
29
i D
% : =q<:’-}’1'1=":'i.3 *n

Ls loi de Darcy donne immédiatement

qi@ = . gij ®j PO
(65) $

- & S |
a, ==& 0, -y O pag
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z #

et 1l'équation de contimuité .
Ap, =0

(66) .
Ap, + 0,6M 9 5 ) =0

On retrouve le méme systéme qu'au chapitre l. Mais ici, nous choisissons pour ?, (x)
la fonction harmonigue nulle sur c et égale & = Ap sur C’.L’ c'est-d=dire la so-

Ilution du problédme posé dens le eas & = 0. Pour p,s nous prendrons la fenction
pn(x) vérifiant 1'équation (66) et stammulant sur les deux contours C, et ¢
pn(x) = 0 pour xG_G‘O o x €0

On sait que, Poy ? étant connue;, ces conditions déterminent P, (x) sans
ambiguité. Soit G(x,,y) la fonction de Green définie (de manidre u.nique) par les

*

deux conditions ¢

(67) 3 AN &(x,y) + 8(z=y) =0 pour ¢ & S
&(z,y) = 0 pour x €C ou x € Gy

On sait que cette fonction est symétrique en y et x.
(68) ¢(5y) = 6(y,x)

Alors, compte tenu du choix des conditions aux limites, la solution pn(x)
de (66) s'éerit
- ij
(@) pols) =, fol) B[4 D, 2,10 )

S
Comme G(x,y) est mille, d'aprds (67) et (68), lorsque y appartient 3 c,

ou & 0’1, une intégration par parties donne immédiatement

p (z) = = ,g% Hxy) vHG) 05 v, 1 ()dy

Dol 1l'expression du gradient &
2

(70) IBQ p,(x) = = / ;,-5?%)&;— &(x,y) Yij(y)rb. r,1(¥) a&y

Par itération en n, il serait possible de former l'expression de (ae pn(x)
et de son espérance mathématique sous la forme de fonctionnelles analogues aux

| j 2
fonctionnelles (19), les (bﬁi: o(x=y) étant remplacées par les dérivées (5373—{ G(z,y)

y
de la fonction de Green. Nous n'éerirons pas ces développements, gui n'auraient

quun intérét formel.



Développement de QAP

En vue d'évaluer la perméabilité apparente, nous allons chercher le développe=-
ment en & de QAp. Si, dans 1%intégrale qui figure en (62), on remplace qi et’b P
par leurs développements (64), on obtient &

-Hm
i _2 . i
0/()1 ,aipdx-—nm > /q_nraipmdx
g 4

Or, pour m # O, chacun des termes de cette série double est identiquement nul,
3 cause du choix (pm(x) =0 sur C_ et G&) des conditions aux limites ¢

(/qi'aipmdx=(/')ai(pmqi)dx = 0 (m;éO)
g S

I1 reste done ¢

(71) /qi,aip=§ sn/qi’()
h S

S
De plus, pour n # O, on a également

/gij % 20 p, ax =(/’aj‘}n g4, po} ax ~=‘/1):nAP° dz =0

& cause du choix des conditions aux limites pour 1 et de Apo = 0, Si 1'on remplace

®

qi par son expression (65), il reste donec °

. i
/qn/()ipodxz"/la 9 Ppa ip dx

La relation / q;'_ ai Ppi dx = 0, de son coté, montre que 1l'on a également

(pour n;ﬁi)
(/)qin lai Py dx:{/ ij«a P 9
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D'oll, finalement, le développement cherché .

v

n

QAP= Z; Tn &
n =

i i
(72) To =(/g ? (A Po gj Py 4% = LAP(/’g ) (éj P, By 4A

S 00

LT e Pt
Tn = “’/; RN ‘/ IR I AL
5 S

II.~ MOYENNE ET VARIANCE DE QA p(3 1'approximation d'ordre 2).

A l'approximation d'ordre 2, les développements (72) nous donnent

2
QAp-To+T,_Ls+T23

Avec, compte temu de (70)

= Jyd
T/l “ﬂ ,33 pO ai Po dx

3

2
! = ‘s//’ ‘S/ﬁ Y(z) D, p (=) ; ja,a 7 6(x,y) ¥ e(y)’@é r,(v)ix dy
3 o

Les T , et le Q Ap 1lui-méme, sont des variables aléatoires. Nous allons

(73)

csractériser QA p par son espérance mathématique et sa variance calculées 3 1'ap-
proximation dfordre 2.

Calcul de l'espérance E(Q Ag)

Comme E(y*J) = 0 par hypothdse, on a, en premier lieu, E(Td) = O, Comme pour
les écoulements uniformes, la chute des perméabilités est du deuxiéme ordre en <.

E Evij(x) Yk%x +1)] = 2t hl ()

Posant ensuite
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on obtient ¢

Blel\p) = ¢ Ao+ & B(T,)

(74)
5(r,) ‘[/ w9l ) 9, 5 0%, 5,) 5 ,aa > (my)asty
¥

On notera que B(T ) est obligatoirement néeative, de sorte qu'il y a bien
détérioration des perméabil:.tés, Cels se voit sur 1l'expression, non explicitée, que
1%on peut déduire de (72) ©

3 1
(75) , == [0, 5,y ex = - T
8 S

Calcul de la variance D2(Q Ap)

A 1tapproximation d'ordre 2, on a

2
2 2, 2
(edp)® = T 421 T e+e (T +2T 1,)

et
2 2 2 i 2
. B [(QAP) ]—_— T, te l‘ﬁ.:(m*,l )+2T E(TZ):}
Comme
i 2 2 2
; (’E(QAP) =T +2¢ T B(T,)
Le terme en E(Tz) g'élimine, et il reste -
2
(76) Dz(QAp) =& B [le_]

Tout se raméne donec au caleul de E(Ti), De (73) on déduit

= / / Y(z) ) 0 p,(=) ’33 p,(x) Q) v ()9, »,(v)axdy
sYs

et on tire par conséquent -

(m  Pehs) = s // 23ha) D p. ()G, 2,0 By 2,0, () ax oy

On remarque que eette expression ne dépend que de la fonction de covariance

le’g"b (n) et de la solution po(x) correspondant au milieu homogdne (e = 0), Elle

ne dépend pas de la fonction de Green. On noters, également, que cette expression est
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toujours différente de 0, tant que S est fini. Son comportement asymptotique pour
S infini sera étudié au psragraphe(suivanﬁ, dans le cas particulier des éecoulements

radisuz. Ainsi QA P, et par suite aussi la perméabilité apparente est toujours une
varizble aléatoire, et non une quantité constante comme la perméabilité macroscopiques

’ﬁ Cas des écoulements radiaux.

S

En vue d'expliciter les formiles (74) et (77), nous allons traiter le cas d'un
écoulement radial dans 1‘espace a deux dlmens:Lons. Les contours C et C,l serons deux
cercles concentmques, centrés 3 l"orlgme, de rayon R et R, o Le domaine S est

done la ecouronne circulaire comprise entre ces deux eercles. (;i digpogitif est celui
que l'on utilise pour étudier 1'écoulement qui se produit lorsque l'on fait débiter

un puits isolé, Le contour extérieur de la zone de drainage (1e cercle de rayon R/J.) a
le plus souvent un caractére conventionnel . on s'impese la condition p =0 sur C},1
3 seule fin qu'un écoulement permanent puisse se produire.

De plus, en vue de simplifier au maximum les formules tensorielles du paragraph¢
précédent, nous supposerons qu'il existe une perméabilité scalaire, autrement dit que
lton a . . A [
(18) W o= @+ ey) g

(x) étant une fonction aléatoire statiomaire d'espérance nulle. Nous désignerons sa

covariance par R(h), et nous supposerons de plus que R(h) ne dépend gue du rayon vec~
teur ‘hi, Alors la covar:!.ance matricielle ijJ’ se réduit &

(79) iili) o @ lhae) e =1l

La solution po( %) correspondant su milieu homogéne est

p(x) = alog == (e =[x])

2
Ap

log Rl - log Ro

(80)

TN TR

ot le débit correspondant est. .
2 Ay

_ ;Log Rl - log R’o

(81).' S ~Qo.".f=’2’ﬂa =

Wous al'lons caleuler I"espé’ra'noe. et la variance de QA p, en commengant par

i

le cas le plus fdeile, qui est: celui de la variance.
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Galeul de 1a variance D> (QAp)

Avec les hypothdses faites ci-dessus, 1l'expression (77) se simplifie. Comme

2
ij =
¢ D py(x) B py(w) = 2
on obtient, en passant en eoordomees pola:.res
2 2 dr
(82) (QAP) =2mal / u/’ R(Vrz + pt°= 2r 7 cos 0) a6

2
La variance relative ,E,QQA%), est plus intéressante 3 considérer. Elle est,
en effet, égale & la variance Q‘o Ap) relative de la perméabilité apparente. Comme

R,
Q Apazftaz logwé&

° R

o

on obtient o
R. R 21
p2(eAp) ot
(83) A 1))2 = 2 / - /R( Vre + 12 op pt cos@)de
Qo P Zﬁ{log  — R Tr
o )

Etudions ce que devient cette expression lorsque R0 -3 0 oun R/_L st 2O,
dans les applications, R@ est, en effet, généralement trds petit et lg_‘_ trés grand.
On devra, cependant, prendre garde que la convergence vers ces limites se fait 3 une
allure logarithmique, c'est=t~dire trds lente.

Pour cela, remarquons, en premier lieu, que de IR(p)\ < R(0) résulte 1'iné-

galité ©

2*(@hp) o2 5o
2WAR L )
(Q,Ar) = u

Pn deuxidme lieu, évaluons la covariance de la perméabilité & ltorigine k(o)

avec QAA?P , qui est du deuxidme ordre en & 582 E (0) T’l
(0 Q AP

Compte temu de 1'expression (73) de Ty O ob'blen'l: .

o [0 8T, mr/

Liinégalité de Schwarz nous permet alors d'éerire 3



V]

2 —~
2 7 R
71 2
A dr D*(QAp) 2
(85) = . R(z) wmm | L = < &° Rr(0)
R0) | & 2| S @Ap®
' g R 0
o, o
Limite pour R == 0 (PZ_ restant fixze). B
. - = A
Lorsque Ro L I t R,l restant fixe, 1'intégrale -n-n—--RZ— R(r) %
log ===
-ﬁo B,

a pour limite R(0). Les indgalités (85) montrent donc que 1l'on a

2%@hp) | 2 o)

N2
CWALY
On a d'ailleurs un résultat plus préeis : en effet, Cov (k(o), _gAA-,L )
QAp
tend également vers &? R(0), de sorte que - °
lin D° [k(O) - 3-4-3-]= 0
: Q,Ap
. s Qé‘;p .
La perméabilite apparente converge en moyemne quadratique vers k(0) + ¢
(C étant une constante dont nousQoAp montrerons plus bas qu'elle est nulle).

pe

Lorsque Ro tend vers 0, Rfl restant fixze, la perméabilité apparente converge,

Limite pour P’.I. e D0 oF Ro fixe,

(86)

-~ —

Dans ce cas, on démontre (voir annexe B) que

14im ...H...,.:D..:z..‘gQ ) = 0
(e, Ar)

La perméabilité apparente converge donc en moyenne quadratique vers une limite

(nous verrons que cette limite correspond 3 la moyemne harmonigue, et non pas & la per-

méabilité macroscopique des Seoulements uniformes),.

Plus généralement, on établit dans 1tAnnexe B le résultat suivant o

2
2 log R
D 08
lim ....-(.QAE%. = &% R(0)  lim S
Ry ==> 0 (q Ap) R, > O Ry
R —miye OO - log L=
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Si 1'on se reporte & (84), on voit que 1'on a aussi

- log R

1im Cov[k(O), QArp, 1im 2. \=r(0)
Ry =—>0 WAP Ry —>o| log %
[s]

et de la perméabilité & llorigine tend vers + 4 quelle que soit la manidre dont on

fait tendre Ro vers O et l}l vers 1'infini. Nous en déduiroms plus bas que ==& QAP
converge en moyemne quadratique vers une expression de la forme « k(0) + /5. QoAp
On montre, dans l'ammexe B, que , pour une fonction de la forme
R = mO) & T
. 2 By
on a, en négligeant les termes en A Ro et ©
a 2
S 0°(adp ) _ A+ (1og i ) 2 (0)
(@, Ap)? By \2
(87) ) fros 52 )
-
8 =g ° (e = 0,577216 ...)
V-
ol p

De plus, le coefficient de corrélation p entre perméabilité apparente

et perméabilité X 1'origine k(0), et la variance de la premidre liée par la QOAP
deuxieme sont o a
log g -
p = 7
{ 2
W+ (108 )
)
(88) 2 2
2, D(QDp) e~ R(0)
(Qc A P \ {log \)2
BN
o

Le résultat relatif 3 la variance liée ne dépend pas de la portée a, et
posséde probablement une valeur assez générdle.
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Caleul de l'espérance E(QAp)

En se reportant & (74), on voit que l'on a

B(elp) = Q Ap + & K(T,)

avee ici | R& RI;L ot ,
B1) =m2ma/ ar [ar [R(p) e CG(x7)af
C{ ({f (/ {br 'ar“

(r, r' et p rayonsvecteurs de x, y et (xay). Compte tenu, d'autre part, de liex-
pression (81) de a, il vient

/ / o P(P) far’;» #(z7a0

(89) E@Ap) _ A=

R
QO AP 10g=ﬁ4“ R

() 0

- Nous sommes ainsi conduits & évaluer la limite pour Ro -—» 0 et %l -3 00 de
1tintégrale I
. ‘ R,l By 2m 5
i
(90) ety S fo /50 Al e(ap)a®
log = R R ¢] r'aro
o (4 0

Les calouls, assez délicats, sont renvoyés dans 1l'amnexe C. On trouve que
si R —>0 ou B, - 00 (ou les deux simultanément); I est asymptotiquement
égal, é, R(0) =~ D (QAP) - formule (C,8) = et par suite, il vient *

2(Q AP

’.E.E.,(..Q_A;E.).;,a_ 2_25.%) - 2“3(0)
(91) | Qo A +(Q0Ap)%“ e

LUindgalité (85) montre que cette quantité est toujours, comme il se doit,

®

inférieure & 1l'unité. De plus, on constate .

BQAp) __. 4

si Ro s O R/l restant fixze

— =y Ro restant fize

i
A N
=
Y
o
=
o
e
4
D
§
o
j=¢]
—~
[}
~r
[0
fndo
)



qui est 1 - %— R(0). ILa premidre est la moyenne arithmétique, la deuxidme la
moyenne harmonique. Par contre, si @1 =3 0 et R2 vers 1'infini de telle ma-

niére que
log Ro A

log -»l%l? V?‘

(o]

on constate que l'espérance coincide avec la perméabilité macroscopigue.

On notera la conclusion suivante : Jla_perméabilité apparente posside une

spérance comprise entre lg moyenne arithmétique et la moyenne harmonique. Elle est

d'autant plus proche de la moyenne arithmétique que _ Mlog B_Q est plus voisin

de 1. log ﬁ
Ry

IIT.- I0I LIEE DE Q Ap IORSQUE k(O) EST CONNUE.

I1 peut 8tre intéressant, dans les applications ,de prévoir & liavance le dé-
bit d'un puits lorsque l'on comnaft sa perméebilité k(0). Les résultats du para—
graphe ci-dessus permettent de résoudre ce probléme au sens des moindres carrés. Il

suffit, en effet, de déterminer le coefficient A tel que l'espérance

QA _E(QAp :

’ {Qom) TAD “Y(O))
g0it minimale, On obtient
Gw(%— | k(o)}
A=

& r(0)

Nous n'avons évalué ces variances et covariances qu’a l“approx:unatlon d'opre-

dre 2, de sorte que ndus n'cbtiendrons gque la_partie principale de 7&,3 Par suite,
E(QA D

aussi, il serait illusoire d‘'utiliser 1l'expression (91) pour TAD ol figurent
des termes en ezc A 1'approximation dlordre 1, on prendra 0 donc comme

s

estimateur de la permésbilité apparente .

(Q AEE) =A+nrey(0) =1+ rk(O)E}S(k)—\

avee, d'apres (B,8) .



(94) log %-—

a est la portée de la covariance R(r [bien que la formule (B,8) n'ait été éta=
blie que pour une covariance en e T 13 formule (94) doit posséder une signifi-
cation plus générale. Les limites que nous allons obtenir pour Ro - (0 et

B’l =3 20 Oyt une valeur tout-a-fait générale]

Si Ro =3 0, I}l restant fize, A tend vers A. L'estimateur des moin-
dres carrés conduit alors & la perméabilité & l'origine k(0). ILa variance rési-

duelle, qui est .

2
(95) D (QAp) ¢2 R(0) = me,,_aiﬁ_ﬁ
@, Ae)* | (log E{i)

tend vers O & il y a convergence en moyemne quadratique vers k(0).

Si Ro reste fixze et R’l P 0O , A tend vers O. Au premier ordre

en &, la perméabilité apparente converge en moyemne quadratique vers 1'espérance
E(k). On a vu %u 'au deuxidtme ordre en & ¢'était, en réalité, la moyenne harmoni-

que [E(k l)] qui apparaissaite.

Approximation gaussienne
I1 est possible de retrouver ces résultats et de pousser 1'approximation

jusqufd l'ordre 2, & condition de supposer que les permégbilités sont gaussiennes.
Les formules générales (72) ou (73), en effet, ne supposent nullement le phénomdne
stationnaire. Prenons pour Y(x) Lles moments dfordre 1 et 2 qui sont ceux d'une

loi de Gauss liée par y(0). On a

5 5 [v()] = v(0) £

(96) % ]
; B[y Y()| = RGaw) +i%lf~%l<°) R(x) R(y)
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Le calcul est donc possible. De (73), on déduit tout d'abord -

QA _ € dx
e s

on | mog%: =
a7
§
_ 0 G(x,,y) dax 4y
g mm Z/Y(X) V) Qr 9rv T T
2 Yo

Calcul de 1l'espérance mathématique

De (96) et (97) on déduit 1“express:.on de 1'espérance 1iée par Y(O)
B n

B(eAr] y(0)) _ 0 Rr) dr ) B8 o
o A / R(0) mﬁ/f/ﬁ( “”)r'arsd””é
(o] logmm

1ogﬁ- o o

- 2 ’
. 2 ¥(0) "'R(O) //R(r) R(r") 7:) ¢ ar ar' a6

log <% R0) U
e

P T T i

Les deux premidres intégrales ont été calculées en (84) et en (89). Elles
se relient & la covariance et & la moyenne a priori. Le calcul de la troisieme intégrale
est effectué dans 1'Amexe Co La formule (C,10) donne

2 2
77 iy Be ;
J/ R(r)R(r)@ 3 dgrart a0 =

log r gr'
P‘o R 2 By
2 2 2

g R(r) dr e dr

- TR / - * m‘”ﬁ;/ )] &
(lag —-ﬁz\g Ro log 5= Ro
A QAp &> n ]2
= = -:5 Oov(k(()) QQAP) + —;‘-TZ” / Ei(r) -
08 m=
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=53 w

On obtient ainsi 1l'espérance lide sous la forme suivante .

§ meAply©)_ EQAR) , ¥O) [k(o), mgi&_g__]

QoAp Q, Ao eR0) QOAP
2 10) = B(0) T
y(0) = R(O Qp)_ e y(0) R(O ___
g H P Gov (k(O)a he [R (0]2 / \;(r
Pour abréger, nous poserons o
e y(0) = X
g QAr _ Y
2 QoAp
( Php) _ 2
—-=-=—=-§—= = o
§ (el p) J
g EZR(O) = o':
( Gov(s v(0), %%3;) = 0, = P G’y
(3
(98) peut s'éerire : X2 » R,
2 /i 2
° = 2 g=o — ar
(99) E(T| X) = B(Y) + p ==~ X + AP R S 2 R(z) &
°x Gi v loggé c: JRO/ i
o

On notera que cette régression n'est pas lindaire. De fait, méme si y(x) est
supposée gaussienne, l'expression (97) montre qu'au deuxidme ordre en & Q A P ne

peut pas obéir A une loi normale. 5

T
Dans le cas o R(r) est de la forme R(0) € , on peut expliciter (99).
(Le ealeul de la dernidre intégrale est immédiat en remarquant que, si a est la por-
tée de R(r), celle de IR(r)]Z est -ﬁ:\. On trouve o
2



St

a R
A log X ) 1 10g_.V:,’1 az
( z \Y(o ) =4 + & y(0) ==+ & R(0) -
Q Ap A R.,2 R,
0 log=== 1 A
%o (106 105
(100) 2 ° 0
2 log "‘%‘) g R :
2
+e [Y(O)] o~
log “IT") log -=§,'j-'
Q o]

Si R, —> O, R, restant fize, on obtient, 3 la limite, 4 + e y(0),
clest-a-dire la perméabilité 3 1l'origine | A 1l'approximation d'ordre 2, la perméabilité
apparente converge encore en moyenne quadratique vers k(0). On peut penser que ce ré-

sultat n'est pas 1ié & l'approximation de Schwydler, et reste vrai & tous les ordres.

2 .
Si B, —» oo , B restant fize, la limite est A - & R(0), c'est-a~dire
la moyenne harmonique . ici encore, ce résultat subsiste probablement 4 tous les ordres

en &£,

Caleul de la variance lide |
o Pour caleuler la variance lide D (Q,Ap Y( ))au deuxiéme ordre en &,

(a, A p)*

nous éldverons 9_%2 = 1 an carré et passerons 3 l'espérance mathématiques
QAyp
0
De (96) et (97) on tire (au 2&me ordre en °) :

51— // o] 52

e //‘“ e
( log g ) .
R

e 2 A
, YO0 e /a(:»)i‘i?
o) (log Ee.)?‘ 4 :

R

(o]
Q,

2

_D (Q.Ap) Y(O) R(0) A Cv(k(0)9 —A“)
(e A p)° ¥ [R(O);( 2| %A
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ou encore, avec les notations de (99)

2
QAp 2 x 2 2

y y
o A»

Ensuite nous devons élever 1'espérance lide au carrd, soit au 2éme ordre d'apres (99)

N
(o)) -

¥
o
Par conséquent, la variance lide est &

(QAP lY(0)> —6 (1 =99

Bien que QAp ne soit pas gaussienne, la variance lide possdde au deuxid-
me ordre en &, la méme valeur (indépendante de y(0) ) que pour une loi de Gauss. Compte
tenu de (B,9), on trouve

D2 QAP ( ) R(O)
Q AplY (log Ra)§

o

Si Ro - tend vers 0 ou Rl vers 1'infini, cette variance liée tend vers
0. Par conséquent, au deuxidme ordre en &, la perméabilité apparente converge en
moyenne quadratiqué vers son espérance mathématique (100). Il y a lieu de penser que
ce résultat n'est pas 1ié & 1'approxifiation d'ordre 2, et subsiste 3 tous les ordres.
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ANNEXE A

IE TENSEUR DE SCHWYDLER

Donnons-nous, comme dans le chapitre 2, une perméabilité de la forme

klj R : R Yij
! EyH) =0

L
et soit @j pﬂ, qi un systéme de solutions privilégiées vérifiant

0

o N
(2,1} E(‘bj p )= 8

cherchons un développement de la forme

L. sl . e

ij = 63 jp'%. + 32®jp2 + eee

i{ il o ik

1
( q =-g 'l'aq;1 + & q_a + a0

on noters que les [aj p et q sont distincts de ceux que l'on obtient par la mé-
n n
thode de Schwydler.

On a (en raison du choix (4,1) des solutions privilégides.)

(8,2) 5, ¥ ) = o
J n
La loi de Darcy, de son coté, domme
b 4y 0 4j b
I & _ Al
(4,3) q, =-€ ’bjp Y ’Bj Ppaa

n
Mais iei la perméabilité macroscopique (ﬁuisque @j ) ¢ a une espérance uni-

. U s A
Kle EE E(q_lQ) = gl,Q) = & E(q'ﬂ )
n =4

clést-a-dire, d'apres (4,2) o

o2 0 Q‘
(4,4) Kip’ = gi(+ }:;le B(yH LI )

n=

£6) est -
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D'gutre part, les qln sont conservatifs

A
rai 9y < 0
Par suite
ie b il A
Eiqn%igﬂ = Eq ) X0, »7)
En particulier, pour m # O
E(q 4(’,61 ) =

Gompte term de (4,3), cette relation s’explicite o

(4,5) n(g*d 0, pn[_)/ 9 2¥) 4 E(Yij’bj pf:l 0, ) = 0

Avee n =1, on obtient

(8,6) B 7, 3¢ 9

3
sy O pﬁ)+ E(Y%ip:f)=

et, en portant dans (4,4) ¢

(2,7) ia= 1l Z s Bg ’() p ’() pg

Le terme correspondant & n = /4 est rul. Au deuxiéme ordre en & il
reste done
ig/ ig 2 1,(),
S X = g =& O
(4,8)

1) '
% § =me™ Q5 9, Q)ME fap}

Adnsi se trouve introduit le tenseur de Schwydler. Il reste 4 expliciter
son expression. i@

Exprimons que 1e tengeur q A est conservatif. En deux points quelconques
x et y nous avons o Q

i
Agle (x) == in (x)

, a,/a
Ay == v ()
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Multiplions membre % membre et passons aux espérances mathématiques.

Posant o
T/ﬁ/‘(h) = E [pg(x)ﬂpz(x + h)]
‘(},ga i a
( © e - 2y (0 +h>]
nous obtenons
0,a
(8,9) P2t -9, )

Introduisons le tenseur S’ek(h) dont la valeur en h =0 est le tenseur de Schwydler

sek (n) = E [gij 'ai pﬁ'(x) ’Bj rﬁ (z + h)]

Seb(h) = heleg)

et l'équation (A,9) s'éerit

iQ ahb
(4,10) AdAey =2, & T m)
En désignsnt par o« la solution de Ax+s = 0, on obtient ainsi
. iQ ah
£ ) TarQ wiLo wen
A %,
(4,11) 8 = 5?’}“(0) = - ﬁia ofg) B (g dag

On retrouve bien l’expression (41) du tenseur de Schwydler. Mais la dé-

monstration est plus satisfaisante, puisqu'elle n'utilise que le produit de convo-

lution /ai j o * RoIA qui existe, pourvu que la coveriance soit régulidre 3 l'orie.

gine et décroisse assez vite & 1%infini. Dans le chapitre IT, les produits de convo-
Ilution utilisés étaient du type /bij o ¥ yg’by et leur existence n'est pas évidente

a priori.
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ANDINETZXTE B

VARIANCE DE LA PERMEABILITE APPARENTE

2
Pour obtenir une majoration de la variance D (Q 5 ) - plus stricte que (85),
considérons les variables °

Xz) = / y(x) a®

C
r

ol 1'intégration est faite sur le cercle Cr de rayon r. Elles ont comme variance

21
(B,1) o(z) = D° Lx(r)j =2 /R(z r sin g ) a6
0

et comme fonction de covariance ot

C(r, ') =2 ﬂt(/;( Vr2+ 2. 2ppt GOSG) de
0

Ltinégalité de Schwarz donne .

[ oz, x0) | VBT S

01‘9 d'apr%s (83)9 on 8 o

(Q Aﬁg“ 42 (\log m) //G(r,r ) ..EZ c:e

On en déduit la majoration . 2
2
p°(edp)
(3,2) ""TT §<\ - / Vet
(QO P) 4 T (10g m-nn:
Pour les fonections R(r) usuelles (ergod:‘i.ques) T decroi'b assez vite,
lorsque r tend vers 1'infini, pour que l'intégrale J V—"T LE ooit convergente.

Ainsi, lorsgue R =3 0, et RZ]. -3 00, 1'intégrale es’c équivalente &

- 1ogRoV0205=-2ﬂlog Ro Vﬁ( 5,etona.
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2 log R
D°(Q/\p) 2 . g€
° log g~

[+
Or, d'aprds la premidre inégalité (85), on a aussi 1'inégalité inverse.
D'oy finalement &

2
2 log R
(B,3) lim w%a-(-@-f-?%z = lim -—-El?- r(0)
o AP log-s=
) o]

Toutefois, cette limite ne pourra pas, en général, &ire utilisée dans les
applications. La convergence, en effet, a lieu 3 une allure logarithmigue, done trés

lente. Tant que Ro el R'fl. ont des valeurs finies, d'ailleurs, la valeur numérique
log R

du rapport --—-—-%— dépend du choix des unités.

log -ﬁ/fi'-
(o]

Pour obtenir des résultats utilisables numériquement, et non plus seulement
des limites théoriques, nous étudierons une fonetion R(r) particulidre : 1'exponen~

tielle de Gauss R(0) €7 A .

-?\21'2

Cavariance €

Soit & évaluer 1l'intégrale .

B R O

a 2 v 6)
MMr 4 “=2rrt cos
(B,4) I = 952 / ..%T e )

Ro Ro 0

lorsque Zx Ri est trés petit et A Ri suffisamment grand pour que les termes
—7\,&4 '
en € soient négligesbles, Nous introduirons la fonetion guxiliaire
2mn 2 '
A(r24r1" )+ 24 rr? cos 6

G5 10w =/% /B e 0

et nous calculerons la dérivée
5 B By
. - I(?\,yp.) =2 / / /
D
R R 0
o "o
2

Elle ne différe que par des termes en R20 et en €7 g de 1l'intégrale

25 2 2
- Az 4t )+ 2n rrt cos ©
e cosBar art ab
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obtenue en remplagant R0 par 0 et R, par l'infini,

A
Done 7 0o +00
2 —x(x +y)+2pxycose
9. I(A.p) # cos O def/ dx dy
On Lo 0
soit
"“"‘"““‘ 1(7*-9 P‘) # 2%
om I

En intégrant en p, il vient

I, p) =2 x 7\+ A(N)

On obtient A(A) en faisant =0 dans (B,5).

T 2
R

A -?\ra a

Ar) =2 = / e &

T

R
0
« A B2
En négligeant des termes en € 71, on peut poser P’.L = 0a, D'autre part,
v 2l
2 2
AT g 4 A By gy
T u
R0 A
2n
2o
2 n(AR,)
=2 (C+12 AR )+'12 (1) 2
3 o 3
n=4a. n n!

d'aprés le développement de 1"in’cégro-exhponentielle. Négligeant les termes en A 'Rg,

il vient o 5 2

(La constante d'Euler C vaut 0,577 216 ess ) Adnsi
‘2
Y = poa L
T(nop) _2uB+E (¢ + 1og2»RG) :l
-

et, pour A = i on obtient (toujours en négligeant A R et © ) ¢

3
1=2,;E+% (C+log')»f%)]
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Avee la méme approximation, on a donc

. 2
2%(alp) ___82’“@5”% (RoV’-‘i) R(0)

(B,6) st
(a,Ap) Ry \2
log -
()
Posant o g
a = _u&'—me
Vh
(portée de la covariance), on obtiendrayg
5 A‘ A log'g;)
b 2
(397) (Q 12)) = 02‘ e R(O)
(@_ Do) ( R, )
° log =—
R
o
I1 est également intéressant d'évaluer la covariance de k(0) et JE!!E.
Qo ]
Dtaprds (84), nous devons évaluer 1l'intégrale
Ri A .'c"2 dr 1 2 a
(//9 e = Aot - 5 (¢ + log A B, ) = log -ES
R
o
D'od
log wm=

Dtaprds (B,7) et (B,8), le coefficient de corrélation de la perméabilité

L4

3 1l'origine et de la perméabilité apparente est-ainsi &

et la variance lide de la perméabilité apparente est

2

(3,9) 22Qhp) o2y 8 r(0)
0 An) = (log _I';a;_)z

0

Ce résultat ne dépend plus de la portée a 'de la covariance. Il s'applique



pourvu seulement que RO soit treés petit et R’;L relativement grand devant a.
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ESPERANCE DE LA PERMEABILITE APPARENTE

Pour évaluer 1l'intégrale I définie en (90), nous utiliserons des dévelop-
pements en série de Fourier.

En premier lieu, nous devons déterminer le développement de la fonction de
Green dans la couromnne. On suppose l'angle polaire Ot de y égal 2 O (1e point
y est pris sur le premier axe). Toute fonction paire harmonique et régulidre dans
la couronne est de la forme

%o
(0,1) (p(x) =A logr +B+ Z an(,%,,)n.;- bn(mgg)n cos n @
n=71 A
En particulier, G(x,y) + "%53 log p admet un développement de ce type.
Posons «
(c,2) 9(x,y) = &(zpy) + %= logp

Cette fonction @(x;y) admet un développement de la forme (C,1) avee A B,
a, et bn fonetions du rayon vecteur r' de y. Pour déterminer ces fonctions, on
doit écrire que @ coincide avec + %T: log p sur le contour extérieur (r = 1}1)
et sur le contour intérieur (r'-—» RO)"‘ Or = %ﬁ’i log p admet lui-meme les dévelop-

pements © ‘

22 n

A 9
%1ogp=—%ﬁlogr+nzzaﬁamﬁ(%) cos n B (pour r'ér)
(¢,3)
= n
A A,

% = - o g ¥ =Zn='l wrg G e n® (o 2t >3)

Tdentifions avec le développement de @ pour T = Rl etr = RO' On ob-
tient ©



(¢,4)

(¢,5)

~NNS NP N e P L i

la forme

avec

- 65 -
n

b () = - g (E)
a + == oo emgmen
n n 1 Tn I;l
R. n
0 71 ©
an(ﬁ,l) +bn ""ﬁs‘cn(rn

AlogR{|_+B=+%logE;1

= i 0
A log RO+'.B = + 2ﬂlog}r’

La résolution de ce systéme conduit 2 -

20

d{(xoy) = A(r,r?) +Z An(rpr') cos nO
n =741
71
1) = = b '
Ar,rt) = E logr log r'= log ];l(logr+ log v )+ log R, log R,
2 ﬁlog‘-ﬁ-
°n 2n
n 5! R
An(l‘,"r"):“= n pen "Eﬁ'i-g-ﬁ)-‘- g i’l
J r! r r !
Ltintésrale I que nous devons évaluer se met, selon (¢,2) et (90), sous
I= I’.L + 12
R
2
I/l=.._=.- dr‘(gr"/’a log P R(p) 44
A
27 1og-
0
R

ll

I a —g fw@/ﬁw/a(p) @M ad

10g-=e§: RO R@
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Calculons d'abord I,, en utilisant le développement (C,4). Le terme indépendant
de @ - notons le 12(0) - donne ¢

I S dr
1,(0) = og 5 ) /-“r" / R(p) a6

On reeonnait 1'expression (83) de la variance de la perméabilité apparente,
dont le calcul a déjd été effectud,

__2D (Q
(c,6) 1,(0) Ty 52-5

I1 reste & évaluer les termes provenant des composantes périodiques de

(x,5). Pour r et r' compris entre R, et R,, on peut dériver (C,4) terme 3 ter-
0
ne .

Z A (:r."gr') cos nb = Z

An(r,r' ) cos nO

rbr’br' U 0r
2n 2n
2 n 2n o8 R R
9° In(rprt) = - ﬁ? 5= r ot o+ By (——ﬁ + ......_) PO
VrOr! 21 (R/l - B, ) r? b ¥ pt

Nous prenons ensuite un nombre o (pa:e exemple « = 2) tel que

2n R2n
A 1 0 ,
Rzn- = \< Rzn + o nRaz-hm pour tout n
A 0 A A
Avee une erreur inférieure 3
20 2n .2n '
o RO N 4 A 1
2n - 2 =
2xrr' n=A4 R’l 2 r rt R.\2
5 A o)
- O -_E
g

done inférieure i une expression de la forme

el (-E-»>

rr!
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2
il est loisible de remplacer la série .,.,@_,.., A (r,r') cos n ) par
Ordrt B
22 2n n n 2n p2n
=/l n n_.n Y r r? 0
H(r,2',0) = - z g | T 2 R (e 4 =)+ cos nb
2nrr' n =1 Rlln B rt b =

On doit ensuite multiplier par R(p) et intégrer en r, r' et 8. Llerreur

commise en remplagant la série par H(r,r',0) est du type

. R42R02
/é(lg-ﬁ(-)')(?:f)

done négligeable si RO est petit devant Egi. I1 faut donc évaluer &
R RA 2n

1
(C,y7) J =/€§ (/—%/ H(z,r', 0) R(p) ab

By By O

Mais R(p) se développe en série de Fourier.

R(p) = co(r,r”) +Z cn(r,r') cosnb

2n
Cn(r,r') = %/R(p) cos n89 a6
0

Diont on

2n So on

¢ (zoz?) 2n n _n R

/H(rsr's 9) R(P)de = =Z 2 n2n e+ R, ("':E."ﬁ + -1:,-;1)+ g I%'l
0 n="1 r r! Rl ri r r !

Cette expression est majorée en valeur absolue par .

42 ool

rr'
Diautre part, 1l'inégalité de Schwarz, appliquée aux variables

/y(x) cos nBad et /y(x) cos nO ab (Cr et C, étant les cercles de rayons

Cr r!

r et r') domne .



L]

—&-a

]C‘n(r,r')l\<V ¢ () C (")

2n
S Cn(r) =% / R(2r sin g) cos nB a6
? 0 |

Ainsi J est majoré par

// Ve e [/Vm ]2

0

Or C‘n(O) = 0, et C‘n(r) posséde une décroissance rapide 3 1'infini (3
cause de l'ergodicité), de sorte que 1'intégrale

I;—-(—y dr
/ Cnr ?
0

1

existe. J est:donc borné, et 7

d tend vers O lorsque RO — 0

log
ou B, —poo. Finalement (c,6) uﬁg représente la partie principale de la compo-
sante I, de (c,5), soit

J

2(QAP)
e (Qo (@ Ao

Calculons Il

Les raisomnements sont trés analogues. On doit partir du développement (C,3)
de log p. Dol

01 ! 4 2 o
-%*@gg'p'“m"ﬁi 71 008 n 6 (wr < w)
r ‘ r
/ falog A rn 1
- &= -P_=+-§R cos n © (x*> )
Or
Cette premidre dérivée présente en r! =r la discontinuité .

o

Eﬂl 2—‘-" +%§Z°°Sne

R n=7



En dérivant en r', nous introduirons donc¢ la mesure de Dirac .

.

1 A 22
2 6(r—r’)=+ﬁ-§ 5(r - r?) +§?6(r-r') E cos nb
rt =/

Soit
z §(r = rt) =8(x - ') 6(9)%
I"
2
La dérivée seconde = 2@& %—1,'()95 -~ o3t la sormme de cette mesure de Dirac et
r({x!
de la fonction ordinaire de développement o
o=l
g’-';.’_;z n%ﬁ-cosne (r* < )
T
N1
1 z n e cos né (r*> 1)
n rnn—T-T'

On vérifiera comme ci-dessus que cette composante ordinaire apporte 3 Il une
contribution qui s'annule pour RO —r 0 ou P’l - 2O

I1 reste donc, asymptotiquement

R, B 2x
R 0
o .

T
log ===
clest-d-dire

I

= R(O)

Finalement, nous obtenons I sous la forme

2
_ p°(aAp)
(c,8) I= R(0) - 2( -EB-—?
(9 A p)
ou encore, selon (86) ' 2
log RO
(c,8) I=R(0) |4~ ———
A
log w=~
®o
Caleul de 1l'intégrale I - R R -
A "4 2%
1 P 2 a(z,y)
(¢,9) I' = = - R(r) R(r!) m—nZedl_ gr ar' 4
/-L by rl

log N RO RO 0

(o]



(¢,20)

-T70 -

Le calcul de (C,9) est assez rapide. En effet, R(r) etzR(r') ne dépen-
dant pas de O, les termes périodiques du développement de . s'anmulent &

2% ' roz!
1'intégration, et LewZm—, peut &tre remplacé par
Arf) r
- —fg L ol - ) 8(6)
2n log o rr
0
__ (b2
(termes non périodiques de M-—- et -%3 --—E%-E
, CFUES Dz
Il reste ainsi .
B 2 Ry ,
_ A ) dr 71 dr
log -g= Ry log =— Ry
0 0
G+ MATHERON
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