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NOTE GEOSTATISTIQUE No 67

1E MILIEU POREUX A DEUX COMPOSANTES

Introduction

Nous nous proposons, dans cette Note, d'étudier la composition des perméaioim
1lités dans le cas particulier d'un milieu poreux 3 deux composantes, caractérisées
par des perméabilités scalaires Ik, et ;1:20 Si £(x) représente la fonction aléa=
toire en tout ou rien associée, par exemple, 3 la premidre composante, la perméabilité

scalaire Xk(x) du milieu est ¢
k(z) = k £(z) +k, EL - f(xa

Nous suppose‘rons, de plus, qu'il existe une certaine symétrie entre les deux
composantes du milien, en ce sens précis que la loi spatiale de 71 = f(x') ge déduit '
de celle de £(x) en &changeant les véles de p = E(f) et ¢ = E(A - f), et que
ces lois spatiales sont isotropes (invariantes par rotation) ou au moins invarisntes
par rotation de "g“‘ Comme exemple de tels milieux, on peut citer le mot croisé aléa-
toire, ol le plan est quadrillé a priori selon un réseau régulier, et ol l'appartenance
de chaque carreau & l'une ou l'autre des deux composantes est tirée au sort, indépen=
demment des autres, selon la loi binomiale de paramdtres (ps a)e Onﬁ peut citer égale-
ment le schéma markovien étudié dans la Note 61, oli 1'on réalise une partition du plan
en polygones convexes aléatoires, & 1l'aide de droites implantées selon un schéma pois-

sonien, et ol l'appartenance de eﬁaque polygone est ensuite tirée au sort, comme dans

le cas du mot croisé aléatoire.

Sauf mention du contraire, nqu_si nous limiterons au cas de l'espace & deux
dimensions. Dans ce cas, en effet, il existe une certaine symétrie entre perméabilité
k(x) et résistivité h(x) =Mk/.}c , ou"encore entre gradient et flux, et cette symétrie
jouera un grand r8le dans cette étude. En particulier, si p= ¢ = 3, on est dans
le cas ol - et -%m ont la méme loi spatiale et oli, par suite, les rdgles |

0

ko
K = /.
ho

ou log K = log ko

s'appliquent, comme il a été montré dans la NOTE 66. Pour p # q, Iles deux régles ci-
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dessus ne sont plus équivalentes . nohs verrons, en fait, qu'aucune d'elles ne s'ap-
plique. Outre le cas particulier p= q = +, le cas limite d'une composante évanes-
cente (p = 0) pourra, Sgalement, &trée résolu rigoureusement. Entre ces deux éas
limites, p= 0 et p= 4, nous ne disposerons pas de formule exacte, mais seule-
ment de développements du type de Schwydler, que nous pousserons d'ailleurs jusqu'd
1tordre 4. Il nous restera & tenter de passer de ces développements & des formules
entidres, soumises naturellement & la condition de coincider pour p = 0 et p=+%
avec les résultats exacts connus dans ceé deux cas particuliers. Dans une premiére
tentative, nous nous inspirerons de la ponderatlon geometrlque. Cette régle (nous le
monﬁrerons) exprime que 1a densité d'énergie consommee posséde la méme valeur dans les
deux composantes Wi = Wé. Le développement de Schwydler permet de voir qu'en fait
W,_L et W, différent d'un terme d'ordre 2. La premidre tenbtative consistera donc &
donner 3 Wa,et Wé des expressions aussi simples que possibles (coincidant avec
leur développement arrété i lfordre 2) et 3 en déduire, par intégration, la perméabi-
1ité macroscopique K . 1'éxpression obtenue, de type exponentiel, se présentera ef-

fectivement comme une généralisation de la rdgle de la moyemme géométrique.

La deuxidme tentative s'inspirera plutét de la régle K ==L/:%§:e Fixant no-
tre attention, non plus sur les densités d'énergie, mais sur les espéranges Qi et b2
du gradient dans chacune des deux composantes, nous chercherons 3 leur donner la forme
1la plus simple possible compatible avec les développements de Schwydler. Ceci nous
conduira 3 déterminer K comme la racine positive d'une certaine équation du second
degré, de sorte que l'expression obtenue sera de type algébrique et contiendra des
radicaux. Il nous semble = mais c'est trds subjectif - que cette deuxitme tentative
& plus de chances que la premidre d’aboutir au résultat exact. Le recours & 1l'expée-
rience permettra de trancher : il est du reste assez irritant d'en &tre réduit 3 in-
voquer l'expérience pour résoudre un probldme de nature purement mathématique, dont la

solution par conséquent devrait 8tre construite par voie purement déductive.

Dans un premier paragraphe, nous établirons la régle K=|f-—=- dans le
eas ol = et g ont la méme loi spatiale : la démonstration sera ° domnée en
() o

toute généralité (mals sans faire appel, comme dans la NOTE 66, aux développements de

Schwydler) et son application au milieu & deux composantes nous fournira notre premisr
cas limite. Nous examinerons ensuite les valeurs moyemnes du gradient et de lténergie
dans chacune des coﬁposantes, et nous constaterons qu'elles se relient de manidre gim=-

ple & K et & ses dérivées partielles Z;i et ﬁgi , d'olt résultera également 1'équi-

valence de 1'équipartition de 1'énergie 1 et de la régle de pondération géométri-

que. Nous étudierons ensuite le deuxi®me cas limite, qui est celui d'une composante

évanescente (p = 0), et nous établirons enfin. dans un auatridme varagraphe, les dé-
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veloppements de Schwydler que nous pousserons 3 1'ordre 4. Les deux paragraphes
suivants seront consacrés aux deux tentatives, mentiomnées, ci-dessus, de représenter
par une formule entidre unique 1l'ensemble des résultats partiels obtenus. Enfin, dans
un dernier paragraphe, nous essayerons de généraliser les résultats précédents au cas
dtun espace & un nombre N # 2 de dimensions : les développements de Schwydler,
poussés ¥ 1'ordre 3, apparaftront comme compatibles avec une généralisation convenable
du principe de la deuxidme tentative, et ceei nous conduira % proposer une régle de

pondération de nature algébrique.

—l/ -l
REGLE K= B

(1)

Soit, dans 1'espace & 2 dimensions, un milieu infini caractérisé par une
perméabilité kla(x) aléatoire et stationnaire, dont la loi spatiale est supposée
invariante pour les rotations de 90 °, et soient x et ‘00 wne solution station-

naire du systime de Darcy

S Xi - - ij {bjﬁf
2 ra.xi = 0

On sait que, dans l'espace 3 2 dimensions, une rotation de 90 ° transforme

un vecteur conservatif en un vecteur gradient, et réeiproquement. ILes axes étant or-

L)

thonormés, les vecteurs .

S G;_L="X2 . s F1=°-r()25
G 2 Ga:x/]_ + Fz F2= /()/l—@-

sont le premier un gradient, le deuxidme un flux conservatif. Si hi 3 est la résis-
tivité, inverse de k*J, 1a loi de Darcy
— i
fb j Q) - = hi j X
montre qu'il existe également une relation linéaire entre F et G. Si 1'on désigne
par P le tenseur déduit de hij par rotation de 90 ° (qui posséde done la méme
loi spatiale que hij), soit :

hyy = hgp-
P =
- by hyq

on obtient, en effet 1



Il

F-. pld ¢

i
( r()i F = 0
Clest 13 un deuxidme systdme de Darcy. La perméabilité macroscopique K
(qui est un scalaire, puisque la loi spatiale est invariante par rotation de --g-)

a pour valeur

Elle se déduit de la loi spatiale des e par un certain nombre d'opérations

1ides 3 la structure du systdme de Darcy. Les mémes opérations, effectudes sur la loi

- spatiale de PY  (qui est 1a méme que celle de 1)  conduisent au rapport - -%%T’

égal & = «E(,a@-, clest-d-dire & H, & cause de la définition méme de T et G et
15(6%)

de 1'invariance de la loi pour les rotations de 90°, D'ol la conclusion .

La_perméabilité macroscopique K et la régistivité macroscopique H s'ob-
tiennent, dans ’un espace 3 deux dimensions, en effectuant les mémes opérations sur les
lois spatiales de k et de h respectivement.

Posons k= E(x) et h = E(n) (ce sont des scalaires). Dans le cas
particulier ol k' et hij ont la méme loi spatiale, on a par conséquent
ko ho
K _ H
k - h
0 )

clest-3-dire la rdgle
k = SR N

o]

Nous avons vu, dans la NOTE 66, que, du fait que -l—li— et -%—- ont
)

méme 1oi spatiale, cette rdgle est identique & la rdgle de pondération géométrique

log X = E [log k]

p : «
et montrd que cette régle s'appliquait dans le cas o} la matrice k'J(x) possdde

une loi spatiale log normale.

Soit alors un milieu & 2 composantes caractérisé par une fonction aldatoire

en tout ou rien f(x) et une perméabilité scalaire

K(z) = b 2(x) +k, [4-£(2))
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Posant hﬁ = 4%; et h, = :@,’ 1 résistivité est

ks
n(z) = b, £ + hz(/laf)

-ET et ;E- ont lo méme loi spatiale si et seulement si f et A -f ontla méme
° .
1oi spatiale, ce qui entrafne en particulier 1'égalité de p = B(f) et ¢ = E(A - £),

soit

P =4q =%

Dans ce cas, la perméabilité macroscopique est

(3) =V

Dans le cas général o p # g, aucune rdgle simple n'apparaft immédia—
tement, Toutefois, p et g étant fizds, X est une fonetion K(@l, ké) de
r'd » ) ' ’ 3 * :
ky et ko Ia résistivité H s'obtient en substituant (b, h2) 3 (191, k)

“ H = K(h;_l_y h2)
Par ailleurs, la rigle de similitude K(A kys M k2) =2 K(l;l, kz) montre,
en prenant A= k, k,, que l'on a aussi

(4) Iy B o= Ky k)

Ainsi, au facteur k? prés, la résistivité macroscoglgue H stidentifie
3 la perméabilité K(ké, ga) du milieu dual, obtenu en attribuant la perméabilité ké

3 la premidre composante et la perméabilité %1 4 la deuxidme.

Cette ragle (4) - qui n'est valable que dans 1l'espace & deux dimensions -

jouers un grand r8le dans la suite de cette étude.



o

-6 =

‘II.— VALFURS MOYENNES DU GRADIENT ET DE I'ENERGIE

1

(5)

Soit yx et OB le vecteur courant et le gradient caractérisant un écoule-
ment macroscopiquement uniforme dans le milieu & 2 composantes. Nous supposerons (pe

qui est toujours loisible) .
5(0,W) =4 0, @) = o

dtoh résulte
’ 2
By = =K E(x") = 0
et nous dcrirons le plus souvent E(0M) et E(y) au lieu de HE( A ) et E(x™).

On sait qﬁeidans ce cas, la valeur moyenne de la densité de 1l'énergie consommée par les
forces de viscosité coincide avec la perméabilité macroscopique K

W= =B D) = -8 KW = &

En raison de 1l'importance des notions énergétiques, il y a a priori un grand

intérét 3 déterminer les densités W, et Wy, d'énergie dans chacune des deux compoSan-—

‘tes. De fait, nous verrons que la domnée du rapport -3?‘ selon lequel l'énergie se

répartit entre les deux composantes suffit pour déterminer llexpression de K, lMais il

n'y a pas moins d'intérét 3 déterminer les espérances b, et b au gradient 0 dans

71 2
chacune des deux composantes ¢ du rapport ’r»,j_/h’z'_w li'expression de K se déduit éga-

lement. De fait, les deux tentatives qui termineront cette étude partiront 1%une de
W/.L et 1llautre de b}l" Nous commencerons par le cas le plus simple, qui est celul
du gradient.

Egpérances du gradient dans leg deux composantes

Désignons par

S b/l=% E[f[aw]
% b, = % B [(anf)’t)‘cﬁl

1'espérance mathématique conditiomnelle du gradient en un point appartenant & la pre-
midre ou & la deuxidme composante, c'est-d-dire les valeurs moyennes de ce gradient
dans chacune de ces composantes. ILes espérances correspondantes du flux y sont
évidemment A A '
ST R

1

% -k by =7 E'(/l-f)a
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Si nous nous imposons la condition habituelle E(O@) = 4, nous obtenons
donc les deux relations

S Phy+ aby =1

(6)
§ pk&b,j_-l«q k2b2=K

qui montrent que X se déduit immédiatement du rapport ba/bz' Inversement, le sys~

t¥me (6) permet d'exprimer b, et b, en fonctionde K :

S b, = i_:.f?_m

71

(7) 2 ?(k/l - kzu)u
=
(

'bz"'

oli, = ¥,)

Exemple

Dans le cas particulier p=q =3, ona K= VE&. k, d'aprés le paragraphe
précédent. Les relations (7) domment. alors

g :
|
|

et montrent que le gradient se partage, entre les deux composantes, en raison inverse
des racines des perméabilités, c'est-d-dire en raison directe des racines des résisti-
vités. Le flux, qui admet les espérances Kk b/l et k2 b2 dans les deux composan-—

A
tes, se partage au contraire en raison directe des racines des permésbilités.

2/ Bepérances de la densité d'énergie dans les deux composanbes.
Avec un gradient d'espérance wnité E(QW) = A, 1lespérance de la densité
dténergie W coincide avec la perméabilité macroscopique K, soitb

W= K = Eikij ’biﬁ%m{]

Donnons % la perméabilité régionalisée kii(z) wne variation & kij‘(x)

qui soit elle-m&me une fonction aldatoire ergodique et statiomnaire. La solution sta~



tionnaire. dont le gradient possdde une espérsnca unité wvegoit elle-méme
une variation 8 TW , avee E&‘:@j'ﬁw:& = 0

La variation de l'énergie se présente sous la forme d'une somme de deux ter-

5K = 51 = E[ﬁkij 'aim—®jm]+ 2E[kij’3i‘w®jsw]

mes

-

En fait, le deuxidme terme est identiquement nul. En effet
E ]:kij ’aiﬁ)‘% 5@'].—. - B E@ ’03 5‘&)‘] = - E(Xj) E[@j 57,'6]:

( la premidre Sgalité exprime la loi de Darey, la deuxiime résulte du fait que le flux
xj est conservatif 'aj xa = 0, et la troisidme découle de E[’aa 6'63']= 0 ).

Finalement, on obtient .
(8) 8§ K =06 W = [51:13 2,@ 9'65]

i

Appliquons cette relation capitale au cas du milieu & deux composantes, en
s faisant varier la perméabilité k/l de la premidre composante d'une quantité (constan~
te) & ky, clest-i-dire

) 51(x) = & k &9 £(x)

On obtient

5K26W=6]%LE[£‘®=5§‘2:I

Dtolt les relations fondamentales

5 f’bmz
(9) ? ]

% E[(M) 7T =

1’51
2K
5

Dégignons maintenant par WZL et W2 les valeurs moyennes, dans chacune des

composantes, de la densité d'énergie consommée o
a I ij - A [
w.o="= J ==
=5 E[-f X 91’5 9305] : x El_fa-c@‘

B I1 suffit de comparer 3 (9) pour obtenir
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Ainsi, la menidre dont la densité dténergie W = K se répartit entre les
deux composantes ne dépend que de la fonction K(l;l,, 1&2,), clest-d~dire de la rdgle de
pondération, et inversement si 1l'on connaft W, en fonetion de ]%‘ et k, on peut

A
en déduire K par intégration. La relation évidente

szwd+gW2

se traduit par 1'équation différentielle

. 0K Dx

£ = —

91: +k2’ak.2

qui exprime, coume on sait; la rdgle de similitude
KAk, Aky) = AEK(g, k)

On voit qu'en dernidre analyse la relation énergétique

Bt 0,0 = 86t B(9,W)

dont on connaft 1%importence dans la théorie générale des milieux poreux, conduit sim-
plement ici & la relation (11), c'est-d-dire au fait, évident par ailleurs, que K

doit 8tre une fonction homogdne dordrel en k,, K.

Mais des relations (10) nous allons déduire également certains rapproche-
ments nécessaires entre la rd2gle de pondération et la répartition de 1l'énergie. Ce

sera 1l'objet des 3 théordmes suivants .

Théoreme A (Equivalence de la rdgle de pondération géométrique et du principe de 1'éguipar-

tition de 1'énergie,). Les deux propriétés suivantes sont dquivalentes pour un milieu
% deux composantes (dans un espace 3 un nombre quelcongue de dimensions) °

a) Ia rdgle de pondération géométrique K = k;g k% s'applique.

b) Ia densité d'énergie consommée a méme valeur moyenne dans les deux composan—

tes . W,l =W, =W,
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- Montrons a =3 b . il suffit de dériver K= k& kI pour obtenir

'

1 Ok
W’l= T?‘T—% =K = W

- Montrons que b ==>a . De W =W et W, =1V résulte .

1 2
9 _ o K . K
(- xﬁ Vx L

En intégrant 1a-pz"emiére équation;, on trouve

log K= plogk, + F(kz)

Ia deuxidme équation montre ensuite F(ka) =q log k, + C, et la constante C
est mlle, comme on le voit en faisant k, = k.

Ainsi, le principe deléquipartition de 17énergie et la régle de pondération
géométrique sont deux propriétés équivalentes. Nous comnaissons’ du reste un cas parti-
culier ol elles sont effectivement vérifides : c'est celui du milieu & deux dimensions
lorsque p= q = Y. onaaslors K=, =¥, =|fl ke Mais, en dehors de ce cas
trés particuller, nous pouvons dds maintenant pressentir que, dans le cas général
p# q, et méme si l'espace a deux dimensions, ces deux propr:l.e'l;es équivalentes ne
seront pas vérifides. En effet, un principe comme 1'équipartition de 1'énergie se pré-
sente Sous la forme de lhiniversalité, et sa validité ne peut pas 8&tre lide & une par-
ticularité aussi contingente que le nombre ¥ des dimensions de l'espace. Or, dans
1a NOTE 66, 1'étude de 1l'approximation de Schwydler & 1'ordre 2, nous a montré que la
rdgle de pondération géométrique ne peut pas s'appliquer pour N # 2. Par conséguent,
le principe de 1'équipartition, qui ne s'applique pas pour N # 2, n'est probablement
pas valable non plus, en général, pour N = 2, ni non plus la ré3gle de pondération
géométrique. Dans le paragraphe 4, nous pousserons le développement de Schwydler jus-
qu'd 1tordre 4 (pour N = 2) et nous constaterons qu'effectivement la rgle de pondé—~
ration géométrique ne s'applique pas pour D # q.

Les deux théordmes suivants, oy la moyemne géométrique est remplacée par les
moyennes arithmétique. et harmonique, se présentent sous une forme analogue 3 celle

du théordme A4, mais leur contenu est nettement moins intéressant.
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Théortme 2 Ies trois propriétés suivantes sont équivalentes

a) la rdgle de pondération arithmétique K =plk +qk, s‘applique.

b) 1le carré du gradient a méme valeur moyenne dans les deux composantes
L Lf%izj -4 E((,l_,mrw_a]: B(3%°)
¢) le gradient?W est un vecteur constant.

- Montrons a => b. Dlaprés (9), on a, en effet

A —2| 1 0k _ , A0k _4 ——2}
-5 E[f?‘m:l._i)- a?-;; = 4-6751;;— 3 EI:(’:L"f)'bm

Diod résulte aussi que a ==> C, puisqu'on a de plus @

2
B0B°) =4 = [E( ? w):[
- Par silleurs C ==>a : c'est 13 un résultat général démontré antérieu-
rement (pour qu'il existe des écoulements & gradient constant , kY doit &tre conser-
vatif et la rigle de pondération arithmétique s'applique alors).

- Enfin b == a ! de la relation A 0K =1 9x , & laguelle on adjoint

P {ak/l a f&kz

DK Dx

la relation générale k + Ky e = X, on tire sans peine

T, Uk,
Viog K )
C

et la relation analogue en k,, dfolt a résulte par intégration.

log (p Xy + k)

Théoi*éme 3
Les trois propriétés suivantes sont équivalentes .
a) La rdgle de pondération harmonique H = plh, + q h, s'applique.
b) Le carré du flux a méme valeur moyenne dans les deux composantes.
¢) Le flux ¥ est un vecteur constant.

La démonstration de 1'équivalence de ces trois propriétés se fait selon

le méme schéma que pour le théordme 2, et nous ne la reproduirons pas.
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Remarquons gue les trois propriétés du Théordme 2 ne sont jamais vérifides,

quel que soit le nombre N des dimensions (sauf si k;l = ka). En effet, la per-

méabilité n'est jamais conservative. Par contre les trois propriétés du Théordme 3

sont vérifides pour N =4, et dans ce cas 12 seulement. Dans un milieu & une seule

dimension, en effet, un flux n'est conservatif que s'il est constant.

IIT.~- CAS D'UNE COMPOSANTE EVANESCENTE.

Nous abordons maintenant notre deuxidme cas particulier, qui est celui d'une
composante évanescente (p = 0). Naturellement, pour p =0 ona K=k, de sorte
que 1%intérét va se concentrer sur l'expression de 1'espérance 191 du gradient et
de l'espérance @1 de l'énergie dans la premidre composante, lorsque celle-ci est éva-
nescente (p —= 0). On peut imaginer 1'espace entier rempli par la composante de
perméabilité k, 3 l'exception d'une sphdre unique, de rayon R (arbitraire), ol la
perméabilité est ]919 et chercher directement l'expression du flux et du gradient.
En vue de préparer le dernier paragraphe, nous nous placerons dans un espace 34 uwn
nombre N quelconque de dimensions, Soient _((Td(x) et 'GS'2(x)- les expressions de
la pression & l'intérieur et & ll'extérieur de la sphére. Ce sont des fonctions har-
moniques en tout point intérieur & leur domaine de définition (A’E’E 0 en tout
point, sauf sur la surface de la sphdre). Pour représenter un écoulement de gradient

moyen unité paralldle & l'axe des 2 , nous chercherons une solution de la forme

—_— A
O),l(x)— 'b,lx = b,lrcoss
A
_ a4 X _ cos §
@(X)—X’FGT—EGOSG‘FCW

(r =Vg.. ¥ x est le rayon vecteur du point x, 9 angle de Ox avec l'axze des x/l).
ij -

On notera qu'une telle solution est caractérisée par un gradient et un flux constants
3 1'intérieur de la sphére., A llextérieur de la sphére, c'est seulement 2 grande
distance (asymptotiquement) que gradient et flux redevienment constants.

Eerivons la condition de continuité de la pression, ou de sa dérivée tangen—~

.

tielle, 3 la traversée de la sphére :

C
b = /1 +  oooonamaas
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Bxprimons ensuite la continuité de la composante normale du flux

"
1 2
"G, %%, T T
c'egt-d=dire
(13) k by =k % - (§4) 'E%"

De deux équations (12) et (13) nous tirons sans peine

Nl

ky + (I}T--’.L)kz

(14) by =

A 1ltintérieur de la sphire, le flux est constant et égal
te que la densité d'énergie W, dans la sphire est ]%_(bd)z, soit

7
kX
n= [1% + (Nw'l)kz]‘?m

Ces deux formules serviront de points de départ aux tentatives de généralisa-

];1 % de sor-

ae [Be

(15)

tion qui termineront cette étude.

Cas N=2

Dans 1'espace & deux dimensions, auguel nous nous intéressons plus spéciale-
ment, les formules (14) et (15) prennent 1'aspect trds symétrique sulvant :

2k

bﬂ_ =
(16) otk
_ iny
( ‘El (1;1'!'1{2)2 k2

IV,- IES DEVELOPPEMENTS DE SCHWYDLER LINITES A L'ORDRE QUATRE.

Nous nous placerons en premier lieu dans 1'espace 3 N dimensions, et nous
chercherons le développement de Schwydler de K, en appliquant la méthode exposée
dans 1a NOTE 66 et en nous limitant & llordre 3. (le terme d'ordre 4 sera obtemu par
une autre méthode dans le cas particulier ol N = 2)« La perméabilité scalaire, qui

est k(x) = I (x) + ks, EL - f(x)]
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se met (en posant k = B(k) = p k +qky, etdemlme h = Eh) =ph , +q h2)
gous la forme :

5 K(x) = k /1+e(f=p)]
_hnk -

k

0 P %1 + P k2

(17)

Ansi, f£ = p joue le r8le de la composante Yy de la Note 66. Selon la
méthodologie de cette Note, nous devons, partant d'un t§rme dtordre Ol 45235 d'espé=
rance unité, construire par approximation successive un gradient B dont 1l'espérance
(aiffrérente de 1'unité) admet le développement

" E(B) =4 + &2 507,) +& 80D 5) + oo

Les coefficients des termes d'ordre 2 et 3 se déduisent de la fonctionnelle
(19) de 1a Note 66, Posant

Ry(eys £p) = {: CEREIREEN) —p:ﬂ
Ry(gysEpoEs) = E [(f(al)ap) (£(gp)=p) (£(g5) wp)]

nous obtenons, avec les notations de la note 66 .

3 ) g 1% g 121 9 oc(x-»g )91;11 06(51 g2) Rz(gipgz) deq 5152

(18) S
— iy, dpup it
)=£/; & & e 9 m(xuai) 9”‘/flz gg=,) ,auz i, “(5’2.'53)
Ry(eq 8058500 &y deg di3

(1tindice 4 est muet, mais la convention de sommation s'applique aux indices litté-
ravz). Comme la loi spatiale de f ou de f=p est invariante pour les rotations
de 90 °, nous sommes dans les conditions de subisotropie étudiées dans la NOTE 66,
et la premidre relation (18) se réduit, selon la formule (21) de 1a NOTE 66, & ¢

B(0;) = -4;2— E [(f-p)ﬂ



(19)

(20)

=15 =

Itévalustion de E(D 'Z{)-'B) est, de prime abord, plus délicate. Toutefois
nous savons que K et E(’E)'(E) sont invariants pour toute homothétie effectuée sur
la loi spatiale. Effectuant une homothétie de module infiniment grand, nous obtenons,
d 1a limite, un milieu totalement aléatoire ol l'appartenance 3 1%une ou l'autre
composante de points guelconques, méme trds voisins (mais distinets) est tirde au
sort, pour chacun de ces points, indépendamment les uns des autres. Pour ce milieu
R(g/l, & 53) est identiquément mille, sauf si les trois points g, g,y £z cOinci-
dent, auquel cas elle est égale 3 E \_(f=-p)3j = qp(q=p)o Pour une telle fonction,

les /aijcx se réduisent 3 leur composante de Dirac, et on obtient
Rl

VW) =~ s -
B(0W5) =3 pq{q=p)

Finalement, donc, nous obtenons le développement $

2 &
E(B)=<L+..f£§pqe -3 pa(g-p) &
N

Il faut ensuite utiliser la relation (17) de 1la NOTE 66, soit &

X N
——— 22 comosom ea (Net,
ko E(B) (x-2)

Ltinversion de E(B) au troisidme ordre en e est immédiate, et on obtient:

K A 2 A 3
k N ‘?
. k- kp
M lieu du paramétre e = Tt qui dépend de p et de g, nous

utiliserons un paramdtre sans dimension A, ° qui ne dépendra plus de p et g, défi-

7\.::2_1:&-:_&@

E

°

I1 est immédiat que l'on a .

ni par

e = A =x(‘/1+(q=-p)7§+(q~p)2_?.&2.+,;,
’J.-(Q"P)g o

Portant cette expression dans (19), et en nous limitant au troisitme ordre,
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nous obtenons le développement cherché o

2 (w1) 3
(21) K oca-Zpg 2 -- pa(g=p) N
k_ N "

Nous réservant de revenir sur le cas général dans le dernier paragraphe de
cette étude, nous allons maintenant nous limiter, dans le reste de ce paragraphe.et

dans ‘les deux suivants, au cas d'un espace & N = 2 dimensions.

Cag N=2

4

Le développement (21), é.ugmenté dtun terme en A° dont nous déterminerons

dans un instant le coefficient 4, s'dorit o

2
(22) S sa-tpan® -G oalew) ¥ -2t

0
Le principe de symétrie en k et h, dégagé dans le premier paragraphe
pour N =2, nous indique que -%m admet le méme développement limité (22) que

0 2(ky =k
_Ié_, 3 condition de remplacer A = = (1 2)

° btk
2(1;1-11) 2(k, = k)
Bpth itk

Clest du reste la raison pour laguelle nous avons substitué A au paramdtre

==-K

primitif €. Remplagant done¢ A par =7, il vient 3

(23) —%— =4 =% pg +Z pa(a=p) 3> = &%
o
. . K H a
Effectuons ensuite le produit =g- —p= = -—-—-— . A l'aide de (22)
o) o k h
00

et (23), nous trouvons, & llordre 4 @

2 1R
-E;--E;«o-’l-apq_?» LZA“ZPQ T eee

Le terme en A° a disparu (la méthode utilisée ici ne permettrait donc pas

de déterminer son coefficient ¢ d'une manidre générale, elle permettrait de détermi-

ner, de proche en proche, tous les termes pairs & condifion que les termes impairs

soient connus)e. Mais d'autre pai't, on a directement



- 17 =
, K?
4 55 _ 1~
- 2
o T (Pl +alk)aky +p k) - (e

Soit

A _ 2 A 2.4
e =1 =12 =7 pale-p)” AT+ ...

o0
Par identification des termes en 2% e ces deux expressions de -E-/l-h--
¥ 0 o

on a donc »
2
A=%m Eq + (g-p) :l =% 2l - 3pa)

D'ol finalement le développement poussé & 1lvordre 4 o

-%:— =4 - pg 3 =~% palq = p) ¥ -% pad = 3 pa) aF o
A ,

Comparaison avee l/ L
h

[+]

,.:"_mgasu,_,‘p =9, cette coincidence ne siubsiste . pas, et par

3

Pour p = q = %, le terme en A” disparaft, et le développement pair

qui subsiste en (24) coincide - d'aprds la manidre méme dont nous avons déterminé le
coefficient du terme en 7\4 -~ avec le développement de - < -—s En dehors du

V 'k,

suite la régle

K= I/ 41-1-9-- ne s'applique pas. En fait, on trouve immédiatement
0

2
=4 -%pa2® -Fpald -3 ) At &

e
V k h
00

Les termes en 7x2 et ?»4 sont bien les mémes quien (24), mais le terme

en ')»3 est sbsent. On a
3

a2y 5 =k
K=~ (/ = =-2% pale-p) —--4——---—\ + oo
© btk

Par conséquent (an moins pour k/l - k2 petit) K= ‘/-EQ- a le signe de
o



(p=a)(k;=k,)e Autvement dit, si la composante la mieux représentée eot également

plus_perméable, pique est supérieure 3 I/ kg , et inverse-
: h
o

ment.

1a_perméabilité macrosco

Comparaison aveec la moyenne géométrique

Soit
P

q
=k

1a moyenne géométrique. Cherchons, pour le comparer & (24), le développement en A

K
de -Egm . On a d'abord au gquatridme ordre .
[+
e A A A
log === plog (1+3) +q logll -~ 3) = log |4 ~(a=p) ¥
k@

2
= = 1 5 =% palep)’ - % g EL +(q«-p)ﬂ2-4

et on en déduit par passage & 1'exponentielle M
2
AT A A
i =a-m - pale) W -l - spa )it

Ko

Les termes pairs coincident encore avec ceux de (24)e Mais, s'il y a bien
wn terme en ??,, son coefficient est trop faible (% au lieu de% ). On a ieci
(3 1'ordre 4) ° i 3

K-K, =-% k vale-p) ;+§

L'écart est trois fois plus faible qu'entre XK et -1-;9-, et, en ce sens,
1a moyenne géométrique est plus proche de la vérité que ° 2.
Mais elle ne s'applique que pour p=4q = 4. L%écart, par ailléursg a le méme
signe que dens le cas précédent : Si la composante la mieux représentée est égale~
ment la plus permésble, la perméabilité macroscopique K est supérieure & la moyen-

ne géométrique KG" et _inversement.
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En définitive, nous avons montré qu'en dehors du cas P =g =% , la per-

meab:l.lite n'est donnée ni par,

, comme du reste des conszl.dera‘c:l.ons d"ord:fe general nous 1“ava1ent fait pré-
-voirodans“‘le paragraphe 2. Nous allons maintenant (toujours dans le cas N = 2) pro=
cdder & deux tentatives successives pour interpréter le développement (24) & 1aide
d'une formule entidre. Dans la premidre tentative nous donnerons % la densité d'éner~
gie W/l une expression aussi simple que possible, et cela nous conduira 3 une formue
le de type exponentiel (ce que le théordme d'équivalence démontré au Paragraphe 2
permet de comprendre sisément)., Dans la deuxidme tentative, au contraire, c'est &
la valeur moyenne b)l du gradient que nous abtribuerons une expression simple, et
ce procédé nous conduira 3 une formule de type algébrique, qui, 3 son tour, pourra
se généraliser au cas d'un espace % N #£2 dimensions (ce sera 1l'objet du dernier
pa:ragraphe) La possibilité d'une telle extension (exclue par la formule de type
exponentiel de la premiére tentative) nous incite & penser, en l'absence d'arguments
décisifs, que cette formule de type algébrique a plus de chances que l'autre de cor-
respondre 3 la réalité.

V.- PREMIERE TENTATIVE . REGLE DE TYPE EXPONENTIEL.

Comme nous 1'avons indiqué, nous fixerons d'abord notre attention sur la den-
gité d'énergie, domnée par la formule (10).

_ ;9%
W, = 91;1

1A°- Tp
et nous attribuerons une expression aussi simple que possible au rapport -

U ik .

T~ P % 10g Iy
Dans notre premier cas particulier (p = q), on avait 1'expression simple
P

o~ =7. Dans le deuxidme cas particulier (composante évanescente, p = 0), on avait,
d'aprés la formule (16), et puisque, pour p =0, k, =K =W {

G tal 2

7 = -

(1, 1,)° 4




Ici, il ne s'agit pas d'un développement limité en A, mais d'une formule
exacte. Généralisant ce résultat, nous allons supposer que N
du deuxidme ordre en A.

est un polynome

®
?

A partir du développement (24) de Schwydler, que nous écrirons

Remarquant que 1'on a
on _ 4k ko }2
a1 T, 5 (k + k2) L

il vient ainsi

A
) A+ 5 T
- 4 ~(q=p) % '5 (?\)
Compte temi de l'expression (24) de §(7\,) = ==y on obtient facilement

le développement de l'expression entre crochets. Du falt que 1l'on a effectué une
dérivation en A, ce développement doit &tre arr&té & 1'ordre 3 (et non plus 3 llor-
dre 4). On constate que le coefficient du terme en ?? gtannule identiquement

W, = K[ ~'3 a(g=p)AZ + (A )}

Rien ne prouve, en fait, que le terme en ?x. s'anmmule également. Si nous le supposons,
néanmoins, éonformément au principe d'approximation qui sert de point de départ 2
cette premidre tentative, nous sommes conduits & prendre 1'équation ci-dessus non

plus pour un développement limité, mais pour une expression exacte, soit 3

(26) W, =% k %% = Kl:l —% q<q~p)7»2]

Ltéquation différentielle (26) peut stintégrer, et cette intégration va

nous conduire 3 une fonction entidre K(lg_'_,,kz)o Posons, (puisque K est une fone=
tion homogdne d‘'ordre /1 en J%‘,kz).

k )



(27)

et déterminons F(A).

= 21 =

Compte tenu de la relation déjd obterme

P S
5y

7£~=MM+M=%MMM
K1
et
/()K = /1+(G.= XZ) )
e 7 TR
A
et 1%équation différentielle
2
A PY(A 2
A+ - ) () gpm% pa(g=-p)n
F(»)
qui stintdgre, compte tenu de F(0) =4, sous la forme
1+ A
log F = palq=p)r —Lq + pq(q-P):l log
-2
a+pa(a=p)
ou k, A pala-p)
P(A) = | == e
Dol 1'expression de K §
k, =k
— 2 A2 p-pala=p)  a+pala~p)
k- w2 g k,

Telle est la formule de type exponentiel que nous avions annoncée.

gous la forme

Elle se met

Ak, ypa(a=p)
s ()
K E
20t - k)
avee A = -5 et Ky désignant la moyenne géométrique. On remarque
Btk

facilement que, pour k, > k, ou. A >, ona koujours

résulte K > KG si

P >4

fz_‘” e < 4—9 d'Oﬁ
Ky

et K<KG si p< Qs
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Ainsi, la formule (27) implique cette conséquence : _Si la composante la

opigque est supérieure 3

le developpemen‘b de S@hwydler arréte 1'ordre 4 nous a déja permis de 1l%énoncer,

au paragraphe précédent, lorsgue kf.l. - k2 est petit,

La formule (26) montre également que la densité d'énergie gonsommée est
toujours plus grande dans la composante la plug étendue

que celle-ci goit ou non la
plus perméable. La différence Wd =Wy, en effet, a toujours le signe de p—q. Et

ce résultat (qui n'est démontré, pour des valeurs quelconques de gl et k,, que
sous 1'hypothdse, adoptée ici, selon laquelle (26) est ume formule exacte et non un
développement limité) subsiste indépendamment de cette hypothdse lorsque ];l -k,
est petit. Il exprime le fait que les lignes de courant, 13 ol elles disposent de
plus de place pour se déployer, c'est-d=dire dans la composante la plus étendue, se
rapprochent davantage du régime linéaire, qui constitue le mode de transmission le
plus efficace.

Néanmoins, nous ne pensons pas que la formule de type exponentiel (27) cor-
responde 3 la réalité. En effet, le principe qui nous a conduit 3 cette formule, tel

qutil est exprimé par 1l'équation (26), souldve deux objections que nous allons for-
muler sous forme de remarque .

Remarque 1 W
Effectuant le développement de -»% , nous avons constaté que le terme en ?\3
s'anmulait identiquement. Mais en fait ce n'est pas le moins du monde un argument en
faveur de (26), Bn effet, X et H &tant inverses l'un de 1'aubre ainsi que ky et by
on a toujours

L % W Q=

X 0151 H /()h
Or, l'espace ayant deux dimensions, K s'exprime 3 partir de Igﬁ_ et k2 de la mé&me

manidre que H 3 partir de h’l et h2 3i donc nous posons 1;1 91‘:

= F(A)
b, & Kk
NOUS aVOnS auSSi | mype ~9hy = F(-7). L'égalité ci-dessus, c'est-d-dire F(A)= F(=0)

entrafne donc que F(A) est * wune fonction paire de A. Il n'est donc pas étonnant
que le ferme en %7 soit mul o tous les termes impairs le sont, mais on ne peut en

conclure aucune indication en faveur de la disparition des termes pairs 3 partir de
1toxdre 4.
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Toutefois, pour p =gq = % , l'égalité W, = K est rigoureuse. Ainsi le
coefficient du terme en 2\.2n contient (q_mp) en facteur. De méme, pour p = 0,
n
W/.I. ?“2
-5~ se réduit & A = o o Per suite d’2n contient également p en facteur.
Jouant sur la symétrie entre W, et W,, on en conclut que Q. est de la forme
A 2 2n

P qz(q-p) Azn(p,q),, 1la fonction Aan étant symétrique en p et g, mais non

nécessairement identiquement nulle.

D'autre part, le principe d'approximation expriné en (26) ne peut pas se
généraliser 3 un espace & N #2 ~ dimensions. En effet, considérons le cas de la

composante évanescente. Comme ici K = kz, 1a formule (15) nous donne .

kA ok X 4“"%%

==

X [k/l +(N-1)kzj? [,1 - jé-_-?ﬁ_ ﬂa

C'est donc seulement dans le cas particulier N =2 que cette expression se réduit

% un polynone.

DEUXIEME TENTATIVE : REGLE DE TYPE ALGEBRIQUE.

Dans cette deuxilme tentative, nous allons partir des valeurs moyennes b/l
et 'b2 du gradient de la pression dans chacune des deux composantes. Puisqu'il y
a, dans l'espace 3 deux dimensions, une certaine symétrie entre flux et gradient,

nous devrons, outre 191,, considérer également la valeur moyenne -k,l b,]_ du flux dans

1s premidre composante. Si B(QW) =4, ~B(x) = K. Par suite c'est plutbt le »
k, b
gui doit intervenir, En effet, m/!'--i@—- se déduira de l'expression de bll en fone-

" tion de ]ﬁ. et k2 en remplagant ]%. et k2 par h’l et h2. Autrement dit si bl’

grandeur sans dimension, est une fonction F(A), ..,,_K_Ed;. est F(~\). Ainsi la
somme b

b, + A

1 K

est une fonction paire de A. Exzaminons alors comment se présente cette fonetion

paire dans les deux cas particuliers que nous avons réussi & traiter compldtement.



-2 -
Pour p=gq =%, tout d'abord, ona XK = Vl;l k, , et, d'aprds les rela-

tions (7).
E._JE_,...
iy

Por suite, on trouve dans ce cas

£

En deuxilme lieu, dans le cas de la composante évanescente (p = 0), on a
K=k, et, d'aprds (16)

2k,

btk
D'oly, & nouveau, dans ce cas

gy -

by

Le point de départ de notre deuxigme tentative consistera 3 supposer que
cette relation subsiste dans le cas général, autrement dit 3 admettre que l'on a o

k, b k2 b
A A 2

" On observera que la valeur commune des deux premiers membres de ces relations
est obligatoirement égale & 2 . cela résulte immédiatement des relations (6).

Développement limité de by

w2

Naturellement, il faut vérifier que le principe exprimé par les relations (28)

est compatible avec les développements limités dont nous disposons. Cherchons donc

le développement de b/l’ 3 partir de son expression (7).
Kk
p(k, - k2)

Nous poserons, comme nous l'avons déjd fait, -E-- = @(h), cette fonetion

'b,1=

é(?x) étant donndée, au 4tme ordre, par le développemedt (24). On a alors :
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e 3Ee  a-}

by

AD - AP

ou, sous une forme plus commode, que nous utiliserons & nouvesu dans le paragraphe

suivant, . [a - @(xmﬂ ~(a=p) %]

(29) By

AP

Compte tenu de (24), on obtient sans peine le développement 1imité suivant,
que nous devons arr&ter au terme en A 3 cause de la division par A D o

2
(30) b, = a-%[%pqx+%p o 7?4-...]

On constate que

se déduit de b’l en changeant A en =1A, on voit que 1'égalité
b)l + . 'b,l = 2

est vérifide au moins jusdu’i lordre 3.

Expression de X -

Oz; obtiendra 1l'expression de K en écrivant que les relations (28) sont
compatibles avec les relations (6)9 clest-d-dire en annulant le déterminant du systd-

L ]

ne .
pb,l + q'b2 = 4
Py v Ak = K

!

ks
(’.I.+«K=)‘b4 - (41+.E)b2= 0
ce qui domne
Q€+ k) K-k) +pE+k) (K-k)=0

L ]

clest-3~dire 1'équation du gecond degré

(52) 2 - K(p) (5 = k) =k I = O




Seule, naturellement, convient la racine positive de cette équation, dlod

par conséquent 1l'expression cherchée de K ¢

1]

(32) K =%pa) (k -1k) +% V(p—q)2 (i, = k2)2 +t4k k

Le racine négative de 1%équation (31) n'est d'ailleurs pas dépourvue de
signification. Elle est égale & - --a-ﬁw%m = - 191 k, H, ¢'est=-d-dire, au signe pris,
3 1a perméabilité macroscopique K(kZ”l%L) du milieu dual obtenu en échangeant ]§1 et
k2. On peut, si l'on veut, remplacer 1*éguation (31), par un systime reliant les

perméabilités K(l;l,,kg) et K(kz, 1;1) des deux milieux en dualité »

Kk ok,) = Klkyky) = (p=a) (i) = k)
Rl k,) Ky k) = By Ky

On peut encore exprimer le méme systime 3 1'aide de X et H ‘et des moyen-
nes ko = P 1;1 + qkz et ho = P }yl + 9 h2° On obtient ainsi la relation
trds symétrique o

(33) bk T
ky K Vi, by

Enfin, de (32) on déduit sans peine 1'expression de -E-- en fonction du pa-

k
2 (5 = )

)
ramétre habituel A = , Soit °

1tk
p-a)n + /A - pa 22

4 - (a-p) &

(34)

=

FH

On vérifiera sans peine que les gquatre premiers termes du développement

en A de cette expression coincident bien avec ceux de la relation (24).

T1 convient, maintenant, de procéder i quelques vérifications indispensables
sur la formule (32). Sens constituer le moins du monde tne démonstration du prinei-

pe dont nous sommes partis, elles emn augmenteront la vraisemblance.



Inégalités K<L .'k:o et L ho

I1 suffit, en fait, de vérifier la premidre de ces indgalités, qui doivent
obligatoirement &tre satisfaite, la deuxi®me se déduisant immédiatement de la pre-

midre en passant au milieu dual.

Si 1'on remplace K par ko dans le premier membre de (31), on obtient &

5 = ) ) =iy o =k, (g + ) =Xy Xy

clest-i~dire Ik, kz(ko b =4), expression obligatoirement positive. Ainsi ks
qui est positif, est supérieur & la racine positive de (31), c'est-d~dire 3 K |

ko > K, comme nous voulions le vérifier,

Densité d'énergie.

I1 faut également vérifier que les densités Wd. et WZ 4'énergie consommée

sont obligatoirement positives. Plutdt que l'expression (32), nous dériverons en ky

1'équation (31) elle-méme, mise sous la forme
log X =log K

e n(p-q)u;l-kz)-l;lkze = 0

L

ce qui donne .

%%_% [K+kak2H] = K I + (pa)
et par suite

(35) or _ g K+ () X

Ty Kapk

Vérifions donc que cette expression est toujouri positive. Si p > 4

cela est immédiat. Pour p < q, nous devons comparer

s qui est positif, aux
racines de (31). Remplagant donc K par —-=- dans le  premier membre de (31),

nous trouvons a-p
2 -
ky 2l a2
— (k, =k) =k k, = ——— =A | >0
(o) Tl —k) -k k= k ()2 =

Ainsi, pour g >p, ona k2> (g=p)K et ?i{... est bien positif.

2
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Comparaison de W/.L et W2

De (35), découlent immédiatement les densités moyennes d'énergie consommée

dans les deux composantes o

g B+ (pa) KXy

W, = mlfg_.r.()—g_ :::-lg_
TR0y P Kryp
- k  Dx g Kokt (e-p) Kk,

0k 4 Kz—x—lglk2

Supposons, par exemplé, p > q et ezaminons si @1> W2, clest-d=dire

5 Xp Bl
P > q

gi 1l'on a

-+ (p=a) + (q=p)K -]-{;2;-

P

ou encore (p-q &tant positif)

Kok + k) > gl

s qui est téﬁjours

A
h

Or cette dernidre indgalité n'est autre que K )
vérifide, Ainsi, ¢!

1la plus permésble, qui _possdde la plus forte densite moyenme d'cnergie o ,
Ia rdégle de type exponentiel du paragraphe précédent conduifait 3 la méme conclusion, |

4833 suggérée dtailleurs, par les développements limités eux~mémes.

Comparaison de K et -
be ‘
Si nous remplagons K par |/-—Q=ho dans le premier membre de (31), nous

*

obtenons .

k, 25
'ﬁ:'[/'.’ig’ (ko"hoka%)"lﬁkz

On vérifie que cette expression est négative (et par suite XK > l’hﬂ )
0

>

h

/B2 2

lorsque , c'est-d-dire lorsque (p-q) (k,_'_ - kz) > 0, et

ko
Vi b
inversemente.

Ainsi K est supérieur 3 -}-;9- orsque lo composante la plus étendue
[/ o ,
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est également la plus perméable, et inversement. C'est 13 un résultat que suggéraient
déjd les développements de Schwydler.

Comparaison de K et KG

Comparons maintenant 1'expression (32) de K avec la moyenne géométrique

K, = 1§ 1d. Portant K, au liew de K dans le premier membre de (31), nous obte-

nons
2p 2 P 4
Bk -k k() Oy k) -k
I1 s'agit dtétudier le signe de cette expression. Supposons, par exemple,

ky >k, (dans le cas contraire, on échapge pet q et k et k2> et posons

k

*2

Divisant l'expression ci-dessus par 151 k,, nous sommes ramenés 3 étudier le
signe de o
P=q P =q
po o=(p=a) (p =p) -4
. a .
‘ou (en multipliant par g ) celui de <

P - (o) (b ) - gt

Comme p >71, onpose p = A+Xx (z > 0), et cette expression de-
vient ¢
o(x) = @+ )P = @ +x)? - (pa) =

Tes dérivées de cette fonetion sont

' 1l -1
(et = pasz) - a@r) = (p-a) |
% ¢ (x) = p(p-1) @B - ale) @em)? = ;—%;)z [ s

Gomme x est positif, la dérivée seconde a le signe de (g-p)e ¢'(x)
Stant nulle en =0, on a également le signe de g - p, et enfin, comme
¢(0) = 0, ¢(x) elle-m#me possdde aussi le signe de g - p. Adnsi, pour g=p> 0

on a KG>' K et inversement.

!
»
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Autrement dit, si_la composante la plus étendue est également la plus per-
méable, la perméabilité macroscopique est supérieure 3 enne géométrique, et

inversement. Ici encore, nous generalisons un résultat qui se lisait sur les déve-
loppements de Schwydler, dans le cas oy l;l - k2 était petit.

T1 nous reste maintenant & examiner dans quelle mesure la formule de type
algébrique (32) est susceptible d'8tre généralisée au cas d'un espace & N dimen~-

sionse

VII.- EXTENSION AU CAS DE L'ESPACE A N DIMENSIONS.

(36)

(37)

Le développement limité au troisidme ordre en A de -%— a déjh été établi
en (21) o °

1 3
ym—— o= 4_, o — pq K L] ==- pq(q“p)?\, - sedes
kO ii

I1 convient d'examiner, tout d'abord, les valeurs moyennes dans les deux composantes,

de la densité d'énergie et du gradient.

Expression de la densité d'énergie A

Si l'on désigne par § (A) 1e rapport -%- , la densité d'énergie est en-
core donnée par la formule (25), dans 1“e’tablisseme?1t de laguelle le nombre N des
dimensions ne jouait aucun r8le., Il suffit de remplacer, dans cette formule, @ ()
par son expression (36) pour obtenir, aprds quelques calculs sans difficultés, le dé-

veloppement suivant, que nous devons arréter 3 1'ordre 2 puisqu'il y a eu une dériva-
tion o T
_ N-2 . N-l y .2
Vh_K\&+w~ﬁuqh + q(q=-p) (2-3?)% + :}

Le cas N =A étant trivial, limi'kons-mnéﬁs 4 N >2., Une différence essen=-
tielle avee le cas N = 2 ge manifeste par la présence d'un terme du premier degré
en A dont le coefficient est toujours positif. Ainsi (au moins pour A petit,

¢'est=3~dire pour ng pas trop différent de kz) s clest toujours ls composante la

plus perméable, gifelle soit ou non la plus étendue, gui posséde la plus forte densi—

té d'énergie. On notera que, pour N =2, on aboutissait 3 la conclusion exactement
inverse + c'était alors la composante la plus étendue qui’contenait toujours la plus
forte densité d'énergie. Dans ces questions de perméabilités, le nombre des dimensions
de l'espace joue apparemment toujours un réle décisif, et c'est toujours la valeur

N =2 qui apparaft comme la valeur critique de part et d'autre de laguelle les
conclusions s'inversent.
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Ceci dit, l'expression (37) ne semble se préter & aucune hypothdse simplifie-
catrice simple, et c'est done plﬁtﬁt 1'expression du gradient que nous devrons prendre
comme point de départ.

Espérances conditionnelles du gradient et du flux.

(38)

(39)

Pour &tablir le développement limité de 1'espérance By du gradient, nous
pouvons utiliser directement la formule (29), puisque celle-ci a été établie sans fai-
re d'hypothdse sur N, & condition d'y remplacer a-? () par le développement (36) et
de nous limiter au deuxi®me ordre, 3 cause de la division par A. On obtient ainsi,
aprds quelques calculs élémentaires

i N=2 2
ca-%an - B2 )2

2 ¥

Contrairement & ce qui se passait pour N = 2, ce développement contient des

%

termes pairs.

T1 convient ensuite de calouler 1l'espérance conditionnelle du flux normée. par

son espérance a priori, clest-a~dire l'expression . » Mais iei, pour N # 2,

K
novs ne bénéficions plus de la symétrie en k et h et nous ne pouvons pas passer

. b
C ) o
de b/.L & ——g— N changeant A en = A. Un caleul direct est nécessaire. On a

b
y =@} .
[’l -(qnp)%:} El '-% pg 2% - % pa(g-p)n+ ]

Compte tenu de (38), et en nous limitant par conséquent 3 lfordre 2, novs

obtenons, aprds des manipulations sans grande difficulté, mais un peu longues .

2, _ N-1 (W-1)(N¥-2) 2
nwknmlial —&'ﬂ“ﬂTw?\q'l‘mq_(q_-P)?\.‘f sewooe

Expression de K

(405’

Si nous comparons les expressions (38) et (39) du gradient et du flux dans
1a premidre composante, nous voyons apparaitre une relation remarquable, qui se trou~

ve vérifide au moins jusqu'su deuxidme ordre en \ &

(N—l)‘b& + I]z’l by
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T1 stagit 13 d'une généralisation évidente de la relation (28) qui nous a

servi de point de départ pour la deuxidme tentative dans le cas N = 2, D'autre part,

dans le cas_d'une composante évanescente, (p =0) , da formule (14) montre - compte
temu de k2 =K = que la relation (40) est vérifide en toute rigueur, et non plus
seulement & 1lordre 2.

Pour ces raisons, donc, la relation (40), supposée rigoureusement vérifide;
paratt devoir fournir une bonne base de départ pour une tentative de généralisation.

Admettant done cette relation, nous devons exprimer que les trois égquations

% pb,l + e b, = a
pi by r gy, - x

51 X5

(N=1 + "’“If’“)% - (N1 + mﬁm)‘bg = 0

sont compatibles, ce qui se traduit par la condition

a(&-k, ) BNA)K + k&] +  p(K-ig ) [ (N-1)K + kg:l

.

c'est-3-dire, ici encore, par une équation du _second desré M

]
(@]

(41) (F-4)E + K [(&=Np)k1 + ({ﬁ.e-Nq)sz ~k k, = 0

Seule, naturellement, peut convenir la racine positive de cette éguation,
ce qui nous conduit 3 la formule algébrique

(42) K = et [(Npai)l;l + (Mo=1)k, + i/[&«mp)k,l +(21~Nq)kg:| % a(na)gk,

2(N-1)

ou encore, en exprimant X 4 1'aide du paramdtre habituel A .
5

2
12 + W(p-0)} + | /2 + T2 (5% pa] #°

) [ 23 <q~p§]

(43) £ =
ko

A partir de (43) des calculs, assez fastidieux, permettent de retrouver

au 3¥me ordre en A le développement (36) dont nous sommes partis.
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On notera qu'ici la dualité qui caractérisait le cas N =2 ne subsiste

plus. La deuxidme racine de 1'équation (41), changée de sigme, est ici kX u,
Nl
mais elle ne coincide plus avee la perméabilité ‘K(kzg ka_) du milieu dual. Par con-

tre, la relation (33) peut se généraliser. En effet, la somme des racines de (41)

(-3

est .
ky X, (Npal)k& + (Ng-1)k, ky k,
K = cmmmeme = = ko - ho
Ne="1 N -4 N =7
D'd la relation suivante, ol subsiste une sjmétrie atténuée entre k et _‘
h :

s

K«zko A Hmho

(44)

Cette relation est intéressante. .Elle domne, en effet, dans le cas particu~-
lier du milieu & deux composantes, un sens précis, & la proposition, pressentie dans

1a NOTE 66, selon laguelle la perméabilité macroscopigue toujours comprise entre

Inégalités K<k et H < b

Diaprés (44), il suffit de vérifier la premidre de ces inégalités. Portant
ko ai lieu de K dans le premier membre de (41) , nous obtenons

(le)ki +k [k,l k, b = (le)k?] -~k k =k kz(ko b -1) > 0

expression toujours positive, d’ol résulte bien ko > K.
n-% -4
La comparaison de la formule (42) avee 1l'expression ko ho ol
proposée dans la NOTE 66 ne semble pas conduire 3 des résultats simples. Passons

donc aux densités d'énergie.

La densité d'énergie W, = Dérivant en Lk, 1'équation (41), on obtient la dérivée par—

tielle sous la forme s
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&) Ix g Tl IR
Vi, (1\T-1)K2‘+]§1k2

Il faut en premier lieu s'assurer que cette dérivée est toujours positive,
puisque les densités d'énergie le sont nécessairement. Si P> %-9 cela est évident.
Il faut examiner de plus prds le cas 71 = Np > 0, et montrer que, dans ce cas,
on a 1l'inégalité

XK <L _Ez_mm
1 - Np

Or, substituant === dans le premier membre de (41), on obtient
A - Np

- 2 [ w1 A - Tq 2 W
N =10 LB S o
2 [(4~Np)2 2ot | 2 )

expression toujours positive, d’oli résulte bien 1'inégalité cherchée.

De (45) découle immédiatement 1'expression des densités d'énergie

. o 9k _ (mp-1)k Iy + %, Kk, X
4 P Kbk}l

(0-1)E2 + X P

k g  W-lKk +k ko
(N=1)K2+1;lk2 4

Le signe de % = W, ne semble pas se rattacher & un critdre simple, com~
me c'était le cas  pour N=2,

VIIT.—- COMPLEMENTS,
I1 existe une deuxidme manidre d'exprimer le principe gui nous a servi de
point de départ lors de la premidre tentative. Cela résulte de la proposition suivante:

Proposition = Dans un milieu & deux composantes, dans 1l'espace ¥ 2 dimensions, les

L4

deux propriétés suivantes sont équivalentes &
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5 ks

a) On a 1'égalité b&(& + .,f) = ‘bz(/l + ‘k“) =2,
b) Le gradient a méme dispersion relative dans les deux composantes, ou (ce qui
est 4quivalent), on a *
A K A fo):s

(46) A -
p(b,)° D alb,)® D,

En effet, montrons d'abord a == b. On a wvu, dans le paragraphe VI,
que a) entrafnait d'une part l'équation du second degré o

B e (pg) (g =k,) E=k k= O

de l'autre l'expression suivante de la dérivée partielle .

k. . 5t ()
,akllﬁ K2+k,lk2

En exprimant (p-aq)K 3 1'aide de 1'équation du second degré, on obtient aus-

si bien o y
X + K= X +
%gm = K K2 k2 kz =P b’l K2 Ez__._.— X
B Tk -k thk
Compte tenu de a), cette relation donne J

A Qx , E+l)E+k)
o) 0% €k

(47)

Cette expression est symétrique en k:‘l k29 et par suite b) est démontré.

= Montrons masintenant b == a. De

K=k + 9 (I=ip) = I + g by(kyk)
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découle dtabord
Dx
% {-é-;--P(I%_kZ)“—l;;"'Pd
Dk 91,
—= = q(k, - )mm-+qb
% 0%, (N

de sorte que (46) s'écrit aussi bien ¢

& 0L
/1 a _ 4 - _ﬂ__g_
(48) - () = X) m’?’m; . (k, - k) s

Mais -’%m et -%- sont des fonctions homogdnes de degré O en k&,k?d'm‘i
71 2

résulte ' A 9 a

04

& ’a%_+ k;‘3’31{ °
%H’B%% . 9%; :
+ .......m__m =
2 O k

Compte tenu de ces deux conditions, (48) s*éerit

215 21,0 B B,
s, by b

b b
2 7 @kg o
La solution générale d'une telle équation aux dérivées partielles est .
k
1
Mais, par ailleurs, cette fonction § doit &tre homogdne et de degré 1

ky, elle est done de la forme C(l;sz),, ot C est une constante <

en k)lg



k
(49) “*5%" - % = o5 - k)

En passant au milieu dual, c'est-a-dire en changeant ;l en k2 et

b

Dy en _EZI._KEQ;_’ on obtient également

K<°%;"%g> = 0k - k)

Ajoutons membre % membre ces deux équations .

k/l + K ]&:2 + K ( ) ( )
- =(C + Q* -
B, By Ky =%
+ K
Or 1l'expression ;lfl,..,_.,_@ est invariante lorsque l'on échange k, et k..
b A
2

Dans le milieu dual, en effet, cette expression devient
k, +Ek Lk _ B rr
k5 by by

e

Par suite on a ndécessairement C + 0! = 0 et aussi
By (5 + K) = By(k, +K)
ce qu'il fallait démontrer.

I1 se pourrait que la relation (46) constitue un meilleur point de départ
que (40) pour 1'extension & N dimensions. Elle fait, en effet, intervenir des mo-

ments dlordre 2 qui possddent une signification énergétique immédiate.

Extension & N dimensions.
Admettons done qu.e la relatlon(%)subsn.ste dans 1l'espace & N dimensions.En repre-

rant les mémes raisonnements gue dans la deux:Léme par‘b:.e de 1a démonstration précéden=

‘be,o?l ;encore 1a relation(49),qui ne dépend pas de N.Utilisant ensuite le développement
de Schwydler (38),on vérifie la relation (49) & 1'ordre 2 (nous ne reproduisons pas

ce calcul élémentaire) et on obtient, par identification, la valeur de C, qui est

4 e -%m . D'ol la relation

T N-1

(50) b, T H T F (5~ k)




A 1

- 38 -

En remplagant 9& et b2 par leurs expressions en fonction de X, %i et ‘k2g

P V
- W e SR 53 B
Koeky Kwkz

et on vérifie sans peine que cette relation conduit & nouvean & 1'éguation du second

on obtient

degré éorite en (41)s Ainsi, 1l'équivalence des deux propriétés constatée pour N =2
dans la proposition énoncée ciwdessus subsiste encore dans le cas d'un nombre quelcon-
que de dimensionss (On remarquera que pour N =4 la relation (50) se réduit &

k, by =k, b, et se trouve vérifide trivialement).

I1 ne reste plus, maintenant, qu'd trouver une raison vraiment satisfaisante

pour expliquer que le gradient a méme dispersion relative dans les deux composantes...

G, MATHERON,
3 Mgi 1966.



