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NOTE GLOSTATISTICUE N° 71

e Krigeage en representations trensitives,

Nous nous proposons,dans cette Note, d’adapter le procede du
krigeege aux representationé trensitives, Les equationSauxquelles nous
perviendrons é%nt pratiquement equivaelentes & celles du krigesage
intrinséque, le fonction intrinseque ¥ (n) cédent ici la place au
covariogremng transitif g(h) .Ce resultat n’est pes dépourvu diune
certaine impottence methodologique, On pouvait'craindre,en effet,que
les methodes usuelles de krigeage ne soient inapplicablés au cas des
fonctions aleatoires non stetionnaires, En fait,le ¥ (h) que 1’on.
obtientjen applicuant les methodes de calcul habituelles dens le cas
d’une veriable regionallsee non-stationnairgiposséde,en realite,la
signification d’un covariogrsmme transitif, Il est donc equivalent
d’utiliser les methodes de krigeage intrinséque avec un tel ?r(h) R
ou celles du krigeage trensitif avec le g(h) correspondant, Cela
revient & dire gue les methodes de krigeage telleg gue nous les utili-
sons en pretique,avec les ¥ (h) construits selon les procedés habituels,
conservent toute leur valeur,meme si la‘variable regionalisece n’est

pas stetionneaire,

Nous examinerons successivement le krigeage discontinu,puis le

krigeage continu et ce que 1l’on pourrait appeler le cokrigeage, c’est

% dire 1’estimation d’une veriable f, (x) & partir des valeurs connues

prises per une &sutre variable ﬂl(x) dans un domeine donne, Nous

.

H

ndiguerons,pour terminer une application possible au probleme dit de
la deconvolution des sondages radlocarottés, c’est & dire de la

reconstitution des teneurs en Uranium & partir des radiocactivites

que 1l’on observe dans les sondages,



T- Krigeage discontinu,

v
goit f£(x) une vuriable regionalisee,et g = fxf son covarlogramme

transitif, defini par :

| g(h) = /f(x) £ (x+h) dx

On suppose connues les valeurs f(y+x,) y v f(y+x,) prises per £ (x)
en n points de prelevements y+x1,,,.y+xm ,et on cherche & estimer
1z veleur f(y) de £ en point y ,ou,plug geheralement, une moyenne

ponderce de ,la forme :

(1) oly) = /4(13 P (3-gddat z/ﬁ(zrg) & () dax

q: etant une fonction-de prelevement donnee (il n’est pas necessaire
de la supposer de somme unité).on va prendre un estimateur lineealre

dae la\forme :
Ty = 2 Ao Llysxg)

et determiner les cogfficients Ag paer la condition de rendre minimele

1%integrale 3
» A
(2) I = /E prgh- P71g) 1%

Cette integréle I jouera le role d’une variance d’estimation.(n
voit que ce procede consiste 3 rendre minimale 1l’errsur moyenne,le
terme "moyeﬁne“ se rapportant icl,non pas a une esperancelmathema—
tigque, mels 3 1’ensemble des positions que le systéme de points
(y,y+ ,,..,y+x ) occupa dans l’espace lorsqu’on le deplace dans

son ensemble sans le aeformer (translation ¥ ) JExplicitons I :



L= ///wef%*s)qm) Latey) @x) dx da'dy
~2 < 7\2//((';3(1;}@(3413 @(x)dxdy
+ % Az)\g/;f(g+x;\ £y “j\ dy

T1 vient®. donc :

y : -o0¢ ) 2 P\g}" .(1,_'-)")
() 1=<9,9%¢> ~ QZ;_AC/?Mgb o dac +£j Aedg g 3

Cette expression est minimale loséque*les A;verifient le systéme :
(4) g )j j«(Xz-xj) = /qﬁ(x)g(x-xi)dx.
. 3
et la veleur minimale correspondange de I est

(5) I, = <’3) ?-)é%é"j “‘Z— X;ﬁ{x\g(x-r;\dag
’ ¢

Le systéme (4) ne differe des equation habituelles du krigeeage

intrinséque que par l’absence de la condition de normelisation

et du multiplicateur de Lagrang@ qu’elle fait apparaitre, Du point
‘de vue pretique,cette difference ne joue pas un grand rdle, et le
systéme (4) peut etre regardé comme equivalent au systéme gue 1l’on

obtient dens le cadre de la théorie intrinseque,

Remarcuel’identification est encore meilleure si’au lieu d’un

et s bttt

schema intrins&que, nous prenons en consideration une fonction

aleatoire f(x) d’esperance nulle :
effx] = o
~ de variance a priori finie K(0) et de covariance :

x(h) = E [f(x) f(x+hlj
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On doit &alors minimiser la variasnce de e(y) - ¢ () ,qui est :

E [(ngvp'*(;s)l] = /]k(l-x‘) Plx) P2") dy dnc!
-lzz‘lg/k(x-x;)‘qo(x) da +£Z; Ay Kz -

Ce minimum est atteint avec des coefficients 2; verifiant

’l

(a)° Z Ny )y ) s [ kae) e da
, ;

et la variasnce minimsle correspondante est

(5)° D [ otn-0T0] - LK, prpo _? ”,\;/K(;w(;) Py ox

I1 suffit de remplacer 1z covariance K(h) par le covariogreamme

trensitif g(h) pour retrouver les equations (4) et (5).0n voit que,

J(ds)

dens cette enalogie, on passe du transitif & l’aleatoire stationnaire

d’ordre deux en dilusnt dans 1’espuce entier lsa Variable regionalisee

f{x) - ce qui 1mollque la condition ®E Lf(x)] O -et en remplacant

1’integration dans l’espace par un passage a l’esperance methematique,

II-Krigesage continu,

Nous nous proposons toujours d?estimer 1’integrale Q(y) definie
en (I) meis cette fois nous connaissons les valeurs prises par ka)
SUr un ensemble infini de points,que nous designeronspar Y; (trans-
late d’un ensemble V donne dens une translatiocn Yy ¢ 1l’idee est ici
encare d’imprimer une trenslation y & l’ensemble constitue par le
domaine oll les valeurs de [ sont connues et la zone que l’on cherche

a estimer), On forme slors un estimateur dg type :

Q (v) /;\C’C\‘F)(Q‘POC /)\(l~<))-‘(i)(l\dx.

(mllk(x) represente une fonction nulle en aenors de V gqu’il s’agit



5.

de determiner, Considerons donc le carré de la difference Q(y) -

¢ (v) ,et integrons en y, ce qui donne :
Lo -9t oy
///,@(m—g\ @ (x poxtay) pix') drdydo'
-2 [ fexrsS o) DMy A dady
Cflf geop e £0t A dowda'dy
% <&%¢>—&/@wwwﬂmﬂwm‘
| -+/g(x'~)<‘\ L in M) dads!

Pour exprimer que cette integrale est minimale,nous donnons & A(z)

il

-
&

3i

une veriation &) (x) nulle en dehors de V, et nous exprimons que Ia
verietion de I est nulle,On obtient ainsi une equetion integrele

gui est une simple transposition de (4) :
(4)*° / A ) g(x-)a")d’t ;/QO()‘\ g““x‘\&x (‘9’3“6\/)
[

et gui doit etre verifiée pour tout point x’ appartenant & V.Ia

veleur minimale de 1l’Iintegrale I,qui represent@ l’erreur associece

& ce krigeage, est alors :

(5)2> T,= 431 cpy%f),) —/3¢x~x‘)9‘)(}f\ }JJ') dy doy!

TII-Cokrigeage,

Nous nous donnons maintenant une coreghonalisation a deux

composantes ﬁ,(x) et Ql(x),et son covariogremme transitif matriciell2:

(6) q,; (@) =/1e(. G) £ et d (id= 4,%)
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Nous nous proposons d’estimer mne moyenne ponderee Qi(y) de

la forme :.
Q) = /& () @lx-y)ox 's/i,mg\ @ (x\ da

4 partir des valeurs supposees connues prises dans un domaine Vg
I

par la deuxiéme variable fl(y). Comme cil-dessus,on Va chercher a

former un estimateur du type :

(7) - o) = / Alx) (?Zoug\ad:/v; 206y fiu\d/x
14 V A

ol >\(X) est une fonction identiquement nulle 34 1’exterieur de V,

et qu’il va s’agir de determiner, pour celd,on introduit l’integrale :

3 Z
/l:- Qily\ - ?j(‘:}\-} ‘d;
= C‘a'f.-:)cf""%’, 7 - & ﬂitz ( x“x\?ﬂu\ Aty dadoc!

//322_ /)\(x\ A(r)dflh

On exprime ensulte que cette integrale est minimele,en ecrivant
gque la variation de I est nulle pour toute varilation 5/\ (x) identique~
ment nulle & l’exterieur de V.on obtient ainsi le systéme (toujours

le meme)

(4)::: /\

/ g (x-2) N\ = /S',,Z(l‘d‘) Cp{x\olag'” ( ¥x'ev
22 =

qui doit etre verifié pour tout x? appartenamt & V,La valeur minimale

correspondante de 1’integrale I est 3
5 N - -2\ @y A dyrdy!
<344)‘i"’*¢> //3\1( \@")

Cas perticuliers,I/ On cherche & estimer la valeur prise par fﬁ

'(5)::: I
o

en un point y,soit Q(Y) = f,‘ (y) .La fonction ;27 est remplacee par la
7

mesure de Dirac,et on obtient 3
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/‘/g'zz(x‘.X)?\(m\dx T G, (31 (VJ’\GV\

1"

T, Gal0) = [qq, O Aot

o-Le domsdne V est identique & l’espace entier,autrement dit les

valeurs de le deuxieme variable fl‘sont connues partout,On ohtient
, ;

’

szlors des equations de convolution :

gzz% A s 347_*?9

I : <341)(P%%> —445 AX9 >
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TV-Application & la deconvolution des sondages radiocearottes

T)/ Methode de Coulomb-CGrammekov,

Da ns un gisement d’Uranium, deslgnons par 3
fb(x) la teneur en Urenium au point x
fﬂ(x) la teneur en radium au point x

?l(x) la radiocactivité que 1’on pourrait mesurer au point x

Les deux variables £ (x) et f, (x) ,considerées comme des variables
sleatoires,sont supposees lognermales et fortement correlées; le coef-
ficient de correlation,cependant,n’est pas ¢gal & 1’unite,de sorte
qu’il n’y & pas de relation fonctionnelle entre f et f ,ILu courbe
de regression donnent le vaeleur probable de la teneur en U en Fonction
de la teneur en Ra est une droite en coordonnees logerithmigues,mais

en general ce n’est pas une droite en coordonnees arithmetiques,

Lo contraire,f4 et fR sont reliees per un operatveur linseire,

la

i

I’emission redioactive du point x est,en effet,proportionnelle

teneur fﬂ(x) de ce point en rzdium,et s’amortit,en fonction de la
-y
distence r,selon une loi en "i; e)x
)

.Designons par & (x) cette



fonction d’amortissement, svec It = (X\ , Soit

A PR
A g
,Q_'.‘.

1l

(8) o (x)

& redioactivite EL(Y) cue 1’on pourrsit observer en un point ¥y
est slors une moyenne, ponderée par la fonction d’amortissement
s
A (x - y) ,des teneurs fﬁ(x) en redium de tous les points x du

gisement,soit :
(9) @) = of (x-4) £40x) I

(Fn feit,cette fonction & (x) ne serait vraiment de la forme (8)
gue s’il etait possible de faire des observations ponctuelles,Du fait
que les sondes utiliseces possedent leurs caracteristiques geometfi-
gues propres, la veritable fonction de ponderation G4 que 1l’on doit
utiliser dens 1l’eduation (9) est quelgue peu plus conpliguge que

(8). Mais nous n’aurons pas & tenir compte de cette difficulte.)

ai done l’on connalssait les radiocactivites ﬁz(y) en toug les
points du gisement,il suffirait de resoudre l’equation integrale (9)
c’est & dire de deconvoluer Q& pour reconétituer la teneur £1<X) en
rediunm én tous les points x du gisement, Il suffirait ensuite @’
ubtiliser le regression de f, en f, pour obtenir les veleurs probables

de le teneur en U en chagque point de l’espace,

Mais naturellement,on ne connalt pas fz(Y) en tous les points du
gisement, On connalt seulement les profils des radiosctivites
mesurces le long d’un nombre fini n de sondages verticaux,Le probléme
gque 1l’on se pose &alors consiste;é reconstituer le profll des teneurs

en redium & partir du profil des radioactivites,

Ce probléme n’est pas soluble,en genersl (i1 est indeterminc)
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3 moins que nous n’introdulsions des hypothises supplementeaires :
1’hypothdse gue 1’on felt dans 1z methode de Grammekov,et dens la
methede quli en derive mise au point p&ar Coulomb &u C.E.A.,consiste
4 supposer que les teneurs en redium restent constentes dans les

plens horizontauX (eu moins su voisinage de cheague sondage) .

I

L pertir de meinteneamt, nous utiliserons des notations explicites,
en deslgnent par (X,y,z,) les coordonnees d’un point de 1’espace,
I’ hypoth&ése de Grammekov et de Coulonb consiste donc & admettre que
1z teneur en radium est une fonction fh(z) de la seule coordonnee 2z,
L& °§dioactivite devient alors une fonction fi(z) constanfe egalement
dans les plans horizonteux (zu moins eu voisinage de chegue sondage).
I’equation (9)'qui representelt une convolution dens l’espace a 3

v

dimensions,céde alors la place 3 1l’equation plus simple :

~ o
w - s/ w58 )43
-
qui representé une convolution dens l’espeace & une seule dimension,

Lo fonction de ponderation & une seule verisble @ (z) se deduit tres
simplement de la fonction d’amortissement initiale & (x,v7,2,) &

trois variables, selon la formule 3

(12) w(3) = //0{11,3,3)\ dxdy ‘ i

I’ operztion (Ig2) permettent de passer de o & TS est une montee

d’ordre deux.Sio est de la forme (8),on trouve,en passant en coor-

donnees polaires @ . oo -

RIS

wRY= 1T —a Cae
ARG

P designent le reyon vecteur \/xz + y % du plan des (x,y) ,50it encom
en prensnt T = \/XL—}’- vie 7z 2

et d

(IS) 6(3\ - 7“ e R

ul2
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pinsi,lsa forme (8) de la fonction d’amortissement conduit & une

fonetion intesro-exponentielle pour la fonction de pponderation & .

ais nous n’eurons paé besoin de specifier la forme de ces fonctions,

I1 est ,possible de resoudre une equation de convoluti.n felle que
(11), soit en pessent per une transformation de Laplace,soit en la
discretisant et en resolvent le'syuséme de n equations linecaires &

n inconnues ginsi obtenu, Tel est le principe de la methode de Coulomb

Grammakov,la solution de §(1I) se presente sous la forme :

(14) ‘Q<@=é// %(§°}\fzﬁ5)63
-

svec une fonction )\(z) que 1l’on sait construire. Il reste ensuite a
utiliser la regressios de Q> en f7 pour transformer le profil des X%

teneurs en radium en un profil de teneurs probables en Uranium,

cette methode est inattaquable dans son principe,Fn ce gui concerne
‘s& mise en oeuvre dans les applications,un certain nombre de questions

ou d’objections viennent & 1l’esprit :

T-Connait-on reellement la fonction d’amortissement X ,et,en
perticulier, si elle est bien de la forme (8), est—il legitime de
considérer le coefficient d’eabsorption p comme une constaente ?

~ Que_se passe-t-il si les couches ne sont pas horizontalés,

o - el ke SR IR PR IR e E L R X AR R ER R R KRR ST
meis presentent un pendage oblicue ?

YR TaRIBF ok E IR radkR dREIRAEIRE ?

Wous n’exeminerons pas ces deux objections de caractére technigue,

par contre,nous nous interesserons &aux deux suiventes 3

Z-Quelle sorte de perturbation va apporter & ce scheme une
varisbilite latérale des teneurs? De fait,il n’’est pes exclu que

les teneurs se modifient aussl rapidement dans les plens horizontaux




II
que selon la direction verticele,Dans ce cas,le probleme n’admet
plus de solution rigoureuse,mais seulement une solutionoptimale au

sens des moindres carres,

4-De toutes menieres,on s’interesse aux teneurs en U et non en Ra,

Au lieu de reconstituer d’cbord £, a pertir de f2 par une methode X

(

rigoureuse, puls f, & eprtir de f, par une methode de regression,

n’est-il pas possible de reconstituer directement £ a partir de f&

par une methode de moindres carres?

Dens le cas d’une regression lineaire de f, en f, ,cette methode
directe sersit parfeitement legitime et n’entrainerait la perte 4’
sucune information,Mals la regression lognormele n’est pas lineaire
en general, Le methode que nous proposons,qul est un cokrigeage de

<

mation, pulsque nous remplagons implicitement la regression curvi-

ligne,qui est la meilleure possible,par une simple regressiun lineaire

Cette substitution est cependsnt necessaire,si nous voulons rester

dans le cadre de l’algeébre lineaire, et 1’on peut penser, sous reserve

de verification, qu’elle n’aura pes de consequences trop graves,
(Dens le meme ordre d’idee, on sait que D.G.,Krige & ete conduit,pour
le gigsement d’or du Rand,a substituer un simple krigeage lineaire

& son estimateur lognormal,theoriquement le meilleur possible,mals
lourd & mettre en oeuvre en pratique,Il considére comme trés faible

la perte de precision gui en resulte.)

20/ Methode du cokrigeage transitif,

La methode gue nous proposons va donc consister a former directe-

- i

™ .
ment un estimeteur linesire fé(z) de la teneur ﬁa(z) au point de cote

f, par f, ,entrainera donc une certeaine deterioration de notre infor -




I2
z d’un sondage en fonctlon des rediocactivites f;ﬁz) mesurees le long

de ce sondage :

_\i‘-(z) =/T?\(.§‘3}\ ’?z(:ﬂ d3

o |
~

pour determiner le fonction 7\(z), nous ecrirons que l’expression:
. 2 .

: ’ + ¢ "_‘ Z
(16) o Li= Z/ [ L ()~ £otvl 4y
~F

est minimale,lLe signe :f signif ie que l’on fait la somme de toute s

(15)

les integrales correspondant & chacun des sondages etalonnes (pour

lesquels on connait & la fois fo(z) et £,(z) .)

Explicitons l’expression de I,en tenant compte de (15),11 vient :

T 22{/[1@(3\11@‘; - 2//&(;) A(3-3) £ (3) 43d3
“"///Ns-z») 2(3%3) By (s5) f,031) 8345 d3 }

Introduisons donc la matrice des covariogrammes,qui se presente
sous la forme habituelle, & ceci prés que les expressions obtenues

doivent etre sommees sur les differents sonddges qui servent d’etalon,

$02
TSI MERN LS
- 2
- [P X
g,, @) Zé Lo 13) £, 3RV
81 (h)- Z/.wa 2, (3) fz(;di\c?g.
s

onctions ons ites & parti s donnees i-
Ces foncti euvent etre construite rtir des d exper

i

g, ()

mentales,l’integrale I & minimiser s’ecrit :
3”(03 - l/ﬁu (ayA(a)dd « ////92?‘ Cu-t) Mo M dud v

La fonction 7\ et la valeur minimale I, de I sont alors donneges

I

par le systéme habituel :




~+ ¢ ’ ' 13

/ Gpp (-0) i) dt
B 3¢
(o) ’[w g, () Ale)dh

{
Q.S
o

A

—
(."

P

(17) T, -

Tl s’agit d’une equation de convulutlon gue l’on pourra resoudre,

numeriquement, a l’ zide des procedes habituels de discretisation.

I erreur commise sur 1’estimation d’une teneur individuelle peut

et re evaluee & partir ae I oi,en effet L = 2{ L; represente la

longueur utile cumulee de tous les sondages etalons,la varience-valeur

moyenne de l’erreur quadratique- & pour valeur :

R T
(18) - =

Cette variance (18) represente 1’erreur commise dens 1’estimation
d’une teneur individuelle,et on ne peut rien en deduite en ce qui
coneerne l’erreur globale commise dens l’estlmatlon du glsement dans
son ensemble I’ evaluation de cette derniere erreur necessitera l&

mise su point d’uné theorie speclale ,

zo/ Cokrigeage reciprodue,

I1 sera interessanf de comparer directement les resultats fournis
par 1’estimateur {16) avec ceux que 1%0n obtient par la methode .de
coulomb-Grammakov Mals cette comparaison peut aussi etre faite en

sens inverse,

Fn effet,si 1’on supposeé qu’une relation fonctionnelle telle que
(I1) existe reellement, on doit pouvoif en determiner un reflet en:
cherchent le meilleur estimateur donnant la radiocactivite fa(z) en
fonction des teneurs en Uranium Q:{a) (ou meme,si celles ci sont

1:

connues,en fonction des teneurs en radium’: la comparszison sera alors

e o—r——— (o —————— e S ST
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becucoup plus directe,)Cet estimateur serea de la forme :

1 , .
£ (2) = w'(5-3) £,(3) 43
TN

on mettre f, au lieu de £, si 1’on int?oduit les teneurs en radiﬁm,)
4 - 0
j
Ta fonction TF et 1’expression minimale I, sont doanes par le
. 2

systéme habituel :

5 . v

. - - ¢ [ = - ) -
C j/ goa{(igu\ w (u\dq - JZO(U% 301( 1 .
(18) & o ’
. ] {y\oU™

-
T1 serait interessant,en particulier,de comparer la fonction de

. | A . < . - .
ponderation T ainsi obtenue empiriquement avec le fonction theorique
T utilisé dans la methode de Grammakov et de Coulomb, et noteamment
d’exaniner si la decroissance & 1’infini est bien celle que suggere

la fonction integro-exponentielle (18).



