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seur n'est en aucune maniére un mathdmaticien professionnel. C'est une reflerion
les milieux pwreux qui 1'a conduit & entreprendre le présent travail. De 14
plovient le principe trés physique qui a servi de fil conducteur dans la construction
des & —algtbres et des topologies : identifier déux ensembles des qu'ils ont mime
ouverture et meéme fermeture. Mais de 1A proviennent aussi les erreurs, maladresses et
néivetés dont ce Bexte fourmille, et pour lesquelles le lecteur voudra peut-&tre montrer
gquelguey indulgence],
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4 toute structure mathématique, il t Ctre poszible d'associer son équivalent sur le
mode alé se déf

doi
atoire. Toute structure, en effst irit par son graphe C ,0ui est wa sous—
engemble JUTIEIEY d'un espace convenable . lez axiomes cois %itutifs - autrement
par un point du sous-ezpace de ~ (B) &éfini par ces axiomes. 3i douc il es

)

2
. 5 . - : Y o - [,
possible de construire sur ce sous-espace de (B) vmne = -algebre et des probabilités, .
on eura, par le fait mime, défini la structurs ~*datoire ccrrespondante. On peut aingi
ol

envisager des relations d'ordre aldatoire, des groupes aléatoires, des espaces & topologies
aléatoires ete...
T

Panz la présente dtude, nous traitons le cas d'un ensemble, d'une relation d'équivalence
d'une fonction et d'une mesure aldatoires. Dans le choix de nos topologies et de nosg

= —algdbres, nous nous laissons guider par un principe de nature trds intuitive : & savoir
gue deux ensembles ayant méme ouverture et mime fermeture, deux fonctions ayant mémes
limites inférieurs et upérieure, deux partitions dont les classes ont des ouvertures
identiques, deux mesures, enfin, prenant la mime valeur sur tout ensemble ouvert ne peuvent
nas Utre réellement distinguds 1'un de 1'autre et constituent une entité unique. Ce point

2]

5
de viue nous conduit X travailler non pas directement sur ‘ﬁb(E) » mais sur un espace
=0t P (BE)/GL , obt €U est la relation : " 4 = A" =i A et A ont mile ouverture et
Cragture. Il ss trouve qu'il est alors possible de munir = (E)/@{, d'une topologie
wour laquelle cet espace est compact, et aussi de construire effectivement des probabilités
sur la &-algebre associde a cette topologie.

Bien que certains resultats aient une valeur plus générale, nous supposerons toujours,
dans tout ce qui suit, que 1l'espace de base E sur lequel nous travaillerons est muni 4'une
wopelogie localement compacte admettant une base dénombrable d'ouverts.
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CHAPITRE I — 'ENSEMBLES ALEATOIRES

4 — TOPOLOGIES SUR - (B)

Dang ce qui suilt, E désignera toujours un espace localement compact de type

-~ i}
- 7zl % . » o~ 7 aw, o
dénombrable, 7 (B) la famille des parties fermées de B, “‘-} (u) celle des cuverts
<

, et nous écrirons souvent pour abréger = et 5 au lieu de & (E) et fé/{ (&).
& | ~

+ )

Nous désignerons par g le sous—ensemble vide de B. On aura donc d& 35 et 4 & ?'ég
- L 7 s oA P
Le sous-ensemble vide de?j (B) ,de ¥ ou de (lz sera noté P : c'est une famille
o
. . sz e O o P \ PR o . .
particuliére d'éléments de I i (E) ( ou de & ,ou de !.i}z ) a savolt la famille vide.

7 { (AN
44 0 et p({:,@.

On notera que l'on a ?,

forr

Enfin, nous désignerons souvent par@ une base dénombrable de la topologie de E

vérifiant les deux propriétés suivantes :

Ly . =
I~ Tout B &[5 est un ouvert relativement compact dans E ( B est compact)
; o e &
2_ Tout ouvert G 5«{3, est réunion dénombrable de compacts B, avec B, €43
£ .
pour tout n. v
e

La possibilité de comstruire une telle base resulte du lemme suivant :

U | ¢ . <
LEMHE=- Si 5 est une base dénombrasble de la topologie de l'espace localehent

P

R leXd s ; . , s .
compact E, on peut extraire de 5 une base possédant les deux proprietés énoncées

ci--dessus.

~ &
. R - T 2 s
Désignens, en effet, par J° << JY 1tensemble des ouverts B &8 relativement

cowpacts dans E. Soit x un point de E, B'gJS T

ey

= I un voisinage de x, K<=B' un
¥

- e fa] — > . . ' 1
volsinage compact de x contenu dans B, et B ,&Jd> B,=X un voisinage de x conternu
r e - = o \P . g . i)
dans K. On a B, = K , donc B. est compact, et B.ed® . 0On a bien E = U B_,et 5%
~ reg T
constitue une base dénombrable de la topologie de E.

12/ Itespace compact - ()

wiinition de ls tonologie ©

s

|

s e S T ) "/’: a3 3 rd
de B, nous désignerons par V' et V. les sous-ensembles de F ( familles de fermds

de B ) définigs par F >V & TF{IK = 4 et F &V & Fild

L.
oK ' : S Ky W 5 :
Les V. sont stables pour l'intersection finie : V 4 V = ¥ et les V.,

e

sont stables pour la réunioum, finie ou non : U VC oy \/U &

o
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On notera que V- et V_

9

¥
finie engendré

NN v Ko ﬂ \/O"j

(K, compacts, Gj cuverts) .

pour l'intersection e par les

. Ra

forme : 4/

—t

Lo

LU

i (partie vide de % ). Soit’

S

Vet

eat compact, on

P2
o

v et les
ﬂ Ve,
- PK

Vo
e

o
s

aux V. :‘ & . Nous désignercns par 9 (g;) la topologie de base 1/
EFRAR N
¥
N A o R - .
kansi, Vo ' & (K compacty, ¢, ouverts) est wn voisinage ouvert
SRR :
. " . N
seulement si : K{}F = £ , Ki) Gy £ 4 (i=1,2,..10)

17
i

/—"
Les voisinages de 4 5% sont les V

Ces deux éléments

. Lies volginages de R&S

3

7 la femille stable

es éléments sont de la

RN 1\ &

Gy o

peut se limiter
Peran

.o

)]

sur

ont les V» - e

sont donc caractérisés par la pauvreté du filtre de leurs voisinages.

THEOREME I - 3i la toponlogie Lf de I admet une base dénombrable, il en est de mdme

A

< ( 8) de

&

de la topologie ':3‘

. ‘/::I - Pl ) i3 s 3 e
En e;txet golt k2 une base dénombrable de la topologie de E constitude comme dans
e &
le lemme introductif. Soit L/: la famille des parties de &F de la forme \,/ o E;Iri
3
1. L
ou les By et les B’ appartiennent & J3. 0na Um & "L/L . IﬂV@I‘ScmG“’lb) som, ‘V';:"‘ e &L
e Ll 7
et F & VC’ e - Il Iaut montrer que l'on Deut trouver V ’~L avec F & V& V .-61, o
':Jia.\ & Q‘
. . A -~ o T - ) =
Pour chaque i (i= 1,25... %) prdnons Xe «,;-'F ] Gy, ) -At goit Béﬁu\}) Ve X & Bér:: By
Aéf'. 29,2, k)
g G_“g-’ﬂgK . Soit ensuite un recouvrement fini du compact X par des B’_}- & SO0 vérifiant
“ <

pour tout J

P \/%—u‘“ ‘.5
By ';7&

BﬂB-_-

:
= V"

"- 1T G!J
~

(i=1,2...00

-
S

PROPOSITION I ~ L'espace < est sépard

|

En effet, soient ¥ et F' deux fermés disti

tz &P ( ou inversement,

udCFw

ge Eavecx& F e
un voisinage compact de x di S,jO

K
PV, VU et Ty n vk

TR
o L7 E

THEOREWME 2= ™~ est compach

(]

o ml
et BY)F

compact dans B )

)

w
—

ouvert dans

4 ., On a bien

[3
°

. (S B
ur la topologie g’:(b’) .
E . . .

ncts de " . Il existe au poins un point x
x& P et x &F ). F' étant fermé, soit K.

B, un ouvert tel que x £ B < K_, On a

! Py s s -
=0 = est séparé .
+ i o7 (1%
la topologie q;.('u) .
par lex V et les V définies par :
'S
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Dégignons par { 1la classe des parties de 5 de la forme V., ou V . &7 Bst uns

. 3
clospe compacte, en ce sens que de toute famille C; , 1 &I , C; & {d d'intersection
vide n C; = #  on peut extraire une famille finie d'intersection vide. Pour le voir,
Lo

supposons, en effet,

: A \'G—; ‘ !
G Vet (Vi) e g “

LEX 5 &T . .
. Z 7y ) “ ¥i — G
i : | i , .. V. ™ VY
Posant : A} = L} ¢: on a _ﬂ V¥ = ¥ » @t par suite . - K s
L8 o T ; L
u‘C‘J y & X . N
Cette intersection n'est vide que s*il existe un indice i, & I avec K; J}_e Jiived
o N ‘ O
effet . ; 1 - 3
, dans le cas contraire, l'ensemble ferme : & [l (] (‘ &i?j Re)
g LEX “
we T o« 3 i i L] . Y ’ -
egt disjoint decjj et renconteytous les Ko ;, donc appartient & A \fb<4
= ¢ Ex
Soit dome i, avec K; k) : K étant compact est recouvert par un nombre
e - é)z’%‘" ; E‘h‘j . . @5 ‘ .
fini de G4 , Solent Cci s G e ?ﬂ ; et VM\ ('V < ﬂ.g. ﬂ V ¢a est vide~
< <€z ’p»,

P e fonta

Ainsi { est une classe compacte, Mals on sait que la classe stable pour XXIIDEEEFEX

ia réunion finie et pour l'intersection ( finie ou non ) engendrée par une classe

compacte est elle-méme une classe compacite? Par suite l'espace f est compact.

Remarque. C7est pour assurer cette compacité qu'il nous a fallu considérer l'ensemble
e 14 { Y o - "
vide § comme un élément de JF . Pour des Gy # E rvecouvrant E ,on a 3 ] ViV =iog
Jé\i
stte intersection se réduit au seul élément § , mais on ne peut pas, en général, en

]

MO

witraire une famille finie d'intersection vide: = - {41 an'est pas compact.
irs

COROLLAIRE — I ~ Si E est localement compact, il en est de mfie des espaces successifs

7

F(E) , EC{Q;YEZ} .v. formés par itération et munis de leurs topslogies EZT(I?)

Tespe ectives,

DOLLAIRE 2 — De méme, si 1'espace localement compact E admet une base dénombrable,

les itérés successifs sont également de type dénombrable.

Ces corollaires resultent immédiatement des théordmes I et 2.

. Lgr=iand
+ Nous allons maintenant étudier la convergence dans - en nous limitant & la convergence

v

des suites B, &4 , pulszque

"

-,

A
i

est de type dénombrable.

-y

PROPOSITION 2 ~ Pour qu'une suite F d'éléments de - converge vers F & G , il faut

et il suffit gque pour tout ouvert G et tout compact K de E les deux conditions suivantes

- PV S |
Ren < \!\/v. I B!
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/ = AN = o
I- FAG ‘74 o = 3 % Vo N Fn G + )

i

- / ~ . . - o s ~h

e~ Pl = 2 = B w7 Fa o= @

Cela resulte des définitions mémes,

Lol
.

e . . -
THEOREME 3 —, Pour gu'une suite F'a. convergs dans J vers F &3 , i1 faut et il

suffit que les deux conditions sulvantes soisnt vérifides ¢

I'" — Tout x & F est limite dans E d'une suite de points X, & B ( n prenant
toutes les valeurs entieéres, sauf au plus un nombre fini) .

2' — Toute sulte constitude d'éléments x ?Agan 5 Ol F. est une suite partiells

2
R O k2

de F“ . & ses valeurs dladhérence dans F,

De plus, la conditicn I' est équivalente & la conditidn 1 de la proposition 2, et la-

condition 2' est équivalente & la condition 2 de cette méme proposition.

I1 suffit évidemment de démontrer la derni®re partie de 1'énoncé.

Montrons T = 41'. Si F est vide, 1" est trivialement vérifide. Supposons F #£ 4 ,
et solt x g F. Soit G,y =E =26, oo systeme fondamental de voisinages ouverts
et dédcroiszsants de x. Tout Gg rencontre F, et, d'apres I, on peut trouver Wy avec

i : oy

4

; / . . rrarareres
¥ {g GQ # 4 pour n > Nf?z . Construisons une suite x, dans E en {IHINE prenant

= { - a . :(?
K-j & F'i U R A;‘J‘L"fi‘ & Pl‘-"’:;'di J
., & F [ G, ... X.,_ 4 &F . !G@
N, ST h & M-S Nﬁ,“"fg I
= = o e

Cette suite converge vers x et vérifie la condition ¥ & F

- n, o

Montrons I' ==y 1 . Si T est vide, ¥ est vérifié. Soit donc x an point et G un ouvert
. . T LT » . 1l - L . - , I . PRI
avec x & FﬂG . Par hyppthese, 11 existe z,&TF, , x,—» x dans BE. Done, G etant

voisinage de x, il existe N avec X, €& F, ﬁ G pour n 2 N.

. ot as . o asa e
Montronsg 2 %'} 2'. 81 F=H , le résultat est acquis. Soit donc X F et Kun

voisinage compact de x., disjoint de F. D'aprds 2, il existe N avee Fmﬂ =g pour

n ‘jjy N. Donc x n'est valeur d'adhérence pour asucune suite X, € F , ce qui prouve 2',
2 hL? :
N N

Montrons que la négation de 2 entlraine celle de 2'., Autrement dit, supposons qu'il
existe X compact dans E disjoint de F rencontrant une infinité de FA&,L , solent B ,.. F _..
‘1 f‘c;
z,, & F {)K . Cette suite admet sur le compact K une valeur

(]

rour tout k, prenon:
7

u

d'adhérence = & K qui napparitient pas & F.

iy
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COROLLAIRS I — S une sulte P, converge vers I' dans § , F cofincide avec 1l'ensemble

—

des points x tels qu''l existe une suite x &F, convergeant vers x dans E (n prenant

toutes les valcurs entidres,. sauf au plus un nombre fini).
En effet, si ., &6 F, et =i x v Tdans B, x & F d'apres 2'. Inversement, si x & F,
il existe, d'apros 1, une suite

L e Lar

COROILATRE 2— L'application (FQFY) — F UF* de G %5 denz J est continue.

En eifet, soit F,—» T et I\ —» F'. Hontrons B {JF! —» FF' . Tout x & PUm

apparticnt & ¥ ou & P', donc est limite d'une suite x,& F, oud'une suite r & L, et

“,

Tt est vérifide. Si x est valeur d'adhérence d'uns suide X, & F:“ U F! CINIAA Y EU )
’\ A
9 ”’
il est valeur d'adhérence pour une suite partielle z . & F_i\ ( ou X, V& P* )? done
. W i, .
& & % \3

appartient A F ( ou & F') et 2' est vérifide.

Cn notura que l'iniers ection F‘ﬂ n'est pas une opération continue.

PROPOSITION %~ Si l'espace E est connexe, o (E) est connexe.

Soit un recouvrement de G par deux ouverts disjoints a et O . 11 faut nontesm
iy N » ﬁf.

“i
¢ 1'un de ces deux ouverts est vide.

Conzidérons d'abord le sous—ensemble EC&; de I;,T formé des parties F = §’ X, 50 Ke?i de B
constitudes de k éléments distinctz ou non, On a E, ez Ea”(:.“ o Munissons E@’i d; ﬁla
topologie induite par celle de § . La bijection (%,,...x, ) ~9»§'§ seee 7 de BN sur B,
t contimue. En effet, soit V. ’m(,‘ m volsinsge de Z',‘{ see X i Tl esf toujours loisible

.“

Q
(@]
[t
pork

de supposer les ouveris G disgo:mts. On a X té K(i=1 2.515«}9 et tout %X, appartient

[
& un ouvert G5, qui est soit B, soit 1lfun des GQS,NGHLQ 1t easemblbLG P ¢ jo %
£y ‘ip . S
3

contenant l’ensemble{(}; 5ea GH% (ce qui suppose k > ”1) Alors 1'ouvert 6 Z ) G“ R i;!-:. fi .
q 4 R
b . -~ -
de ©  contient (:{\ yeX, ) et tout point de cet ocuvert a son mage«(\ LE pee X «é dans VC e
5 3, K [ Ty o G
( = i <]
ce qui montre la continuité anncuncée. Comme B~ est connexe, o 11 en est de méme de E

g
by

@,
b

De plus,les Eg étant croissants sont contenus dans le mie ouvert O ou O“QL . Supposons,
par exemple L) 43(: CL .
"&)(,I

. R . o - - . -~ - s - .
Soit maintenant F €% un fermé non vide. Si P :{- 5 Q&etant ouvert, il existe un

e

= - . .
voisinage V» -Gy, de I contenu dans L » avec des G, ~. Gp non vides, et K 4 B, puisque
~

N L """ ¢ > E
; S & Gl & Gy 8 29X 5..X ~ 5 C(i
F 74 ﬁ . uOlt dun_c X, 8 GUpE ;.. T, & GJ \‘gjn . O a L3 0 23 € qu G-, {
ce qui contredit B, o ”“‘ Donc F & () »

@ 4
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N A 3 - N i3 - i
Eafin, si f appartient & ([, , un voisinage V' de ¢ est contenu dans G&_? et, pour
Lo W ~ 2 L ¢
x (f_- K, onaqx; €V (A, , ce qui esiimpossible. Donc ¢ @C& 5, et & est comnexe,
b a_ “ ) -

el

COROLLAIRE—~ Si I.est connexe, les itérés J (E u _t’, ... sont connexes,
S e e 9 9 9 ]

FRO P »ITIOT\T 4 = 51 B est un ouvert relativement compact dans E, la fermeture de V
— \b)

&

H

En effet, de Vo= V7, résulte que la fermeture de V{’: dans ¥ est contenue dans le
] "

/

-~ N7 - Vi - - .y hd 2. \
ferms Vey de & . Iaversement, soit F & Vy et Vh G, W *mls:mage guelcongue de T,
On ne peut pas agvoir KXo car cette inclusion entrainz K ™o B et Fé;— V» . Soit donec
P b 9 ;i

: Tk
x¢ B{\{)K.rui Voo

conséquent, F est adhérent & Vg » et Vi est contenu dans la fermeture de V& o

est fermé dans E et appartient & la fois & Vg et av . - Par

(,r

e~
2,

; e i
COROLLATRES — 1 — L'ouverture de V% dans I est Va- ( B ouvert relativement compact).

2 = La fermeture dans G de Vg o = Vg fj.. {1V, est Vi, B -
(B 9o BV} , ouverts relativement compac ts. )
! 3 — Méme énoncé pour une réunion finie
L.
EROPOSTITION 5 ~ S8i B est un ouvert relat:wbmeﬂt ‘compact de E vérifiant B = B 5
la fermature de V% dans F(E) est Vo o

. . - s &
Cette fermeture est contenue dans le femé VL'g puisque T¥em v, Inversement, soit

F&ngcegt dir FQB_gfgetv,

v

¢, 4 volsinage quelconque de F. Posons

A

G = SKE !} (i=1,2..n). G': n'est pas vide. ( En effet, on a pour chaque i un
£
point au moins x;€ Gg{]Fi) 81{ et X; éjr B puisgue F& VL La relation B = B

—————

B )

? »
03 - - B by N 3
et aussi dans V°  ?Ainsi, tout voisinage de F rencontme V , done F adhdre & V¥ , et

montre que x: est limite de points de dB ; et le voisinage G'; de x; rencontre

!-’v Vg
Par suite, 1*ouve1"u Ve o' n'est pas vide. Mais cet ouvert est contemu dans v

R ] e &

i

Y

sy

1
vV v est contenu dans la fermeture de V ©

bui@,

COROLLAIRE ~ Si B est relaulvemeat comt)ac*‘c et vérifie B =

v s l'ouverture de Vg dans
¥ est V(5 ¢ la relation B = B dans E entraine la relation

i3 g
o = WV% da}as G e
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L'application G —% |\G est une bijection de #ff sur % . Clest un homéomorphisme si
goy # J ‘;JL ~F p
. ol , . . [E .
nous munizsons L{jj de la topnlogle engendrdée pavr les W.. et les W~ déficis comme suit
—r Va
< .
G eV, = G oK (K compact dans E)
[ 7Rk
s R / ' ,
G eW™~ &= G B (B, ouvert dans E)
- we 2 S Jo -
En efret, G2 W, &= 86@ eV et GC W~ A& ng & V&o Les resultats du paragraphe
LRy

précedent se trabhsposent done d'eux-mémes., -

g '
THEOREME 1 - La topologie de “él(E) admet une base dénombrable.

il
PROPOSITION 1 — (‘,j/ (E) est un espace sépaxé.

THEOREME 2 — gﬁ (E) est compact.

THEGREME 3 -  Pour qu'une suidte G, converge vers G dans
que les deux conditions suivantes soient vérifides :

L A . . '
1t ~Tout z & G est limite dans B d'une suite x, ¢ Gy (n prenant toutes les

/A . i
b il faut et il suffit
. :

valeurs entiéres sauf, au plus, ua nombre fini)

i , . . 4
2' - Aucun x & G n'est valeur d'adhérence pour une sulte x, & LG de
. . R . 1 g
points extraits diune suite partielle ‘;G. ¢

Vi @

=)

3
5 8

3

) | w ',,/
COROLLAIRE — L'application (G,G') = G{}¢' de gi zf’j dans ¥ est contimie.

#
PROPOSTITION 3 ~ Si E est connexe, Q( (E} @31t COMMEese,

2
Propozition 4 -~ Si B est un ouvert relativement compact dans E, la fermeture de W

dans r;j_(E) ezt VW

Lx;?tﬂ

@
PROFPOSITION 5 - Si B est relativement compact dans E et vérifie B = B , la fermeture

i il st T
de w% dans (}(E) est Wo o

i
W

32/ L'espace compact 47 = P (BY/ A,

Dans ce qui suit, nous identifierons deux ensembles de B gyant mEme ouverture et mime

b (3
It
= G

<2 . -

fermeture. Plus précisément, si nous désiznons paw Wi le relatiom : "A = A! g
' toad
A

et & = LT @("} 3 travaillirons dans 1° s DN A
A = 4 acns o k), nous travaillirons dans 1l'espace quotient 7 (E)/g

<

- !

-~ . . A TN 2B v ug . :
PROPOSITION 1 — Liapplication 4 = (') de <7{E} dans %f-}%u applicue ?(E) sur le
sous—engemnble ;J& de Lj;ﬂ,j" constitué des éléments (’197‘) vérifiant llinclusion G 7 .



o

O e
Comme A A il s'agit d'une application dans le sous-espace " G <F ". Ianversement,

soit G utz/; , F&F avec GoT . Moutrons qu'il existe AC E avec A Get 4=

g

Un tel ensemble, z'il cxziste, doid :

~ contenir G

Giog]
G2
==
o

— &tre dense danz 1l'cuverd

, Sang cependant contenir
aucun sous-ensemble ouvert de cet ocuveri, : ’

hj ¢

— contenir le fermé re c:oﬁx,em~ dans F .

o) UIF ) #)

C;'J

Mosi, A dolt &tre de la forme A =

i
(

D étant une partie dense dans E ainsgi que son omplementalre (7 = = z).

&
Mais in versement, il est clair qu'un ensemble ainsi construit vérifie bien A = @
et A=7F,

COROLLATRE — L'application A -> ( & , & ) définit une bijection de & (&)/ @ sur f/{j

En effet, (4 est la relation d'équivalence dans 3:3 (E) associde canoniquement &
cette application de :’3 (B) sur 2{7 .

- (/} C‘) 7 ’("""‘

Hous identifierong douc L)/ (E)/ A avec ce sous—espace J( de i‘ﬁrcg ¢ autrs mem:.

div, la classe selon QQ de A& ?(E) est identifiée au couple ( K )I) de iﬂ

Nous munirons cet espace g;( = O E)/(;J\_ de la topologie induite par la topologiﬂe
produit % () @ 2 2L(1)  de 17espace produit 2«?/,1.5‘ .

THEQOREME 1 -~ E &étant localement compact de typé dénombrable, 1'espace gf( est un

S '
gous-espace fermé, donc compact, de %}5{5‘ et sa topologie admet une base dénombrable,
SRR d A

! iy z. 2 3 o
tf} gt & & Stant compacts et de type dénombrable, il en est de mime de 1'espace

v

. NP . . RN &} 4 ¢ VA
produit ﬁv(:, * & . Tout revient donc i montrev’ que %" est fermé dans g-ﬂ F . Puisqu’

il existe une base dénombrable d'ouverts de \f H gil suffit de montrer que, si deux
. " T . .
suites G, et P, convergent vers G et F dans % et § respectivement, et si l'on a

Q.

G, < F, pour tout n, alors G<F

J

Soi

ch
5

Si G est vide, le resultat est acqiis. onc g & G et B un voisinage compact
N
s - . . . _ . Y
de g contenu dans G. Comme Wy, est un voisinage de G pour la topologie de 12]’_ s tous
les G“ contiermment B A partir d'un certain rang, On a donc g G.b,.CJF‘,2 pour N assew

. N - 5 e
grand, et, par suite, (42, Th.3, corollaire 1) g & F , d'ou GoF

P
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49/ Les fonctionnelles ¥ et X .

Désignons par k(%) la fonction indicatrice d'un ensemble A & F ; et posong pour tout

ouvert G et pour tout compact K de E :

T'XZ(A:,G) = Sup k(x)
e G T

(A)-h, = BSup 1»:(}:)
AT

.

PROPOSITION 1 — Les ouverts de 5~ sont engendrés par les pavties de I de la forme

¥ 31(A3G) =74 " ou" TK(ADK) =0 ¥, G ouvert et X compact gquelconques daus B,

Celd resulte des dquivalences X(4,G) =1 £ A& Ve et X(4,K) =0 5 AeV ks

[‘ 2t }J‘u)/wamj\‘ %’)U’MW UouwT

- . jpud PP ' L]
PROPOSITION 2 — Pour qu'une: fonction X(G) définie sur gf; (ou sur une base > de 1a
topologie de E) soit la fonctionnelle associde i un ensemble ,nécéssairement unique,

4 &, il faut et il suffit que l'on ait pour toute famille G;, i &I, Gs 54 ¢
= q P ¢ :

C/ -

WU e) = s Xe)
L&t DY
La fonction indicatrice de A€ Y est alors k:(:{) = (G) s O L/ est le filtre
(‘JL. U:-f
des voisinages de x dans E, et, inversement, on a X(C) = Sup k(x) .
e

La condition de 1l'énoncé eat évidemment nécéssaire, et, si X est la fonctionnelle

&

UJ

socide & A¢%  om a bien k(x) = Inf x(e) puisque A est fermé.
: FEU,,

In versement, soit X une fonctionnelle vérifiant la condition de 1'énoncé, et posons
k(x) = Im A(G) o Si k(y)' =0 , 1l existe un voisinage ouvert ¢ de x avec %(G) = 0,
Comme Geg & ”pour tout y¢ G, on a k(y) = 0 sur G, et l'ensemble A= " k(x) =1 ¥

J
est fermé dans E,

Ve

I1 reste & vérifier que X(G) eat bien la fonctionnelle associde & A, Posons
Y(@) = Supk(x) . 51 Y(@) =1, onak(zx) =1 pour un X & G , et par suite X(G') =1
Keln
oy . . e . N ol
pour tout G*¢l/, , donc en particulier (@) =41 . s8i au contraire Y(G) =0 , k(x)

L . - oy —
est mul pour tout x € G. Pour tout © & G , on peut done trouver Bx'cl/ avec X(B ) =
an

bl
o

4
Mais G i_/ B, entraine, d'aprés la condition de 1'énoncé,
e

o) e wUs) = swpi(s) = o
= X

On a donc bien N{K(G) = Z(C«) o
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On peut évidemment étendre la définition de la fonctionnelle X & des parties de & (E)

plus étendues, et, en particulier, considérer la fonction X(F) définie pour F &% .

PROPOSITICH % — Pour tout Fbuiﬂ)p & (ﬂ) est un sous-espace fermé de E::(E)“

En effet, les fermés de ' sont des fermés de B, et % (F)w k ( E) . Dfautre part,

. (g .
i une P converge vers Fodans I (B) avec F, = F pour tout n, tout point x& F,.

]

2]
UI
l“

£

est limits de pointrs x P& F , et , I étant fermé, on'a x € F d'old F,Q&F .,
I !

Définition. (continuité en K). Une fonction d'ensemble X(K) définie smr la famille
des parties compectes K de B ezt dite continue en un compact K; 51, pour tout compact K% i
X

_ T T : .. . I .

la restriction de E & F (K') est contimue en X (pour la topologie induite sur F (K*)

Lo
par celle de F a\

o

FPRCPOSITION 4 —~ La fonctiomnelle E(K) associde a4 un ememble A&z est continue en

un compact K. si et seulement si on a A{lJK, =4 ou A K. # 8.
P o 3 o F P

En effet, sodt K' un compact quelconque. Si E;C(KG) =0, ona A{lK, = 4, et E(K) est

Iv\nz‘\ T . . py . S e mr s
mul pour tout X & ¥ ﬂi{“ (K?) : la continuité en K est toujours vérifide.

Supposons maintenant ‘{(K )=1.0na Aﬂ_* # $ . 8i wA.ﬁ K, n'est pas vide, il
suffit de prendre =x& AHK et un ouvert G avec x&@ vA pour avoir 1{& COGIE RN X

%(K) = 1 pour tout compact K & Vg . Supposons, au contraire, AﬂK 5 = # . Tout ouvert
3 — c{.r eg.0 @
G rencontrant K, contient des points de gA , et par sumte X(K) ne peut pas m;l;n*wi"zi:r.

pour tous les compacts appartenant & un voisinage de K, » et la continuité en K. n'est

pas vérifide

Vi o ~.
Par duaslité, on asscciera & tout A& %‘; la fonctidnnelle X définie pour tout B e? (E)
& y ‘ 1
var :  X(A3H) = Inf k(x) Jk(x) dtant l'indicatrice de A ég{ o
=&y

Si A 'est le complémentaire de A @d’ , on a évidemment A& F et X(4,H) =1 - x(4°,5}

Ainsi, chacun des énoncés précedents se transpose de lui-méme.

On note que, si A est un sous-ensemdle quelconque de E, les fonctiomelles définies

suril ‘par ¢
l(A ¢ = Sup 1;(;:)
) Rl
X(a36) = Inf k(x)

X Em



— a )
'indicatrice de 4, ne dépendent que de 4 et de A , c'est & dire de la

1
- 2 e - 2 . ¥ ol /
classe de A dans 4 : celd résulte des dquivalences AJ]G = % & ANE = 4 et

PROPOSITION 5 — Un &lément (A;A} de QJ est determing par les deux fonctibnnelles

Z2(Ze) = X(4a,0) et X(Aﬁe) = X(A,G) (A & P (B) élément quelconque de la classe (A 1)

i

de »’)gCea foun CtLOHﬂelleS vérifient les trois conditions suivantes s

1- x( e
(TN

il

Sup E(Gg)

[ , . - (.{7
2- XUe) = 1orx(e) (6,6: ¢ %)
Ll el

5- X&) ¢ %)

o

- I - O {\ -~ I'd . 3 -
Lesz indicatrices k de 4 etk de A s'en déduisent par les relations :

4~ k(z = 1or x(e)
e,
i) e
5- k(x) = Sup. (g)
C‘C l.)
Inversement, deux fonctions X et X définies sur L et vérifiant les conditions 1,2 et 3
Lin

sont les fonctionnelles assocides & uﬂeTement unigue ( X i) de @ﬁ » Les indicatrices

de A et & étant détermindes par les relations 4 et 5.

s 52/ Cas ob B est un ezpace métricue,

e > - 33 : f‘ rd
Si E est un espace métrique muni d'une distance d, la topologie de I est engendrée

gi‘ é“\ hY 9 -
par les V¢ .y et les V 979 on Qz(x) est la boule ouverte de rayon & et de centre XE. B
4

et By(m) la boule fermée de centre y & E et de rayon v . On vérifie immédiatement fes
G

équivalences .
42TE & dlnd)
e U & oa(pa) >y

pour tout 4 Z# d(ng) = Inf d(z,y) désignant la distance de x e B au ferné A
I

s . / . .

non vide. Pour A = p ; on posera d(ng) = ¥ el les édquivahences ci-dessus restent

valables dans ce cas. :



- . . O A
PROPOSITION 1 — Pour qu'une suite ‘A‘n, converge vers A dans F il faut et il suffit que,

pour tout = & E, la suite d(::gA_L) converge vers d(:r:g,A) pour la topologie de la demi~-
- [}

droite compacte R, .

¢

Celd résulte immédiatement des édquivalences précédentes.

PROPOSITION 2 - Pour gqu'une suite A soit couvergente dens 5 il faut et il suffit

que la suite d(xg!\. q) soit convergente c'lanswfai_ pour tout x € B |

La condition est nécéssaire d'aprés la proposition précédente. Inversement, supposons
que, pour tout &R , d(:ﬂ:yAh) converge dans R, vers une limite f(}:) . Comme & est
compact, 1l existe une suite partielle A, convergeant vers un A &F , et, dtaprés

<
1la propozition 1, d(KQAm) converge vers d(:\zyA) « On a donc d(x,A) = f(x) ; et la
K

~3

suite A, converge vers A d'aprés la méme proposition 1 .

COROLLAIRE - Si pour tout x&E, d(x,4,) converge dans ”R’+ vers une limite £(x),
cette limite f(x) est une fonction contimue. Si f(x) = U7 en un pdint X, on &

f(y) = 0° en tout point ygE .

L'espace compact® § (E) peut 8tze muni d*une structure uniforme compatible avec sa
topologie et pour laguelle il est complet. Hous pouvons introduire plus commodémment

les suites de Cauchy dans g(E) & partir de la proposititn suivante :

PROPOSITION 3 — L*espace & (E) est homéomorphe & un sous-espace de 1'espace G(Ei Rw—')

des applications continues de E dans la demi~droite compacte R, muni de la topologie

induite par la topologie de la convergence simple.

En effet, 1'application « : 4 <3 d(x,4) deS dans @ (B,R,) est injective,
puisque A est determiné par d(}:gA) =0 . Il faut montrer que <{ est une application

. . N -l - . N . s . ..
bicontinue de F sur <« (F) . Mais celd resulte immédiatement du fait que les voisi-

=

nages " R4 d(}:o A )" ou vwalx,, )< 7 dum d(x,4) de A(F) correspondent

v Bal %

bijectivement aux et aux V 55) 2o |

COROLLATRE 1 ~ o (%) est compact dans (B N




COROLLAIRE 2 - Pour que A{L soit une suite de Cauchy de 1l'espace complet :f—(E)

4
il faut et il suffit que, pour tout x&E , d(x,4 rL) soit une suite de Cauchy de Pw. 5

-

ou encore que l'une ou ll'authe des deux conditions suivantes soit vérifide :

Vyx&E, V>0, 4 Q’V’; Hoam 3 N bdCor, ny - dwz‘&}"‘\‘ s¢

=1

VX{TEI\?J,;\:’D[ 3/\-" ¢ \7/”>/’\/ CX{JF)P\,—“\>(A'

e 62/ Cas o E est un groupe tovologigue abélien.

Nous noterons additivement la loi de composition du groupe topologique abélien E ,

et nous poserons :

A, = U §Y+3E} pour tout A <E
e
AP B = Uf%}z + yj— pour tout ACE et  tout B<=E
g;ﬁ v l <
Enfin le transposé d'un ensemble A < E sera noté A = U R 3 “-_PE%
&
On remarque que pour B = £ , AEB = 4 'quel que soit A< E .

PROPOSITION 1 — Si B est ouvert dans E , A(E)B est ouvert dans E quel que soit AcE .

- e . ] Y, rd
S F&TF et si KeE est compact , FEIK est fermé .

Ce sont des resultats classiques.

PROPOSITION 2 ~ Si K est une partie compacte de E , l’applicatioﬁ F— F@K de

‘% dans Jui-méme est continue.

En effet, F@K est fermé, d'aprés la proposition 1. Les équivalences

) v
F@r)flc = & rllcans = 4
1!
montrent que l'image inverse d'un ouvert Vé_

43 e

WA
KGR

N o K N
G, est V@1@ 1< . G},@ ig

2

(=

o~
JT=NRC

i

P : —— i '

18is cet ensemble est ouvert dans F , car les G;& K sont des ouverts de E , et
v B ,

K@K est compact, comme image du compact WA de E&& par 1'application continue

(%,57) = xy de BXE dans E .

27 i

——_
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‘

B -~ &-ALGEBRES ET PROBABILITES SUR ?(E)

19/ Lois spatiales et & —algtbres maigre.

i o
D'une maniére générale, nous utiliserons la notation S 5 8w lieu de U ﬂ V

pour désigner le sous—ensemble l At ACE, A B, AfjB* o ;5} de r)(B)
-}

forsque I et I' décrivent les parties finies de E ; les S; constituent manifestement

une semi-algebre de Boole. Nous appellerons &~ -algdbre maigre et désignerons par
' {

G ((M) la g'-algebre engendrée par les Sz » qui est celle de la loi spatiale.

Mais la formule s A
I VI
ﬂ =] oV J
S‘Td = 2 e
Y TG
t‘}t_d <)

! f
montre que les S,fX constituent également une clasze compacte Ainsi, d'aprés un

théoreme classique, uoute fonction d'ensemble P simplement additive: ‘appliquant 1a _
i

semi-algébre des S; sur [ 0, I} - c'est & dire toute loi spatiale de la forme 3

Pz ¢ 9.,°x@A;y/l,£§Agow;§feq§A)
. b3

se prolongera en une probabilité sur la & -algtbre maigre et permettra de définir

un ensemble aléatoire A sur @ (E) muni de s (M)

Toutefols des propositions aussi utiles que : "1l'ouvert € est contemi dans A ©

n'appartiennent pas & &~ (d“@ » et nous devrons construire des & -algtbres plus riches.

A

I1 est également possfble de munir d (F‘) de la topclogic maigre g ‘M_) engendree
ar les Sy et les S » L et I' parties finies de E . On note que S. et 5

sont complémentaires, donc & la fois ouverts et fermds da:as‘?(E) pour “F (J4)

PROPOSTYTON 1 — L'espace 5 (E) est compact pour la topologic maigre “G ()

)

En effet, c'est un espace sépar gl A ;rf AY o soit (paz' e}:emple)' x& A et =x & AV

Sud )
Ona A&Sg,, 4'¢ 8%° et s,.ﬂs
[2a8]

On note ensuite que les Sy et les S constituent une classe compacte, et quiil

en est de méme de la 07 asse stable pour 14 rdunion finie et - pour 1'1.0.'68.(‘.;90‘[?10.1
i

engendrée par les 35_ et les s s clest & dire de la classe des fefmes de Z/ (‘}’U
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PROPOSITION 2 -~ La convergence dans :‘:' (E) pour la topologie maigre s'identifie

a4 la convergence usuelle des familles d'ensemble,

o . o P ] s p ' .
En effet, soit A. une famille d'éléments de J (E) filtrée par une base de filtre
e .

- . . e o i
U . Dire que cette famille converge vers A dans 3) (E) gignifie que les deux conditions

suivantes sont remplies :

1 - Pour tout xg A il existe J’E':] avec x & A, o pour tout j& I,

clest & ¢cloe

§ 'i“ K - Y ‘ g \ N
A Uu ,ﬂ‘ fg, = Tiw " ’Lﬂd
TJeU ies
2 ~ Pour tout yt‘{;A , il existe J & i] avec ,pour tout j &J , y{}:Agp s
clegt & dire
) Di v W ‘2 A
[{A <= Tie iy p
Ces deux conditions équivalent & ¢
A = 1lim inf A, = l1im sup A- = lim A}
5 4 For g4
On notera que cette limite peut trés bien &twe l'emsemble vide ¢ . [

20/ Ensembles fermdés aldatoires.

Pour définir un ensemble fermé aléatoire, nous allons munir 30 (E) de laz -algébre
& (\9) engendrée par les ouverts de g-: ;, c'est & dire par les V Y et les Vé,’_ o

Mais la topologie de E posséde une base dénombrable, et tout compact K possdde un

systéme fondamental dénombrable de voisinages ouverts G, :dire: "K\F = ¢ *®

pour F @F équivaut & : " 3 ngGhﬂF = 4%, etl'na vE o= U VF)"" o
kel ;;G

Autrement dit, & (13) est engendrée par les seuls évinements V. = "F Qe £ g

. , o FT - . '
I1 est possible également de mimir 5 (E) lui-méme de la & —algebre engendrée dansg

FJ(E) parles Vg = "A: a€5(B), Aa0¢ #£ 4 " Mais les équivalences :
the £ 4 S Ene £ 4
montrent que V, a le méme sens dens 5 et dens ttﬁa(E) . Etudier un ensemble A quelcongue

4 1'aide de © (V@ ) équivaut & 1'étudier par 1'intermédiaire de sa seule fermeture A

A e %, et ce point de vue revient & identifier deux ensembles A et A' ayant méme



m

fermeture dans B . Ainsi :

PROPOSITION 1 - &i G2 Uiy est la relation " A= A' si A = A' " dans P (r) -

l'espace ‘quotient & (E)/@P\f mini de la & -algdbre engendrde par les V. est isomorphe

% mumi de & (\/)

[0

— : ’ A )
La fonctionnelle X(A ; G) introduite en A-42 est, pour tout G ¢ Y ,une variable
ok

aléa

d'

oire sur % , & (VG> . Celd resulte de sa définition méme. Cette Ffonctiomnelle

(T)‘

est donc une fonctidn aldatoire (.&(C‘)) el ; .

-

é

PROPOSITION 2 ~ La & -algébre & (Vé ) sur F est engendrée par la femille des

variables aléatoires (SC—(G})C,UJL -vérifiant les conditions : X(G) = O ou 4 , et

E(UG;’) = Sup E(Gg)

Y
LEW

On peut, en effet, (Afé.lgg Prop. 2) identifier £ avec 1l'ensemble des fonctionnelles

vérifiant ces conditions, et Vg est le sous-ensemble ™ x(¢) = 2 Pode & ..

fxaminons maintenant s'il est possible de probabiliser 1l'espace F , & ( 9).

THEOREME — Soit 3:33 uné base dénombrable de la topologie de E constitude d'ouverts
relativement compacts. La famille O\, des parties de F de la forme V;a"; f_ ‘é‘f«fé
ot. chaque C; , C;. » est dans (_55 ou est la fermeture d'un B & 5> , est une semi-algebre
de Boole, qui engendre & (| “‘)_ et contient Ta classe compacte € constitude des
w13,

L. .
paxrties de ¥ de la forme V-— - & gyvec B , BY. E,—&) o
(‘2-,, ":’m d

Soient a 1'algdbre de Boole engendrée par Q , et &EJ CCL\JS la classe compacte
pel

stable pour 1l réunion finie engendrée par (. . Une fonction P appliquaﬁt QL g sur

£0,1] se prolonge en une probabilité sur & (1) si, et seulement si , elle vérifie

pour tout A& CL,, la propriété d'approximation ¢

P(a) = Sup{P(C): C<h, C& Gﬂ}

On vérifie facilement que C)L est une semi-zlgébre. Les inclusions & (& ) D Q
-~ 0 P \
et (L oUy doment & () = € (Q) puiswe o () = ¢ () . Enfin €
]

4

une classe compacte, puisque tout élément de Li: est compact pour la topologie de T(E) .
-

Il resulte d'un théoréme classique que la propridté d'approximation est une condition
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suffisante pour que P se prolonge en une probabilité., C'est également une condition

4

cessaire. En effet, pour tout B & 5>, on a ici =

n
~ d . IS q— e Tl [t %}
B = .L{:,L EF (o e , LeTy & D€
L~ P p—
5 { ' S R . g i o
B = ﬂ Qx& ( (\7;,,, (’i—:}—?) ) 1¢& J B '-’—/~’:7 3 3
4&T,
Par suite aussi, ( B &tant compact) :
- ‘ y ¢ . ¢ [
v & _ U Y/ G«J ( \/ B - VY )
J&Ty \/ I
( A e
' — Lé’i@

Tout ouvert V& ou v & est donc réunion dénombrable des compacts de ( qutil

2 r

I £
contient. Il en est encore de méme pour tout ouvert de }jg]?? (intersection finie de V °*
m
et de Vg, avec B: et Bcg dans 53) , doac encore pour (;L (dont les éléments sont
g

leg intersections d'un élément de (, et d'un élémenij de ﬁ%) . Enfin, tout élément

. - (- v om . S s
de Q est réunion finie d'éléments de a , donc irEmsrreiden dénombrable d'éléments de

la classe compacte {J, 4 - La nécéssité de la condition de 1l'énoncd en résulte .
Donnons maintenant un procédé permettant de construire effectivement une probabilité P.

PROPOSTITON % — Si D est une partie dénombrable dense dans E » L'application ¢ @

A= A0D de (B, &) dans F, & (19) est mesurable.

Cherchons, en effet, 1'image inverse de V, . De AnD ﬂ@ £ f &5 ANDOG £ P

régulte anssitot c,/(a( VG— Y} o= v et cet ensemble est dans & (.")\"D puisque

&y
D est dénombrable.

COROLLAIRE = Si P' est une probabilité sur 57(E) , g~(§) (obteme, par exemple,

en prolongeant une loi spaticle) 1la formule P(V) = P"[&‘i (V)] pour V & & (Véj

o

définit une probabilitd sur ?(E) R ("5"‘(\7@) y O, ce qui revient au méme, sur E’:; g"((j)

~4 ’
Séparabilité, La formule de base o (V@) = Veno montre que l'ensemble aldatoire

défini sur 5 s "“(ﬁ’) par cette probabilité P est séparasble au sens de la
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Definition — Une partie D dénombrable dense dens E est séparante pour 1'ensemble

7 o . ra o T
aléatoire A défini par f: = () , P s'il y a une pfobcblllte Unité vour que tout .

point do A soit limite de points de A(\D , autrement leI sl P( A= A(}D ) = 1 .,
Tl n'ya pas lieu ici de parler des points de gfi ¢ cet ensemble étant ouvert, ils
sont toujours limite de points de gA (1D . Il faut toutefois vérifier que " A = A[D "

est bien un événement de & (1‘:'1) . Si@ est une base dénombrable de la topologie de E 5

le complémentaire de cet dvinement. est

(«.
"A A ARD Y = " 3ABELD , ANB £ 4, ARBAND = 4 ¢

———

En effet, A # ApfD =i et seulement si on peut trouver x & A et un voisinage B 5%

de x disjoint de A{]D . Cet évinement est manifestement dans & (V)

PROPOSITION 4 — Soit .5/?3 une base dénombrable de la topologie de E . Une partie D

dénombrable dense du;w E est séparante pour l'ensemble aléatoire 5-9@ (@) s P sl

6no
ot seulement zi on a, pour tout B E@ s P( v & ) = 0 , ou, ce qui revient
. B
au méme, V,;nD = 4
Lo p P-Se
| . S BN
Cela resulte aussitot de la relation établie ci-dessus 't " A £ AND " = U v
Bead
COROLLATRE —~ D est une partie séparante =i et seulement =i on a, pour tout ouvert G
e B ¢ Vo, =V ou encore U Vuna P
ae N & p.g, ©DHD 5 ch” ¢ s,

En effet, tout ouvert G est réunion dénombrable d'ouverts de la base 33 .

PROPOSITION 5 = L'application & : F=¥ FAD de F, 6(Q) dans & , & (0)

est mesurable.

Celd résulte, comme pour la proposition 3 , de o : (V@ ) = ‘VGH‘D .

COROLLATRE — Si A est un ensemble aléatoire défini par 3 "" G( U) P (a}

admet la partie séparante D . De plus, la probabilité P sur ¥ , G‘(u‘) définissant

1'ensemble aléatoire of (4) ne dépend que de la loi spatiale de A .

En effet, on a P(V@) = P'(L (V@ﬂ = PQ(VG-n;D)
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’ - a9
DHOPOSITION 6 = L'ensemble 8. = {A :AeF L A6, 6 €Y ¢ est dans & (15 .
En effet, pour Ae5F , G A- équiveut 3 G<=A , Mais. O = GND pour toute
k) ,
partie dénombrable dense dans E . Ainsi G A &> GND==A et Sy = Crm:) £S5 (D).

s v e . - - P - sove - o =
Définition. (Contimnité presque sfire) Un ensemble aldatoire A défind par ¥ , & (L/)

P est presque stirement continu en un point x,8'il est presque certain que x, est
un point extérieur ou intérieur, autrement dit si P( X, & FPA) = 0 ., L'ensemble
aléatoire A est presque slirement continmu en tout point si, pour tout x & R ; On a 3

PlxeFra) = 0,

Soit BJL un systéme fondamental dénombrable de voisinages ouverts de x . L*éveénement

":»:(;&-,”FI‘A" est L{ﬁ ($6U\/&) & 5‘“(0\

PROPOSITION 7 — Un ensemble aldatoire est pP.s. continu en tout point pour 3‘—) & ilj\ :?

Xy o
si, et seulement si, pour toute partis dénombrable dense dans E on & P( A iD<=4a) = 4

En effet; si A est p.s. coptinu en tout point, il y a une probabilité 1 pour que

g - o
" tout x& D solt dans A ou dans GA ", dome " ARDez A M est presque c‘crtalnq
Inversement, si " AfD< & " est presque sér pour toute partie dense D »11 suffit dc
L(;r e ~
prehdre une partie depse D contehant s > point x pour obtenir lemeoucikz=dam, P(xeT, A =30,

PROPOSITION 8 - Si-un ensemble aléatoire A sur ¥ , & () est p.s. contimu en tout
point ett admet une partie séparante D, , alors toute partie D dénombrable dense dans

E est séparante.

Clest un résultat classique qui se retrouve facilement ici. Pour tout ouvert G, la

continuité p.s. domme, d'sprés la proposition 7 s

g ) = Send 7 = {enn 18
Lonena £ g5 = jend £ 47 pTs.  LENDNA 4
Comme D, est séparante, ce dernier ensemble est p.s. égal & Vg, et on a bien :
&0
v, ) = o0

&



PROPOSITION 9 — Si A eat & la fois séparable et p.s. cogptinmu en tout point, on a
T

P.3. A = A,

En effet, pour D dénombrable dense, on a p.s. & la fois A .

Il

IR D (Prop. ) ,et

&
AfiD<=A (Prop. 7) , d'ou PeSe ACX ; c'est & dire p.s. A = A .,
. 3 , -
PROPOSITION 10 ~ Le sous—ensemble J = A = A" des ouverts—fermés de F est
mesurable pour (F7 (U) .
En effet, =i ED est une base dénombrable de la topologie de B , A = A d&quivaut

fgw]
a : " pour tout Bégs ,ona BOA = g ou il existe B'€ & avec B'<.B

et B« A M dlonr ¢

a . (VE)U%U;@ 2

Gl B B

Définition, (Continuité presque sfire en tout compact)Un ensemble aldatoire A sur &, &7 Cf)

est presque slrement continu en un compact K, s'il y a une probabilité unité pour
que la fonctionnelle aléatoire X(A4,K) soit cont inue en XK., o De méme, A est p.s.
continu en tout compact si, pour tout compact X , l'évinement : " X est continu en K *

est presque certain .

Il faut toutefois vérifier que ™ X est conbinu en K," est bien un événement de S (U} .
: — K, 8 e i
D'aprés la Proposition 4 de A-42 , on a : " X est continue en K, "= Vo U g AD !fdat,@' ¢
0 Ve i3 N r’.\
Mais " ANK_ # g v équivaut & : ™ un ouvert B de la base denombrable J© est
o
contenu dans A et rencontre KM c'est & dive i : »Oh ‘SQ) & 6‘[&)
L3S . .
: (3) n !’:o 'G{‘ {f

PROPOSITION 11 - Pour un ensemble aléatoire sur & , & () , la contimuité p.s.

en tout compact entraine la continuitd p.s. en tout point. la sé arabilité, et 1'égalitd
P I P 9 9 &

v & p=s V= pour tout ouvert relativement compact G . - i
@ Do < -
En effet, pour XK = §:-:§ , on obtient la continuité p.s. en x gE . 51 G est un

ouvert relativement compact, et D une partie dénombrable.dense, leg inclusions

g & - )
VEQVG::VG—QD = " GRDAA F/ 5511 = " GQA fl_ }?{n — " G QA 7.,_( én

deviennent des égzlités p.s., d'aprés la prop.4 de A-42 , lorscue la contimuité en G
est réalisée, ce qui démontre les deux autres affirmations de 1'énoncéd.
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COROLLAIRE 1 - La continuité en G est réalisée pour'tout ouvert G r:lativement compact

-a. . ra
zi et seulement si on a p.s. V@ = VG' et A = 4 ., Toute partie dénombrable
dense est alors séparante.

. & . .. ; o
En effet, A = A entraine 1'équivalence GlA # 4 i GNA # ;/5 , et 1la

chaine d'inclusions figurant dans la demonstration de la proposition montre, compte
gu £ 2

tenu de A-42, Prop. 4, que la condition de 1l'énoncé est suffisante.

Inversement, si S}) est une base denombrable de la topclogie de E cons’ci'tuée d*ouverts
relativement compacts, et si la contimuité p.s. ea tout compac’c?; (g ouvert) est
réaliséde, 1'événement : " X est continu en B pour tous les Be&f2 " est presque
certain. L'équivalence A = E 2= Yred | AflB = 4 ou ZV\B £ 8
montre que'l’on ap. 8. A = Efi . Enfin, 1'égalité ¢3Vg et la séparabilité resultent

des inclusions figurant dans la demonstration de la proposition,

THEOREME 2 — (Mesurabilité de &, & () ) . L'application k(x,4) v: B % —» 0,12

définie par k(x,A) =4 si xeh et k(x,A) =0 =i xa}A est mesurable pour la

& -algtbre produit &(F) @ 6’(19}

; A
Montrons que k (O) = \

i—xiavdk est dans & ((07) . Soit IS une base dénombrable de
g -
¢ A & 9B ,zeB, AeV® . Ansi:

g
. la topologie de E. On a x

Sy = U sev® ¢ s (L)
B¢

COROLLAIRE~ Si M est une mesure positive bornée sur E , ¢ (%) , ltapplication:

x(a) de F dans R, définie par :

x(a) = /Al‘-{(dx) = /k(ng) M(dx)

est une variable aléatoire, et son espérance mathémetique est donnde par :
E{x(a)] = / P(xe 2 ) u(dx)

C'est 1& une conséquence immédiate du théorime 2 , compte tenu d'un résultat classique.,



39/ E: mbles ouverts aléstoires.

L'application F-> QF définit un homéomorphisme de ¥ et de gj » et aussi
un isomorphisme des & —algdbrez & (W) et e (U)) . Par conséaquent, & chacune
des propositions du paragraphe précédent correspond, p‘ar dualité, une proposition
relative & UJ o ( ()f) que 1'on Tormera facilement. Nous donnerouns seulement

quelques resultats complémentaires.

4 G
4
[p]
\
o |

PROFOSITION 1 - Les applications @ : F—» F deJ dans Lg , et

de g(? dans 5'7 , sont mesurables.
-_z -—
En effet, cherchons, par exemple, l'image inverse & (Vé) de VB =% , B ouvert
dans B, par l'applicetion ¥ . Comme GNB £ ¢ dSquiveut & GilB £ 4,
-~ /
ona ¢ <VP>) = Va& 4 . Mais par dualité, la prop. 5 du 32 montre que,

dans Lﬁ s VG & G‘“C‘—ﬁ)

> .
Coxrollaire 1 — L’appllcatlon F - F de G‘:. & () dans lu:.--mcmeg et 1l'appli-

cation G — G de Cﬁ9 &m (LU) dans lui-méme sont mesurables.

¢ o —
COROLLATRE 2 - : Mesurabilité de F - L'application k(x,F) de E#F dams { 0,13
& o & fo) .
définie par E(X;,F) = 1 s x€? et X(x,F) = 0 si x & P est mesurable
pour & (¥ )& & () . Pour toute mesure M positive bornée sur & , (%),

. . o
l'intégrale J M(dx) est une variable aldatoire d'espérance /I:”(xeﬂ ) w(ax)
A

[ o
En effet, k est le prodmit des applications mesurables (x,F) —> (ng) de -E =%

dans B = , et k(x,G) de Evd  dans ' 0,15 . De méme :
J g .

COROLLATRE 3 — Mesurabilité de G . L'application k de B« OL;’ dans .5091}

définie par :\k(}:,G) =1 si xa?‘} et k(zc?G) =0 si xé:é' est mesurable pour

6(%{ Y& € (W) . Pour toute mesure positive bornde M sur E, & (Lé) L'intégrale

%M(dﬂ.) est une varlable aléatoire de .5 (1) d'espérance /P(xéf) M(dx)
: v

& L
La mesurabilité de & et celle de 4 rfont l'objet d'énoncés analogues,
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&
42/ Ensembles aldatoires de ?H? L& ()

Sur 3&0 , la & —algdbre 6~ (U)) 5’35’(@) est, en fait, engendrée par les WG et

! , N . . o 2
les V° (GDG‘ ouvems) , clest & dire, avec nos notations, par la famille ¥ des
~ 0

parties Sg de définies comme suit :
¢ i o —
AE’SG (’.:> A=>G , An(}* = ¢ ,\/_.::‘} A= G, Aﬂ‘G' = ;5

. L R g \ a

T1 est indifférent de définir cette &~ -algdbre o' (T ) sur ?(E) lui-méme,

ou seulement sur 1l'espace quotient 9—( = ?(E)/ﬁ‘\ . Les deux points de vue
conduisent & travailler uniquement sur l'oaverture et sur la fermature de

1l'ensemble alédatoire A. Ainsi :

- & & — —
PROPOSITION 1 -~ Si (R est la relation ¢+ " AT A si A= A' et A = A' " dans

517(E) s l'espace quotient ? (E)/()”\ munl de 6"(@) est isomorphe & 9,{ mand.
s (W) es(D) . |

. : . !
On définira sans peine la semi-algebre engendrant &* (3.) dans é}@ ; et la classe
by, K G/

compacte qu'elle contient, qui est celle des W, s Voo . « De m8me, on

& g::_],--r:g

vérifiera la proposition suivanke :

PROPOSITION 2 -~ Si D est une partie dénombrable dense dans E , 1l'applicatioh
) . ) ,
ot h— (FUP,TP) d P maide e (M) dans X mui de & ()
est mesurable. Si P! est une probabilité sur ﬁ (BY , Q(JVL) , obtenue, par

exemple, en prolongeant une leoi spatiale, la formule P(s) = P’Yci' ‘(8)7 pour
S¢ & ({) définit une probabilité sur éq’? , G (é‘) , et l'ensemble aléatoire

ainsi obtenu est séparable pour D 3

Définition. Une partie D dénombrable dense dans E est séparante pour 0 , &(8)
P sl elle est séparante pour g{ ) & (@ﬁ), P edt pour :3? , & @) ;, P, autrement
dit, =i l'on a p.s. A< ApD et E)AC‘?}ADD ; ou , ce qui revient au méme, si

l'on a p.s. A = IR0 et ‘@A = @AQD .



PROPOSITION 3 — Une partie D dénombrable dense dans E est séparante pour -

1'ensemble aléatoire A défini par 910 3) P , si et seulement sl on a, pour

et Wg = ¥

tout ouvert G p.s. V. = V Tenp

& &b

PROPOSITION 4 — I'ensemble aléatoire A défini par 69 (), P est dait
presque slremen{ continu en tout point si, pour tout x £E , on a P( x ¢ Fra) =0 .
Pour que A soit p.s. continmu en tout point, il Lau*t et il suffit que, pour toute

partie D dénombrable denze, on ait p.s. ¢ Al D A et GA(]D < 85 TEZX,

o : o
Lorsqu'il en est ainsi, on a p.s. ARD<4 et GAQD = GA . Par suite s

PROPOSITION 5 — Si A est & la fois séparable et p.s. continu en tout point,
— = e L
on ap.s. A = I et A = A .

Ces relations caractérisent des ensembles bien constrults, sans points igolés
ni lacunes ponctuelles. On peut penser, par exemple, qu'un milieu poreux se laissera ‘
décrire comme une réalisation d'un ensemble aléatoire séparable et p.s. continu
en tout point pour % G (:?) P . On établira sans pelne les propriétés de
mesurabilité de A et de A : les applications A - A ot A —» & sont ici

les projections, et sont donc continues et par suite mesurables.

2 5/ Erosions. dilatations et granulométries.

Nous sﬁpposons, dans ce paragraphe, que l'espace localement compact de type
dénombrable E est dgalement muni d'une structure de groupe abélien compatible

avec sa topologie.

Défanitions . A et B étant des parties de E 1'ensemble AFB est appelé

dilaté de A par B, L'ensemble L)( QA@ B ) est appelé érodé de A par B, et
noté A{®3B .

On a vu (A—-Sgy Prop. 2) qué.,r pour tout compact K, F@K est une zpplication

continue de o dans lui-méme. La dilatation selon un compact est donc une opération
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.. e . are . - ., t
continue dans J° , mais on peut montrer que 1'dérosion par contre n'est pas
continue dansg % . Par dualité, on voit que l'érosion est continue dans L{ ,mais
P

non la dilatation.

PROPO°ITIOI\1 1l - (Weaurablllte des dilatations). Soit A un ensemble aldatoire

pour F 5 g’(V) Pour tout compact K, A @ Kest un ensemble aléatoire sur
6‘ ¢ g (J) , et 1’appllcaglon de BxF sur {0,1_25 définie par k(x) =71
i x g A®K et k(x) = 0 si x ¢ 4 @K est mesurable pour G (F) & s(0)

En effet, cette application est le produit de ltapplication contimue (x,F) —

(XQF@K) de ExF dans lui-méme par l'application mesurable définie en A-2¢ Prop.I2

COROLLAIRE. Pour toute mesure positive M bornée sur E , ¢ (&) ; 1'intégrale
_/(9 M(dx) est une variable aldatoire d'espérance /P( x € A®K ) Miax) .

THEOREME - L'application « : A ~» A@K (K compact) de F dans lui-mdme

est mesurable pour 6’((3") -

Pour A&F , ﬁA@K est ouvert; et ASEEF . Commeg (&9) est
engendrée par les VK‘ (ke compact) , il suffit de montrer que l'image inverse
de VKE est dans 6((,9’) . Cette image inverse est ¢

-1 : —_— - _ . Y
< (V) = {,A P ACY MA@ E TV = %A :Ae¢T ,dyext (K)VCA\?S
~ &

Soit D' une partie dénombrabe denmse sur le compact K'; et solent B, '3]33':3;.
un systéme fondamental dénombrable de voisinages décroissants, symétriques et
relamvemen’c compacts de XEEXH L'élément O du groupe topologique E . Si A©K
-_<,» K', on peut, pour tout yg¢ K' et tout B, s trouver z, & DT

avec (y—z)éB_ﬂ . Ainsi :

HE AQK eV, = ¥wa I3 €D L 3 "
i

Montrons que ltimplication inverse est vérifide. Soit z, , une suite d'éléments

de D' avec (r() < A @B . K' étant compact, soit z, une suite partielle
E &
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—_— M v
convergeant ver zéé X*, Dans § , les (K)é convergent vers (K)jﬁ, et les

- ng
A@B""e vers A , comme on le vérifie facilement. Ainsi, tout y € (K)‘g est
% v &
iimite d'une sulite d'éldments v, & (K)3

& @y

>

<= A@Eh . (Th, 3, A-12, critdre 1').
— 4 3 :
Comme y, € A® BV__5 , le critére 2' de ce mime théoréme donne y & A - On a

y 3

doze bien (K) 5 < A pour un z, & XK' , ce qui démontre l'implication que nous
3

avions en vue.Il en résulte que l'on peut écrire “
. . Y ey
, 8o Y, < A@L E
{A:A@KéV,,&: n U ‘ L O 9 "
‘ D n>0 yed
: » _
I1 reste & montrer que 1'ensemble des A vérifiant : " (X) < A @B, "

¥
appartient & & (8) . Cell va resulter de la proposition suivante

PROPOSITION 2 — Si K et B sont deux compacts, 1'ensemble des A ¢ & vérifiant
Jr—

NKCA@B " appartient 3 & (V) . , -

Prenons, en effet, D dénombrable dense sur K. Les équivalences :i
ke 4@3 5 Dder@d & ne [l V),
Yyei ¢
resultant de la prop. 1 de A-62 et montrent que " K< A@B " && (U) ,

COROLLAIRE 1 ~ Si A est un ensemble aléatoire sur 3: ) G (L?) s pour tout

compact X , AKX est un ensemble aléatoire sur 35, C‘((ﬁ) , et L'application
de Ex 5 surgogil} définie par k(x) =1 si x ¢ AQK et k(x) =0 si xgé AKX
est mesurable pour & (F) @ () -

CORQLLAIRE 2 — Dans les mmes conditions, pour toute mesure M positive bornde
sur E, & (5) 1'intégrale 9/31* M(dx) est une variable aléatoire 4!
AR
espérance /P( x & AGK ) M(ax) .

Définition. A tout A &% et & tout compact K<=E on associe les ensembles
Y v '
.= A e = K. On dit que Aay es ouverture
Ly K) QK et Ay (LOK) @X . On dit g Agy est 1t tu
-, k i 2 K )

de A selon le compact XK; et A_@ la fermeture de A selon le compact K .
24




Les applications A —» Ag et A —» A, sont en dualité. On vérifie que
la premiére, par exemple, est une opération croissainte, isotone et &dempotente,

de sorte qu'il s'agit bien d'une ouverture et d'une fermeture au sens de l'algdbre,

PROPOSITION 3 —~ Mesurabilité des gramulométries. Si A est un emsemble aldsatoire

sur § , & (&) , il en est de méme de A'_’fv\ et de Au) pour tout compact X .
De plus, les applications de B x% sur-%o,l}; définies par ¥k, (x) =1 &1 x & A{z
v g

et 0 si x4 A?; et par 1‘:@(}:) =1 sl x¢ Aw)"et 0si x ¢ Ay, sont mesurables

¥~

pour B (F\ o & lv)

En effe’ca ces applications se mettent sous la forme de produits dfapplications

mesurables,

COROLLATRE - Pour toute mesure positive bornde M sur B, G (?) les intégrales

Jf: mlax) et / M(dx) sont des variables aléatoires admettant respectivement
I .

i

f“u);.»;
les espérances /P( x C—-A? ) M(d:{) et ﬁ( X € va) M(dx) .

&

P(x & Ag, ) est une fonction croissante du compact K ,et P( x EA,,OK) une

fonction décroissante. Dans le cas stationnaire ; on a P(V) = P(V;{) pour tout

+x 6E et tout Ve & () . La fonction P( x ¢ A%) ne dépend plus de x , et
permet alors de définir la granmilometrie de 1'ensemble -aldatoire A s&lon la famille
des compacts de E . De méme, la fonction P{ x & A@K) permet de définir la
granulométrie du complémentaire GA de A ( gramulométrie des pores). Les
resultats précedents montrent que 1'inférence statistique est alors possible

pour ces granulométries.



[
\C

CHAPTITRE II — PARTTTIONS ALEATOLRES

Wous dfsignerons toujours par E un éspace localement compact de type dénombrable
et par 3‘3 une base fondamentale constituée d'ouverts relativement compacts, telle
que tout ouvert de E soit réunion dénombrable de B ;o By ¢ | Liensemble

T .
des partitions or de E sera noté J{ (E) , ou simplement a0 .

/’\ —
A - 1'ESPACE compact Vo (E)

Graphe de T €JL — Tne partition wET de 1'espace E peut &tre définie

- par l'ensemble ( 77 ),:C_z de ses classes ( avec Z(Z—}—_zi} = E et THATY = ‘;5

pour i £ 3 ) s OU encore par son graphe, qui est le sous-ensemble C = U F; * raé
de 1l'espace EW®E . Les axiomes constitutifs de C sont les suivants.: - Lo
1-vxe®, (RYecC

2 - ¥ XLy & B (X9Y> & C = (Y9x) c

z

2 "?L'xyypz &E (X9Y)6C et (Y7Z)€C ;:"7 '(X,Z>L£-’C

Sous une forme géométrique équivalemte, el désignant par /N la diagondle de

BExXE et par B , B' des parties quelconques de E, ces axiomes s'dcrivent :

-

i~ D = ¢
2t = BxB'C C = B'RXB<(
3" = BxB'«c(C = BB <=¢C

Espace )(a . D'un point de vue physique, on peut penser que seules possédent
une signification réelle des propositions dont 1'dnoncé ne fait intervenir que
7
les ouvertures '2—: des classes de W . L'attribution des points frontidres

reste douteuse, et l'on ne peut réellement affirmer que deux points x et y sont
équivahents pour W que si l'on a pu trouver deux voisinages ouverts de ces points

O

contenus dans une méme classe TTZ (donc dans T‘g« ) .Deux partitions seront donc



regardéés comme équivalentes si les ouvertures de chacune de leurs classes
coincident. Ce point de vue conduit & remplacer la partition initiale W & J{ par
une partition ”ﬁ‘ dont les classes sont

I — celles des %L' qui ne sont pas vides

2 ~ les {x% , pour x décrivant 1'ensemble frontidre (fermé) :

L)
po 0 = U TN
L& L&X

& .
On passe de W a T en ouvrant les classeseb en atomisant les frontidres.Nous

—
désignerons par j{,o l'espace des partitions ainsi obtenues : c'est 1'espace

des partitions dont les classes sont ouvertes ou réduites & un point.

e 7 é N Vd 3 03 ra -
Remaroue. Un élément @ £7J( définit une équivalence ouverte, au sens de la

I O )
topologie générale, puisque le saturé rz;. pour T d'un ouvert G est ouvert dans
E . Mais une équivalence ouverte ne définit pas, en général, un éldment de o .
On évitera donc ls terminologie incorrecte " éguivalence ouverte " pour désigner

les éléments de ')Tg .

PROT”‘OSI"‘ION 1 - 31 C est le graphe de “T&T(‘ 9 C U est e graphe de la

partition rr & )(b que l'on déduit de 7T en ouvrant les classes et en atomisant

les frontidres.

>
@ . x\
En effet, ona C = SEL e L .l:)l_‘
Tn versement, si (x,y) g ¢ ( x ,é vy ), on peut trouver deux voisinages B, et

Eé} de % et de y dans E avec B X B < C XIXif Mais les axiomes 2' et 3'

domnent alors B, x B <C , d'oit B, ><(B UB)<=¢C et (B,UB )&(B Us)<c .
Par suite, {¥on peut trouver i avec (x?y) '{q& , d'ol C = U . ,;TF

Pl ¢
—
) o ¢
faut et 11 suffit que C ﬂgﬁb soit ouvert, ou encore que l'on ait C = C? U N -

COROLLATRE 1 — Pour qu'une partition w &){ de graphe C soit dans il

o .
La condition C = C{JA est nécéssaire et suffisante d'aprds la proposition

<
précédente. Elle entraine que C ﬂgz!) = C{} f A est ouvert. Inversement,



7L

Ly

sUpPpPOSONs ¢ i GA ouvert. 3i C f\(fj). = ;z{'g. ona C = 4A et welly . Soit

done (x,y) ¢ ¢ i SQ . On peut trouver deux voisinages ouverts B,_ et B, _ de
A . . i N

x et de y avec B’LK.BS_CC HGA < D, et l'axiome 3' domne B X BJC‘_C .

Le point x est donc intérieur & sa classe, et ,ce point étant quelcongue, toute

classe non réduite & un point est ouverte,

[ . <
COROLLAIRE 2 ~ € étant un ouvert de B« E , CUD est le graphe d'une

. o o7 . .
édguivalence i € T o =i et seulement si pour tous les ensembles oquverts G 4 » G

f

de E les dcux conditions sulvantes sont vérifides :

Qe

[&]

2" - GG =  G,xe, < C
& o

31 . G rGeC 2 GG <= C

La condition est nécéssaire, dlapres 2°' et 3&'.Inversement, 1 est vérifié, et
2ne entralne 2. Montrons gue 3'' entraine 3. Soient x,y, et z trois po:mi:sg avee
j et y # £z . Si (1,37) eu (ygz) gsont dans C , on peut trouver tro:Ls voisinage: -
ouverts B, , BJ g etB de x,y et z avec B, KBCC et B xB C‘-C . De 2'¢
on tire B X B < ¢ , d‘Ou (BxUBé ) % Bgc ¢ , et, d'apres 3" , (BU Bg)x(

(BJLUBé)CC . On a bien (‘xgz)(—:@ .

I1ya donc fine correspondance bijective entre 'ﬁa et le sous-ensemble de
qu (EXE) constitué des ouverts C de B xE vérifiant les axiomes 2” et 37
Nous identifierons J{, avec ce sous—ensemble, et nous le munirons de 1a topologie
induitevpar celle de g(E *E) , qui est la topologie g(w‘) compacte et

admettant une baze dénombradble.

Notations. Nous utiliserons la notation R e bour représenter la famille
des partitions T ( eI ou «;‘j—i)To ) pour lesquelles l'ensemble B est conterm
dans une classe, et la notation R pour désigmner son complementalz'e ( Bn'est

.pas contenu dans une classed .
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‘ ’ o
PROPOSITION 2 — La topologie de K}TD est engendrée par les R K et les R

(X compact, et @ ouvert dans E ) .

En enetg la topologie de (ﬂ (EAE) est engendrée par les W, . ' et les
G.a
IO" (K9 X' compacts, et G9 el ouverts dans E ),Ma_lo les axiomes 2' et 37

montrent que la restriction a ')TO de W, est identique 2 celle de W{, e C(KU <)

G-46 deve\ Ty

qui est R, » et de méme celle de W © s'identifie &

THEOREME ~ %es’c un sous—espace fermé, donc compact, de 4 (EXE) , et

posséde une base fondamentale dénombrable d'ouverts.

. — ' . o)
Tout se raméne & montrer que )ta est fermé dans g (E %E) . Soit une suite C.,,
. ] o)
dt*éléments de “{ (EXE) vérifiant les axiomes 2'' et 3°'' et convergeant vers C

>
s ﬁ (EXE) . Il faut montrer que C vérifie les axiomes 2 et 3 .

-0 : &
Soient donc x, y et z troispoints, avec x # vy ety ;é z (x,y) < C et (y?z) & C

——

,8% soient B B et B, trois vmsz.nages compacts de ces points (B ; B, eT B

*7 Ty g o P
étant dcs ouverts de la base & ,_5 ) avec B ® B < C et Bg"Bé <8 . Comme C,_
converge vers C dans é; (E xE) , On a egalement B yC gh et B ’“.BJCC
o a
pour n assez grand, donc aussi B_x B < O, et B, = %c C, . Mails T, vérifie

2t et 3'', et par suite = Bé'si B:LC: et B x BéC‘ C, . Mais alors gverlfle

leg mémes inclusions. En effet, dans 1@ cas contraire, on aurait C eV “’ “s U w "
et, par suite, pour n assez grand, gh appartiendrait aussi & cet ouvert de ?(E X E)
ce qui contredirait les inclusions ci-dessus.
o 0. © o
On a donec ng Bx‘e C et B?;:i B}& C, ge qui entraine yyx) e C et (x,2) & C :
les axiomes 2 et 3 sont donc vérifiés, et C P [\ est le graphe d'une partition

o o N P
Woo. Mais W €Jlp d'aprés la proposition 1 .

. &
PROPOSITION 3 — 5i une partition @ est dans ':)To s elle admet au plus une

infinité dénombrable de classes non réduites & un point.

KE

En effet, chaque classe ouverte contient au moins un ouvert de la base 35

dénombrable de BRE .
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Proposition 4 — Le sous-espace )(D constitué des W & p admettant au plus

n classes ouvertes est fermé, donc compact, dans "]Tb .

Pour abréger les notations, raisonnons avec n = 2 . '?I‘ é(ﬁa‘ signifie que,
parmi trois points appartenant & des classes ouvertes, deux au moins sont équivalents
modulo 'io‘(‘ .

o , )

Soient W, sJp " une suite de partitions dont les graphes ouverts C., convergent

dans (g vers un ouvertd % « 11 4faut monteer que % J2 est le graphe d'une
o 12\ < . 0 ial o

partition w é)( .88 C estvide, oma wel s < Tlp . 81 C n'est pas
vide, solent x; (i= 1,2,3) trois points quelconques appartenant & des classes
ouvertes de *?[ ;, clest & dire vérifiant (ngxz) c’;‘% . On peut trouver, pour
chaque 1 ; un voisinage ouvert relativement compact B ;. de X, avec "_ﬁ;w% 55:‘?1 T
Pour n assez grand, on a donc : Eﬁ i‘dc 8% . Par suite,, pour chacjue i1 asses
grand, on peut’ trouver deux indices iq # jH avec _ﬁ:nx E;,h <::8‘j ; -donc aussi
B~ A ‘Bj < 8 . Mais alorsy on peut également trouver deux indices distincts i
et j avec B,x B < C’ s car, dans le cas contraire, on aurait B« B ’,L- C pour
les six couples i # j d®s que n serait assex grand. Mais B ® Bq < C entra:me

v {
ve x, et x: appartiemment & la méme classe ouverte de -7 ; donc ~' ' ‘2}
q by ; @pP

Coneidéré comme un élément de % (E) , un ensemble A< E est assimild
au couple (XQZ) . On peut aussi bien le représenter par le couple (X P GX )

qii est dans f (B) % g(E) . Plus précisément :

o P ’
PROPOSITION 5 — L'application (&,2) —- (4, 6A ) est un homéomorphisme de
9’? (E) 'sur le sous—ensemble de %(E) % /(E) ‘constitué par les couples (G,G')
d'ouverts disjoints de E.
C' . L v . = —s (}}\' . £ - "? C{?
est immediat; pulsque A~$ [{A est un homéomorphisme de F sur 7 -
o g

o ) R tal
Le couple (4, ()A) definit aussi une partition T éﬂa de E comportant au plus

< — : -
deux classes ouvertes A et gA , et des clamses ponctuelles (les ‘( X% pour x Fr 4),
Inversement, si une partition possede au plus deux classes ouvertes G, et Gl ,11

lui correspond deux éléments possibles (G , G.) et (¢ » G ) de Qﬂ s LZ,} ; Pulsque
R R A

¢



et

o
on ne sait pas laguelle des deux classes ouvertes doit &twe appelde A . Cette
indetermination de la terminologie se traduit par la relation d'équivalence f):z_ e 3
"AzA si A=A ou QA = A' " dans g{/f . Dfou :

' i2) : —
PROPOSITION 6 ~ L'espace 7(0 est homéomorphe & 1'espace quotient ;L\O// O{C

En effet, dans 3’() , les ouverts saturés pour la relation ® csont engendrés

~— G g .
par les W_x& U lg’f* VK et les W & U %’g x \/(.7 gui correspondent |
s . . Cvz

‘ e -
bijectivement aux R'K et aux R ’lesquels engendrent la topologie de >

(Proposition 2 ) »



B - & -ATCEBRES ET PROBABILITES SUR I\ _ET T(\D .

—
19/ Loi spatisle et % —algébre meigre G(RJ.) sur )( .

P

La plus petite & —-algdbre sur ﬁ\ compatible avec une loi spatiale est engéndrée
par les propositions du type : " x £y modulo W " pour x,y ¢ E ,.i c est!z\i dire
par les Ry , I partie finie de E. On voit fac:.lement que les R«T '._;"T S
constitﬁent une semi-algebre de Boole J\'L qui engendre la & -algtbre maigre 6~ <R’I)'

Mais JV\_ engendre également une topologie, O{(\M\) su,ro s OU fopologie maigre.

PROPOSITION 1 ~ :)T muni de la topologie malgre est un espace compact,

En effet, d'aprés la prop. 1 , ch, I, B, 19, nous savoms que ? (EXE) muni
de sa topologie maigre est un espace compact. La topologie mndulte sur ) Q(E S E)
est engendrée par les R, et les R:‘. I1 suffit donc de prouver que W est
fermé dans ? (E,(E) A

L'axiome 1 des graphes signifie que”}{ est contemu dans le fermé ﬂ - Sg,(),(% \

X g
l'axiome @ signifie que J[ est contenu dans le fermé n [ LXvy% US £413 }
: 3ed '
g&&

' Pﬁai Swil
- et l'ari t contenu dans l'e ble : f) N ﬂ (—
et 1'ariome 3 que J[ es e s L'ensemble Xegyer jee {3 Iy

également fermé. J{ , intersection de ces trois ensembles fermés, est fermé et

compact dans J (E&E@ .

COROLLAIRE 1 - Dans “ s la semi-algébre est également une classe compacte.
- mp

COROLTATRE 2 — Toute fonction additive d'ensemble appliquant /U sur 0,17 -

c'est a dire toute loi spatiale ~ se prolonge en une probabilité sur la € —algdbre

maigre.

La facilité de ce résultat ne doit d'ailleurs pas faire illusion. la & -glgdbre
c;"(Rj; ) est réellement tres maigre, puisqu’elle .ne contient pas des propositions

du type : "™ l'ouvert G est dans une classe " qui ont une signification concrite
évidente, et dont il n'est pas possible de se passer dans les applications.
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22/ Lg & —algébre & (R &) sur W et (ﬂé%

Hous allons munir w}To de la G -algébre engendrée par les ouverts de cet espace

compact. :

PROPOSITION 1 — La G -algébre engendrée par les fermés de T, est identique

28 € (Rg) 5 @ parcourant 1'ensemble %_ des ouverts de E .

La topologig de Wa admettant une base dénombrable, la §’-algdbre engendrde
par les ouverts de WO est aussi engendrée par les RG et les R t«( & ouvert,
K compact), qui engendrent cette topologie. I1 faut donc montrer R &6 (RG) .
Mais tout compact admet dens E un systéme foﬁdamen‘tal dénombrable de voisinages
ouverts, G, , et un compact K non réduit & un point est contenu dans une classe
ouverte de f% » 8l et seulement si l'un des G ,est éontenu dans une telle classe.

Donc R, = ?}03% ¢ & (R_) .81 K={x{ est réduit b un point, on a R

{2}~ T@

PROPOSITION 2 — Soit &K 1l'application de j( sur )(é faisant correspondre X

< .
toute partition 7 de graphe C la partition < (W)&JU, de graphe C ) & .
Lt'image inverse par < de la G’-algdbre engendrée par les R, dans WO est la

G -algdbre engendrée par les Rg dans J{ .

En effet, R, dans 7% est 1'évinement " GwGe( " , gui équivaut & "¢w & C
04
quelque soit 1l'emsemble C dfouverture C pourvu que G soit ouvert. Il en resulte
~t,
. o 0 .
COROLLATRE, 31 @g est la relation " C = C' gi €e=(C' M dans(:)_f s L'espace

quotient “’}I/@é muni de G’(R@) est isomorphe & j(; . G(RG) .
[¥3

el
I1 n'est donc pas nécéssaire de préciser si clest 1l'espace J{ oum H( o qui a été
muni de @'(RG_) . Dans la logique de cette & -algdbre, on ne s'interesse qu'aux
ouvertures des clazses d'équivalence, et il est indifférent de considérer une

partitionﬁj? dans(y(\ oﬁ son image ‘?f dans j—(o .
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Notations. Par contre 1d notation R ne désigne pas le méme évenement dans
"]T et d@ns T)_(E) . Nous l'utiliserons toujours avec le sens qu'elle prend dans 72\@ .
Par abus de notation, RK signifiera donc toujours, mlme dans l'eai)aceT[ 5 3

" le¢ compact K ( non réduit & un point) est contenu dans l'ouverture d'une classe".

Nous désignons, comme d'habitude, par 3& une base fondarﬁentalé dénombrable
de la topologie de E constituée d'ouveris relativement compacts, telle que tout

- 3
ouvert de E soit réunion dénombrable de compacts B g avec B; & RETEES

i
_ ) . 7 Copre S
PROPOSITION 3 — La famille CL des parties de (s de 1la forme R, e,

o chaque C; , C:f est dans @ ou est la fermgture d'un ensémble de f& » constitue
ns B

une semi-algébre qui engendre G~ (r 6~> et pour laguelle les RE"‘“ ﬁa*{ (Bc\,B; Gﬁ 4

) "1)“ . l”

constituent une classe compacte @

Ea effet, il est immédiat que Q est une semi-algébre de Bdole. D'autre part,
les R%@?z © constituent une base dénombrable de la topologie de "’t:}v(; , et par '
suite 6 (Q) = &(r 6) . Enfin, ([ est une clesse compacte, paisque tout R & L
est compact pour la topologie de "ﬂ.& .

COROLLATRE . Soit (1, 1'algdbre de Boole engendrée par () , et &, < Cl
la classe compacte stable pour la réunion finie engendrée par . . Pour gu'une
fonction additive d'ensemble P appliquant {J 4 Sur (O,l 1 se prolonge en une
probabilité sur & (R G«> il faut et il suffit qu'elle posséde la propriété
d'approximation : VRéOo I P(R) = Sup{P(C) ; Ceﬁld R Cch

La démonstration découle du théoréme du ch., I, B~ 22 .

PROPOSITION 4 -~ Soient D une partie dénombrable dense dans E, et D* = DD

dense dans ExE , L'application & quigﬁau graphe C d'une partition T & )
fait. correspondre l'ouvert 4 {(C) = C Ut}D' définit une application mesurable

de J{, 6(M) dans T(b, 6 (Rg) .

]
— v

Montrons d'abord gue o (C) U D est le graphe d'une partition =1 &7 a-
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Si G et G sont deux ouverts de E ,ona GaG'a «(c) & (exa)pr<c o
Mais CY]D* est le graphe de le restriction & D<= E de la partition W , et
les axiomes 2' et 3 entrainent : (G'x G\ iDr=CnD' et (ex@) D' C OO,
donec aussi (G'y G)< C UQD' et (GrG)< CUgD' . Par suite, of (C) vérifie
les axiomes 2'' et 3'' , et K(C)JD est le graphe d'une partition e fo - o

Montrons maintenant que cette applicatioh est mesurable, c'est & dire par
exemple que l'image inverse de R@Cﬂa est bien .dans 6"<Rr ) » Mals, pour
que l'ouvert ¢ soit dans une classe ouverte de T o= o (w) , il Ffaut et il
suffit que 1'on ait : GxG< CU[D' , ou, ce qui revient au méme, (6xG)NAD'<=C ..
Comme D* = DxD , ceci est encore équivathent & Rg,p dans J{ . Ainsi,

~
d4 (R = Rg,, € & (Ry) .

&) = Ben

COROLLAIRE. S8i.P!' est une probabilité sur g"(RE ) - obtenue, par exemple, en
prolongeant une loi spatiale — la formule P(R) = P! (& (R)] pour, R & & (RG)
définit une probabilité sur T[o , " (R ) o '

Le formule o (RG) = Rgpp montre de plus gue la probabilité P ainsi

construite fait de D wune partie séparante au sens de la ¢

Définition.Une partie D dénombrable dense dans E est séparante pour la partition
aléatoire ﬂo, c (R G_) , P si, et seulement si, pour tout ouvert G on a

Re-= R
D GD

H , ou encore si tout point x ¢ E appartenant & une classe ouverte

est p.s. limite d'une suite de points de D équivalents a x .

Définition.Une partition aléatoire —jTO;, & (Ré) , P est p.s. continue en un
point x & E (en tout point x GE) 'si P(x,e¥F) =0 .( P(x &F) =.0 pout tout

x & B ), F désignant l'ensemble des classes ponctuelles,

PN O)) (o}
PROPOSTTION 5 -Les sous-ensembles J{, "= " 1T comporte au plus n ¢lasses ouvertes"
“ [ '
et U 3’2; Yo_ o {7 comporte un nombre fini de classes ouvertes" sont dans G (R&)
1) >O

Bn effet, ce sont des sous-ensembles fermés de )TD (A, Prop. 5).'
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< & . .
PROPOSITION 6 — L'application & : w —» (i de f}Ta'dans Lﬁ , faisant
. =)
1'ouverture (évenmellement vide) de la classe modulo TJ
d'un élément x@&E donné est mesurable pour 6”(RG) et ¢ (W) .

.. 6 :
correspondre & tout ¥ GUTD

Bn effet, o (W) = Royeg € (R

COROLLAIRE 1 -~ Pour XLE donné, 1! abpllcatlon de E ,i'T Sur{O lg définie

par k(x,y) =1 si V& ix et Osi ¥ 4 T” est mesurable pour 6-(D¢> & 6“(!26_)

COROLLATRE 2 ~ Si M est une mesure positive bornée sur B, ¢ (F) , 1'intégrale
/ TlI(d:) est, pour tout x & E , une varlable aldatoire sur *—[ & (RG)
r7

dont
l'esperance mathématique est : /P( Ve ‘P ) mM(ay) -
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CHAPITRE i — FONCTIONS ALEATOIRES

. Nous désignerons par E un espace locaiement compact de type dénombrable, par -
@;(ED (ou simplement par §§ ) 1'ensemble des applications de E dans la droite
compacte R = [~¢ rP], par é; (B) (ou iig) le sous-espace de ij constitué
des fonctions seml contlnues superlourementj-et par 65 (E (ou @?C ) le sous—
espace des fonctions semlfcontlnues inférieurement.En identifiant une fonction

3 son graphe, on identifie par 1la m&me ces espaces fonctionnels & certains sous—
espaces de EP (Eﬁ(ﬁ), que les méthodes du chapitre I permettent de munir de
topologies pour lesquels ils sont compacts.Ce procédé nous conduira logiquement
4 identifier deux fonctions dés qu'elles ont en tout point mémes limites inférieures
et supérieures : il est de fait qie dans bien des domaines-d'application aucune
expérience physiquemenf réalisable ne permettrait de diétinguer l'une de l'autre
ces deux fonctions, Nous obtiendrons ainsi un espace compaot(b analogue a
1'ebpace(g€ du chapitre I. A partir de ces topologies compactes9 11 ‘sera p0531b1e
de construire des ET—algebres et des probabllltes sur ces différents espaces,

et d'aboutir ainsi & une définition de la notion de fonction aldatoire.

On remarquera qu'il n'est possible de construire ces topologies compactes qu'sn
abandonnant la structure d'espace vectoriel topologique dont ces différents
espaces de fonctiong sont habituellement munis. Ce n'est que sur le sous-ensemble
des fonctions continues et bornées sur tout compact que 1l'on retrouve intecte
cette sitructure d'espace topologique vemtoriel. Mals en contre-partie ce sous—

—
espace de gﬁﬁ n'est plus compact.
“

On peut craindre du'il n'y ait 1& une source de difficultés sérieuses, lorsqu'
il s'agira de définir des mesures ou des distribulmdns aléatoires.Mais le
caractere itératif de nos résultats, déja signalé dans le premier chapitre, nous
indiquera la voie & suivre. Si E est localement compact et de type dénombrable,
en effet, il en est de méme des différents espaces 5 see g?i .e.s que l'on
construit sur E, et par suite aussi des itérés T(F) \ TQ:}—‘@\( gﬁ&\ etc.. qui sont
des espaces de fonctiomnelles, et dont certains sous-espaces seront, par exemple

ch espaces de mesures. Cette possibilité sera explorée superf101ellement dans
consacré 'a 1'étude des mesures.

R

un dernler EFEE
pqhayaﬁw

>
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A — TOPOLOGIES SUR 5 (r).

—h
19/ Espaces % et EJE)%..

Nous désignons par @ et @ ‘les sous—espaces de @(E) constitués respectivement

£

des fonctions semi-continues superleurement et inférieurement. Autrement dit,

si 1l'on désigne parrzb le filtre des voisinages ouverts d'un point x g E, on a :
%CF&% &> Vaer vide AneR i b gl wwa

. & 2> va 6 VEX0 J Bef, 'V'f flx) > piz)
ped, <= v et T vep F

A toute fonction C,ﬂé_—@ nous ferons correspondre deux fonctions cp' = limInf ®

-~

et & = llm Sup @ définies par

- Sukb lm£ @ ()
(P(Jl\ - Belsd, xteny

Fexy o it Sup el
5ePx wle B

Il est immédiat que $efF, et ‘y@’e—@{g et que 1'on a

{ -#j’. O & . =
}f vee = P< gt o Tzl o ;
) —
' - P L 9L P ~ =
l» {)Tw.!n__f (% =~ (? et ??W\ SU}’@ :q

Les applications ¢ — 53 et @ - ?ﬂ- sont donc une ouverture et une fermeture, ,
au sens algébrique, de plus : ﬂﬂ & §£ %7 5{9:_((5 et @ e@g =’ CP :5) o
de sorte que l'epsemble des éléments ouverts de @ est 1l'espace §3 des fonctions
Sc:ml—contlnues inférieurement, et l'ensemble des &léments fermds est léespace @

des fonctions semi-continues supérieurement.

o — . o '
Les fonctionnelles X et X . A toute fonction ? éﬁ‘ nous asgsocierons la

j’ . {
'
|

o
fonction numérique X définie sur ?(E) par s -

o o
2(a) = Inf Q@) (<, 4 £ 4 )
e A
et, de meme, & toute 4?6 §¥ la fonction X définie sur & (B) par :
3&:(‘4} = Sup ac.x\ , (ACE » A 74 ‘d )
X EA : S f

Le plus souvent, A sera wn compact K ou un ouvert B. Dang le cas d'un cuvert B,
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- m“ﬁ
O vy -
les fonctionnelles X et X peuvent se construire indifféremment i partir d'une
0 = o —
fonction <p ou de son ouverture @ e 3?23 (pour X ) et de sa fermeture (pqur X ).

On a, en effet, pour tout ouvert B :

?C(B) = Inf q?m-\ = Inf @)
&R XedH

X(B) = Sw @cd = sup @ ()
xe dHEN

-

¢ S~
Ces fonctionnelles determinent ¢ et uisque ar définition, on a :
3 que, 9

Sy« Sub ¥ () D)= d R (g
Pl = besd, QD Bel,

L} - .
X(B) est une fonction décroissante de B , &(B) une fonction croissante. Plus

précisément, elles vérifient les conditions suivantes : B, B, étant des ouverts

non vides quelcongues :

o &
1- x(UB:) = Infx(By)
vey Colew
(UB;) = swpi(s;)

vel ¢ €T

5- X(8) £ X(5)
Inversement, donnons nous une for;ction ;)( définie’ sur lﬁ (é— 3 (ou sur une
base 5?) de la topologie de .; ) et vérifiant la condition 1 . La fonction définie par :
é (x) = Su%‘x (B)
est mamrcste"qenu seml—-contlnue inférieurement. Posons donec : Y(B’) = Inf q? (x)
Comme B' est V01s1nage de tout x &€ B! , on a ?” (x) = X(B ) pour tout x & BY .,
Par suite QI“(B’) >, %(B’) . Montrons qu'en fait on a 1'égalité. En effet, supposons
6Y(B') >/ DX(B') +¢& -avec £50 , c'est & dire : V xeB? N ';g(x)‘z )?(B') + &
ce gii entraine, d'aprés la construction de 5 (%) = _
Vxzes 3B eR : §(Bx),>§c(5') + 8 (0 «27¢¢)
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0 .
Comme X(B) est une fonction croissante, on peut remplacer B, par B, ﬁB’ Gﬁx

p 0 o]
On a ainsi une femille B_{}3B’ eLﬁ avec : ¥ zxe B' x(B NB,) > X(8") + & -

Mais on a aussi bien |J B! B, = B', et, d'aprés la condition 1 :
Lég'
& o
x(B') = Inf X{(B'AB_)
xep!
o) o
On aboutit ainsi & une contradiction, et on conclut Y(B') = X(B’) . Le cas

de la fonctionnelle X se traite de manidre analogue. Enongons donc :

PROPOSITION 1 - Les deux applications :

g((G) = TInf g(;(}:) et ég (x) = Sup ?C(G)

( x&E , G ég{ )} sont inverses l'une de l'autre, et définissent une bijection

de @3

vérifiant la condition 1 .

o ——
sur l'ensemble des fonctions X (définies sur g et & valeurs dans R )

B

De m&me, les deux applications

j

%@ = swp 7(x) et (x) = 1Inof x(6)
NEeG G55,

—~
sont inverses l'une de l'autre et définissent une bijection de @; sur 1l'ensemble
; ‘

des fonctions X (définies sur{,j et & valeurs dans R ) vérifiant la condition 2.

Nous verrons ultérieurement que la condition 3 exprime que l*on peut trouver
une fonction ¢ & @ dont l'ouverture et la fermeture solent justement les

o - . (o] —
fonctions ¢ et @ attachées da X et X,

Si une fonction ¢ est semi-continue supérieurement en x,, on a en ce point
@(x,) = ¢ (x,) : en effet; on a toujours @ (XD) £ Sy(xo) , et, d'autre part,
pour tout £>0 , on peut trouver B e, avec X(B)< P (x,) +¢ ,d'ol
¢ (x,) < Px,) +& et l'égalité ¢ (x,) = ¢ (x_) . La réciproque est immédiate.

On a un résultat analogue pour la semi-continuité inférieure. Enongons :



44

PROPOSITION 2 —~ Une fonction Qe {5 est semi-continue supéricurement en un

point x, si et seulement si on a «p (xo) = é; (Xa) . Elle est semi-continue
, 0 .
inférieurement en X, si et seulement si on a 50 (xo) =@ (xﬂ) ELAATYD)
d ——
Elle est continue en x_ si et seulement si ip(xo) = @ (3%) = ¢ (XD) .

La continuité dont il vient d'&tre question est relative & la droite compacte
(— ool '+.Oﬂ] . Si l'énaveu’c que @ é?_{) soit contimue et bornée en x_ , il fakd
ajouter la condition : ¢ et @ bornés en x, . Plus généralement, chezchons une
condition pour que 2 soit continue e.t bornée sur un compact K< B . Soit 53)

. une base de la topologie de E constitude d'ouverts relativement compacts. Si @
est contimue et bornde sur K", ona XK) < ¢ et ?((K) > =% | De plus,
pour tout & > 0 , on peut trouver un recouvrement fini de K par des compacts
i_, yeee _:E;n » B/ eSb , avec H’(x) - ?(y)\ L& pour tout x € K et tout y < K

appartenant & un méme By . Inversement, ces conditions sont manifestement

suffisantes :

PROPOSI TION 35 ~ Une fonction @ est continue et bornée sur un compact K si, et

§ _ & .
seulement si on a X(X) «vo , X(K) D> -2 ,et si, pour tout & >a ,on peut
N ) avec

trouver un recouvrement fini de K par des compacts B7 see B, (B.

¢
B NK) - X(E 1K) €&, (i =1,2,.. n).

29/ Graphe de @ E‘:@_

Nous définirons une fonction quelcongue @ e @ par son graphe C dans E X [tv 4-oe’]

Ce graphe vérifie les deux axiomes suivants

1- Vz€E Ayer ¢ (xy)ec c
o - - <=
> ¥xeE ¥yeR , (gy)ec = xx{-¢ 4]
On n'oubliera pas que les valeurs + & et -2 sont -admises pour ¢ (x) . Cette
définition du graphe C différe de la définition usuelle (ensemble des (x,f(x) )
pour x € B ). Elle lui est équivalente,puisqu’en tout point x on a ?(x) =

sup (v : (x,y) €C) .
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I1 n'est d'ailleurs pas nécéssaire de préciser si le point (x, @ (z) )
appartient lui-méme ou non & C : en tout point x € E la coupe du graphe C est
un intervalie L -, @ (:{)) dont il n'est pas utile de préciser s'il est
ouvert ou fermé & droite. Ainsi, une fonction ¢ 6—@5 est caractérisée non par
un graphe C unique, mé.is, ep réalité, par une classe de graphes équivalents pour
la relation : " C 2 C' sl en tout x €E les coupes de C et de C' ont méme

fermeture dans R " .

39/ Espace topologique compact j@:{;

PROPOSITION 1 ~ Si une fonction @ C—Ej admet un graphe C , sa limite supérieure

5& '@Pr admet le graphe E (fexmeture de C dans Exﬁ ) .

Bn effet, on voit immédiatement que (x,y)@‘% T e’duivaut a: " q EY0 , 4 B G[f?)_x

x(B) < y - " domca:"3E >0, InfX(B) Ly-gf n , c'est & dire 2
— € L
¢ (x) < vy. PP

COROLLATRE. L'application ;ﬁ —r C faisant correspondre & fo (-‘Zf)% la fermeture
(unique) d'un de ses graphes définit une bijection de @dg sur le sous-ensemble
i
ge F (ExR) constitué des parties fermées de EwR vérifiant les axiomes 1 et 2

des graphes.

D'apres la proposition 1 , si g é’-@_{; admet le graphe C, '{5 = ¢ admet le

graphe C . Inversement, si un fermé C de B %.1‘{ est le graphe d'une fonction = .—=—"

——

C{’C’Z_ﬁ , limSup @ = ?{5 admet également le graphe T et par suite @ =§ .

= - . —~ -
Cette bijection nous permet d'identifier 5‘;)4 4 ce sous-ensemble de J (EwR) ,

et de munir §{ de la topologie induite par la topologie % (0) de F (ExR) .
- ]
La topologie de T {EvR) est engendrée par les V * et les Vo' . Ep raison

de l'axiome 2, celle de @g est engendrée par les V‘e\ et les Vi ol les K' et les
G! sont de la forme suivante : ‘ _

K' = Ky[a, +e] | (X, coipact dens E )

G' = G¥1b, + & ] (G ouvert dans E s 4, b réels)
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r—

Pour que _("a—e- @ﬂ appartienne & V.s , il faut et il suffit que 1'on ait @ (x) > b
%

G‘
3 y &’

pour un point x au moins appartenant & G , soit Sup ?(x) 7 b . Pour que ga &

il faut et il suffit que @ (x) Z a pour tout =x C K Mais qa fonctlon

semi-continue supérieurement, atteint en un point. de K sa borne supdrieure sur K .
i —

Ainsi @ e vk dquivaut &  Sup ? (x) ¢ a2 . Enongons ce résultat & 1l'aide de

— HE g
la fonctiomnelle X :

PROPOSITION 2 — Les ouverts de (D £ sont engendrés par les parties de @ de 1la
forme { ) > b} et {X K) £ » G et X décrivant 1l'ensemble des ouverts

et 1'ensemble des compacts de E E. Il suffit, d'ailleurs de se limiter aux ouverts
G=B €3 et aux compacts K = B' ,avec B'& 53 J/’%demgnant une base

de la topologie de E constitude d'ouverts relatlvement compacts.

Examinons maintenant la convergence associde & cette topologie, en nous limitant
d*ailleurs au cas des suites, puisque 1l'espace (ljj est de type dénombrable, La
: [
caractérisation des ouverts qui est donnée par la proposition 2 conduit immédiate-

ment aux critéres suivants :

PROPOSITION 3 — Pour qu'une suite @, d'éléments de @ 2 converge vers 7 & é?

il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient vérifides, pour tout

ouvert G et tout compact K, par les fonctionnelles 'En et X assocides aux a"

—

et & @
1~ x(6) £ L X(c)
2 - Xx) > 1 X, (%)

De méme, pour que ¢ &é% scit valeur d'adhérence pour la suite CPH dans '@1{
il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient vérifides pour toud

ouvert G et tout compact X =

x(e) ¢ Tim x,(¢)
X(X) > lm XV\(K)

En utilisant dans Ex R le critdre du théordme 3 dua Ch, I ,‘ A-12 , en tenant

compte des axiomes des graphes, et en utilisant la semi-contimiité supérieure,
on obtient le théoréme suivant :
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THEQREME 1 - Pour qu'une suite %’Bq converge vers (? dans @$ , 11 faut et 1l

suffit que les deux conditions suivantes soient vérifides :
1'- Pour tout x&E , il existe une suite x,de points de E convergeant
vers x dans E telle que la suitg an(x%) converge vers ’é(x) dans R .

2' - 51 une suite Xﬂ& converge vers un point x dans E , la suite

des {’?m (Xh@) vérifie : 1lim ?h (x.,‘) < a (x) .
[ & y{
Proposons nous maintenant de montrer que S%} est un espace compact Comme JF (E ¥ 72)
est déja un espace compact, il suffit de montrer que is_e est fermé dans ? EXR) .

autrement dit, que chacun des deux axiomes des graphes définit un sous—ensemble

fermé de & ( ExR )

Pour l'axiome 1, celd est immédiat : 1'ensemble des fermés C< ExR vérifiant
— -
cet axiome est xﬂc qu’i‘p\ et Viﬂ"fw‘E est fermé dans S (Ex#R) . ( On notera
que ce résultat est 1ié & la compacité de R : c'est pour cette raison qu'il
est nécéssaire de travailler sur la droite compscte, et d'autoriser les valeurs

. . em— S~
+ «? et - ¢@ pour les fonctions ¢ & @42 9

Comme 1'espace 3 (E%T{) est de type dfnombrable, il Suffit, poﬁr achever la
démonstration, de montrer que si chacun des éléments #X “En d'une sulte convergeant
vers C dans 5  vérifie L'axiome 2, la limite C de cette suite vérifie également
cet axiome. Soit done (x,y) un élément de C . Dtapres leAcritére 1' qu Th.3 3 (dh I,
A-12) , (x,y) est limite d'une suite (xﬁ, v,) € C.. . Mais chaque C, contient 1'
ensemble XH%Y—QE@ ’ y.,,'] (axiome 2) , et chaque point de xxf- o, vy} est
limite de points (Xngzaz avec z;‘é(-w ,jﬂ] ; de s.orij:e que 1lfon a bien

xx{ -, y] <<C . Enongons :

THEOREME 2 —L'ensemble “Ej:g des fonctions semi-continues supérieurerﬁent est

fermé, donc compact , dans T (E ;ﬁ.fi) .
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40/ 1,'espace compact

e

. ’ et
L*application ¢ —» - ¢ définissant un homéomorphisme de @{_, sur @9, chacun
des énoncés du patagraphe précédent se transpose de lui-m@me. I1 faut seulement

prendre garde que 1'ensemble Exg—- éﬁ} = Tf_ . doit apparteénir au graphe de

toute fonction @ C’ﬁg : \W)E@W:@
~ ¥
EI5TRe Ux e : :

3

o o
PROPOSITION 1 - 81 @ & 55 admet un graphe C sa limite inférieure @ & @
@ .
admet le graphe ¢ ()T,

o 0 4 o
Corollaire. L'application & ~7 ¢ faisant correspondre & P é—@s 1'ouverture
(unique) d'un de ses graphes est une bijection de @3 sur le sous-ensemble de g(z:“:&ﬁ)
constitué des parties ouvertes de ExR vérifiant 1'axiome &, des graphes. ' -

£

PROPOSITION 2 — Les ouverts de él_,}é sont engendrés par les partiés de 3\;3 de la

forme % %{(gﬁ,k)} b% et i(}}{(é 3 G)( a} ,'K ;:ompact et G ouvert dans

E. Il suffit d'ailleurs de se limiter aux compacts K = B et aux ouverts G = B’

B et B' appartenant & une base d'ouverts relativement compacts de E .

v o
PROPOSITION 3 — Une suite ¢, converfe vers ¢ dans @3 si et seulement si pour

tout ouvert G et tout compact K les fonctionnelles assodides vérifient les conditions :
o : —_— 0
1- x(@) > 1im X (G)
[+
2~ X&) £ LimX (K) A
1] (&)
De méme, 7 est valeur d'adhérence pour une suite ;0.1 dans Q% si et seulement
si pour tout ouvert G et tout compact K les conditions suivantes sont vérifides. :
2 )
x(@) > 1in X (&)
X&) ¢ Tim x (®)

‘ : 0 - o
THEORFME 1 - Pour qu'une suite ¢, converge vers ¢ dans @3 »1l faut et il suffit

que les deux conditions suivantes soient vérifides :
¢ . - .
1 — Pour tout xelH , il existe une suite X, convergeant vers x dans E

Q [») -—
telle que la suite (?7 (xh) converge vers SP(x) dans R .
,n .
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/ . -
2- 31 une suite Xng COnverge vers x dans E , la suite des ﬁ%(xhg)

vérifie lim é_s(kn_&) > 9 (x) .
Theoreme 2 - @ est fermé, donc compac’c dans \Sﬁ Cf: * KS

3
52/ L'espace compact @ﬂ = @/&

La relation d'équivalence {d : " 4 A sl EX A= A" et A= A' " dans ExR

conduit & un homéomorphisme de 1'espace quotient & (Eﬁi)/& et du sous-espace

O O .

compact < U «F aérini comme 1'ensemble des couples (G,F) vérifiant ¢ <F .
éﬁ de sette équivalence est la relation : " ¢5¢’ si @ = p°

La restriction &

r——— e
et @ = @' " que nous désignerons également par DQ .

. O ~ wn
PROPOSITION 1 ~ Lfapplication C =» (€, C ) , oh C est ¥ graphe d'une fonction

?6’§ définit une surjection de éE sur 3«6 ﬂ 66 0y

A el

En effet, on remarque d'abord que (8 5) ne dépend que de la fonction ¢ E d)
et non du choix partlculler de C dans la classe des graphes de ® . Le couple (8 C)
est dans 3—€ »puisque CC C. Inversement, soient G et F un ouvert et en fermd
de &R tels que G {J a7 -w &t F vériftent les axiomes des graphes. Il faut
montrer qu'il existe un ensemble C = EXR vérifiant les axiomes des graphes et

[« —
tel que 1'on ait C = G et C = F .,

Soit D, une partie dense dans E ainsi que son compldémentaire gDo . L'ensemble

D = Dy« R et son complémentaire L)D = QDd’riﬁ sont denses dans ExR . Posons
¢ = ¢y OG nF D) U(Fﬂg ) Y. “"o“ . On vérifie sans peine que ¢ est un graphe

et que 1'on a C = G et C=F , ce qui établit la proposition,
o
PROPOSITION 2 ~ Si O est la relation : " ¢z¢ =i limSup ¢ = limSup ¢!
et linlnf¢ = LlinInfg' " dans § , 1'application C —>( &,0) définit wne

bijection de @ﬁ\ = “@ /{j{. sur ﬁ'e ﬂ 5‘}3 ’ S

e

En effet, ”@\’ est la relation d'équivalence dans @ associée canoniquement &

la surjection de la proposition 1 .
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Mais 3’\0. est un soué—espace compact de ‘ﬁ-ﬁj pour la topologie CZ/fuJ‘)@ 9{( D‘)

Il en est de m3me du produit P ﬂ@ , puisque et @ sont compacts dans
=g ¢ =4

‘ﬁ et 3? minis de %((ﬂ) et de "g( ) . Si donc- -nous munissons @ de 1la
topologie pour laquelle l'application de la proposition 2 est un homeomorphlsme,

nous allons faire de CD , N espace compact . En fait, nous identifierons @ e‘t;

3,@ n Q} %@g : _aj est ainsi 1'ensemble des couples (go qJ ) avec °¢ & @3

?L§$ et ?é?’ . D'olr le resultat :

Theoreme 1— L'espace @e\ = :Gj / & est un sous-espace fermé, donc compact,

de 9{ et de lﬁx?_

On notera que travailler dans G) rev1en’c 5 admettre gue l'on ne peut pas
distinguer 1l'une de l'autre deux fonctlons ayant m8me limites 1nfer1eure et
supérieure en tout point., En appliquant les resultats des paragraphes 32 et 49
4 chacune des composantes qg et'E » on formera sans peiné les critdres de
convergence dans @ g On notera aussi que la relation %(G) £ }‘(.(G) “pour tout
ouvert G est une condition nécéssaire et suffisante pour que deux fonctionnelles
X et X vérifiant les conditions I et 2 du paragraphe 12 définissent un elemen‘b

(nécéssairement unique) ( 97 de @
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B— FONCTIONS ALEATOIRES.

12/ La & ~algdbre maigre sur 5 . ()

-

La restriction a &j_) de la & -algébre maigre de ? (E%R) est engendrée par

la semi-algebre f’/\_ constituée des parties de @ de la forme :

1o o+ ged Plx) <y Plx) ey 5 P2y ... @ (=} )

Comme cette semi-algébre est. en méme temps une classe ‘compacte, on ycit' que
toute fonction additive d'ensemble appliquantﬂl/&é sur (O,l‘} - cfest a dire
toute lol spatiale - se prolongera d'une mani'ére uﬁique en une probagbilité sur
la @ -algtbre maigre.

i

29/ & -algdbres et probabilités sur @13 , a-gg et @4.

Sur@?, la € -algsbre &(0) engendrée par les fermés de G () est aussi
engendré; par la semi-algdbre des ng ou les B; et les Cy (en nombre fini)
sont ouverts ou compacts. Cette semi-algdbre posséde une classe compacte, celle
des Vf" » et par suite, moyennant la propridté d'approximation habituelle, une

fonction simplement additive d'ensemble se prolongera en une probabilité.

=2 . .
Nous designerons par SO une base dénombrable de la topologie de l*espace E.

Sur g’pg , 67(v c.) est engendrée par les évinements : " XB) ¢an , B edS.

Pour toute fonction ¢ (r@‘ s O a .5(((}9 ; B) = ;{(@ i B), B £5% .Par suite, -

si 1'on désigne par ﬁi la relation d'équivalence : " @z @! si lim Sup @ =
Ilim Sup Zfi " dans '@ y O a la :

PROPOSITION 1 ~ Muni de &6° (Vg ) , 1'espace quotient @ /R ¢ est isomorphe

3 é[)r%muni de'g*’(VG“ )
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Le point de vue de & (Vo) revient & étudier les fonction 0ed 2 partir
de leurs limites supérieures ? = lim Sup @ . Il est équivalent d'étudier @
par l'intermédiaire des 5((?7 , G) qui sont des variables aléatoires, pour G

ouvert, d'apres la définition m2me des Vg . Ainsi

PROPOSITTON 2 -Toute fonctionnelle X( ¢ ; G ) vérifiant la condition 2 de A-10

pour tout G ouvert est une variable aldatoire sur '@ & (y ) La & —algebre G(V )
sur q:) est engendrée par la famllle des variables aléatoires X( ? 3 , 66 %

(ou fonction aléatoire sur (g( ) vérifiant cette condltlon.

Montrons qu'ii est effectivement possible de construire des probabilitds P

sur = (VG) . Pour celd, soit D  une partie dénombrable .dense dans &',

?
Considzrons l'gpplication « : C - W\ de @ dans@ qui, & la
fonction @ € @ de graphe C fait correspondre o ( QU) oy @ de graphe C ND %R
(Il est immédiat que cet ensemble vérifie les axiomes I et 2 des graphes) Cette
application est mesurable pour la- G -algdbre malg're si ¢ = B * Ja voe)

est un ouvert de- E‘,(R,ona :

L(OINe £ 4 > cnpxRoe £ 4 o> G (EnD) #7 a,.+<>4%- 4
e (M)

_\ | g
clest & dire : A LVG-\ = \/Crcénb)x:IQ,‘fd“’)

Proposition Z — Si P' est une probabilité sur @ (M), obtenue, par

e}femple, en prolongeant une loi spatiele, la fonction P définie par P(V) = P! (0? (V)’}
pour V& G(VG) est une probablllte sur @ , G7(vg ) . .

Pour la probabilité P ainsi construite, la partie dénombrable dense D est
séparante. D'une manidre géndrale, on dira qu'une partie dénombrable dense D est
séparante pour la fonction aléatoire a , 6 () , P si l'évinement " Pour tout
x ¢ B il existe une suite formée d'éléments x, @€ D convergeant vers x dans E

telle que la suite ? (x ) converge vers (;ﬂ(x) dans R ™ est presque certain,
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Si C est un graphe de @, cet évenement implique manifestement ¢ = CnD ¥R .
Mais, inversement, puisque ¢ est semi-continue supérieurement, et que son
graphe C peut &tre supposé fermé, 1'égalité C = CNRD¢R implique 1'événement

de la définition précédente :

PROPOSTTION 4 — Pour qu'une partie dénombrable dense D soit séparante pour
@_, & (0) , P il faut et il suffit que l'on ait P(T = CnDmR ) =1,

C étant le graphe fermé aldatoire associé & cebte fonction aléatoire.

I1 faut toutefois montrer que "¢ = CNDXR " est bien un événement pour

G (U). Mais celd . resulte immédiatement du fait que pour toute pa rtie dénombrable

Q desse dans R ona CNDxE = CADXG et du fait que, dans ¥, S (©) ,
l'ensemble des fermds A vérifiant " A = A NDXxQ " est mesurable.
Continuité p.s. La proposition : " ¢est continue en x, " définit un évdnement

pour @ ,67(0) . En effet, d'aprés la proposition 2 du A-19 ’ elle"; équivaut a :
- ' o . .
"V yeR, (%,7) ¢ C ow 30, (x, y-¢ )€ C " qui est dans ¢ (0,

puisqu'on peut se limiter aux y et aux £ rationnels.

Si cet évenement possdde la probabilité 1, on dira que la fonction aldatoire
est p.s. co ntinue en x . Elle sera continue p.s. en tout point si 1'évinement

" @ est continue en x " est presque certain pour tout x gE .,

Une fonction aléatoire sera dite presqee sfirement 3 trajectoire continue s*il
¥y a une probabilité unité pour que ¢ soit continue et bornde en tout p oint,

- Comme E admet un recouvrement compact dénombrable, la'propos_ition 3 de chI,A~1@
montre que : " ¢ est continue et bornée sur tout compact " définit bien un

événement de  6(WW) ® &7 )

T
La transposition des resultats précedents i @3 et & @&\ se fait d'elle mime.

En particulier,
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C — MESURES ALEATOIRES ET ESPACE compact Y] {L.

Nous nous bornons, dans ce qui suit, & une dtude sommaire de 1l'espace compact
—@‘ ( (g) des fonctions semi-continues inférieurement définies sur 1'ensemble

3 b I
(%J(E) des -ouverts de E, et, plus précisément, & 1'étude d'un sous espace compact
e §
~&

o

((ﬁ) qui s'identifie avec un espace j’]’L de mesures positives.

Définition, Une mesure (positive) J osur l'espace localement compact de type
dénombrable E est ung application de 6~I?.f:‘(E)-) dans [O, c}UJ vérifiant la
propriété de g -additivité

1- 81 A, est une suite d'ensemblegdisjoints appartenant-a G‘(?); on a :

w _ Z .
! i%oA"] n)oM(A)

Nous désignerons par m l'ensemble des mesures vérifiant en outre la condition

sulvante
2 - Pour tout compact K< E, ona : y(K) = Inféj&((}) ’ Geg G:)Kj

S'il s'agit d'une mesure bornée, l'axiome g est automatiquement vérifid. Dans

le cas général, cependant,il s'agit bien d'une condition supplémentaireX .

Comme E est localement compact et de type dénombrable, tout compact K admet
un systeme fondamental dénombrable de voisinages ouverts G » et l'axiome 2
est équivalent & la condition M k) = lim\!f‘y\(Gn) .
. i '
Nous désignerons par j?) 1l'ensemble d:s ouverts relativement éompacts de B .
Une mesure jr &I est déterminée lorsque 1l'on connait sa restriction & 1'ensemble .

Lg des ouverts de E . Plus précisément, nous allons établir le théoréme suivant
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THEOREME 1 — Pour gqu'une fonction M positive définie sur 1‘5_(]5‘) se prolonge

sur 6"(3’7) en une mesure M €JFL nécéssairement unique, il faut et il suffit
que les deux conditions suivantes soient vérifides : ’

1- Veoe & m@) = spm) , e ,Bcood

2- Fa, @ ed -, GNG' = g = wmleUe') = m(e) +m(cr)

Montrons d'abord gue ces conditions sont nécédssaires. Celia est immdédiat pour
q P

~— T
la condition 2 . Si G est un ouvert, on formera une suite croissante B,<B,<B, ,, <>

d'ouverts B, B avee G = .'Q()Bn. = U}?n . Pour MEXH ,ona
—_ a n 2o
M (¢) = li_m’PFA(B K) = l%{n/(\}/«(B “_) sy et la condition 1 est nécésfsaire.

 Inversement, soit M une fonction positive sur 5 vérifiant. les conditions
de 1'énoncé. De 1 'résulte aussitot que M est une fonction croissante sur g .
Pour démontrer le théoréme 1 , mous établirons d'abord quelques lemmes.
Lemme 1. Pour tout compact K< E ,on posera : : :
3~ M(K) = Inf{M(G) , Getﬁ , ¢k §
M'(K) est une fonction croissante et simplement additive du compact K , et de,
plus,'. pour tout ouvert G € (ﬁ on a
4 - ue) = Sup§M'(K) , K< G}

Bn effet, &1 X< K' , tout ouvert contenant XK' contient K -, d'ol Mr(K) g M (xr) .
Si K et K' sont deux compacts disjoints, solent G, et G}, deux systémes
fondamentaux dénombrables et décroissants de voisinages ouverts de K et de X!
respectivement, tels que G, et G, solent disjoints pour tout n et tout m.

On a par définition : M (K) = lV'J;erM(GQ)‘ ’ M"(K') = lim\LM(G'm) et
M (KUK') = 1im\f/M(G,,UG!M ) ".La condition 2 domne M'(KUKX') - MU(K) o+ M (KY) .

. \

Pour Tout ouvert G contenu dans un compact K , on a M(G) £ ME K) . En effet,
tout ouvert G' conténant X contient G , d'ou M(G') 2 m(e) , et, d'apres 3 ,
M(G) £ M'(XK) . Inversement, si G est un ouvert, on forme une suite croissante
... avec B,6S et ¢ ={B, = 'UB,\ . On a alors,

_ w0 Y
pour tout n , M(B, ) £ M'(Bh) < M(B Mq)' , d'o , d'aprés 1, M(G) =
1inTu(s, ) = 1nfu'(8,) , ce qui établet la relation 4 , |

— L
B, <~ B,.< Bow

3l
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Lemme 2 . Soit B € un ouvert vérifiant M(B) L o¢ , Il existe une et une
seule mesure bornée Ha s définie sur B pounla restxfiction 4 Bde (T ) ,
vérifiant J,(G) = M(G) pour tout ouvert G<B et ;}«1&(1{) = M'(K) pour
tout compact X de E inclus dans B .

En effet, considérons sur B la semi-algdbre de Boole a comprenant :

oY
— les compacts K de B inclus dans B
- les ouverts G complémentaires dans B des précédémts ( ¢ = B DCK )

~ les intersections K()'G des précedents.

I1 est clair que & Cf&) coincide avec la restriction & B de 6 (T ). Pour

toute mesure M, (bornée) vérifiant les condltlons de 1'énoncé on a nécéssairement

JAB (Kng) = S:J.p M'(K(]K ) y d'0U l'unicité de J"ﬁ .
Ke6
Inversement, posons A)"G(G) = M(g) , J*’G(K) = M'(K) et :

Mo (GAK) = suwp M'(KOK') , pour G ouverts, K , K! comp'acts dans O .
KEG ‘ 8

La fonction d'ensemble ainsi définie est simplement additive. En effet, soient

GRAK et G'(}K' deux ensembles disjoints appartenant & C[6 y, et Hg un compact
avee H;=(¢NX)U(e'nx) . Prenant K; = H[|X nfer et k. = mpx n.G'G
ona Hy = K (JK'; et les deux compacts K,c= GAK et ki< ek sont
deux compacts disjoints contenus respectivement dans GNK et G! lK' . Mais
inversement, si K,&= GHK et Kl< G'NIK' sont deux compacts .inclus dans

GNK et dans G'JK' , H; = K;{K'  est compact et contenu dans (Gax) (et iyxr)

s ' .

L'additivité de M' (lemme 1 ) donne HMa (B;) = Ha (K;)"" J"rz,(Ké) . Passant
aux bornes supérieures, on trouve, d'aprés la définition de HMa ¢

Hallenn) Uenx)] = Mglenk) + A (e'nk’)

Dtautre part les ensembles K compé.cts dans E et contenusdans B constituent

une classe compacté vérifiant la condition d*approximation :
~}45 (4) = sup {‘VB (K) , k<A, K cdmpéct dans E}

pout tout A € (Jp . Par sulte Mg se prolonge en une mesure bornde sur & (G )

qui vérifie manifestement les condltlons de 1l'énoncé.
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Corollaire 1 .Si B et B' sont deux oﬁverts, avec B<B' et M(B') €= , la

restriction de }4%1 & B coincide avec J‘”,—_,, .

En effet, pour tout - A 606 < & (O(;) on a }Aa(A) = Jv(r&‘(A) = Sup(M'(x))
’ ‘ . [l

Corollaire 2.5i B et B' sont deux ouverts vérifaant M(B) < @ et M(B') < o2
on a M(BYB') + M(BN\B') = M(B) + M(B') , et, en particulier
‘M(BPB') £ M(B) + M(B') € ¥ , De plus, la restriction & B (a ‘B') de

~

NBUE} coincide avec Ju& ( }ud) .

Si BRB' =.g , le resultat découle du corollaire 1 . Si BN\B' # g, les
restrictigns a B{)B' de Jh et de ,)UL,); chincident avec Manp' . Pou'r A_CBUB:
appartenant & 6*( 5 ) , la formle }'(a) = M, (a0Bn{B") + Hgqs(anBnB")
+ }461 (A nB'h 6]3) définit une mesure bornée dont la restriction & B (a3B)
coincide avec Mg (:avec }AQ!) . Pour tout ouvert G inclus dans - B (dans_ B') on a

M) = pe@) (= pyl@) ), et par suite, M
‘les G inclus dans B ou dans B' engendrent & «a ou rg_,‘) .

= )AGU.(‘B.’ puisque

Corollaire 3 . Si G et @' sont deux ouverts quelconques, on a toujours :

m(eVe) + mene) = M) + Mmle) et . meve) ¢ mue) + me) .

Si ¢ et @' vérifient M(G) £ et M{G') <e® , la conclusion découle du
corollaire 2 . Si M(G) ou M(G') est infini, M(GUG') est également infini,

puisque M est une fonction croissante en @ G‘ﬁ .

Lemme 3 ., Il existe un ouvert EOCL E tel que, pour tout compact K<E on ait

M'(K) < o si et seulement si K est inclus dans Eo.

En effet, soit Gy, i €I, la famille des ouverts de E tels que M(G;)< ¢ .
‘Posons B, = ) G; . Soit K un compact. Si K est contemu dans E, , il est
contenu dans une réunion finie de G: i€ I". D'aprés le lemme 4, corollaire 2,

ona MK £ H U 6;) L2
tey’
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Soit x un point n'appartenant pas & E, » On a M(Q) = oo pour tout voisinage
’ { 5 s s .

ouvert G de x , et, par suite, M({x}) = &7 d'aprés la définition de M!' . Mais
M!' étant uné fonction croissante (lemme 1 ) s On a alors M'(K) = ©° pour .tout

compact K non contenu dans B, .

Lemme 4 . Il existe une mesure M, € AL unique définie sur E, et pour la
restriction & B, dee ( F) vérifiant My (6) = M(6) et i (K) = u'(x)

pour tout ouvert G et tout compact K contenu dans E,.

Soit, en effet, B, une suite croissante d'ouverts relativement compacts

vérifiant B, B, < ﬁémm veer ot E4 = nU}gTB,, . On a, pour tout n ,
M(Bh) < M'(gh) <« ' (lemme 3 ) . Si une mesure Heo vérifie les conditions
de l'énoncé, sa restriction & chaque B, coincide avec JUB.\ (lemme 2 ), et, pour
tout A € & (%) inclus dans E, la relation A = (_))o A0B, implique

K (a) = lg‘,m/]‘ /Ua(AﬂBn ) = 1lim Tﬂsn(A) . Mais invers‘:ament, ce‘ct'éj' formule

définit bien une mesure M, €)Y sur B o Tépondant & la question. ( La vérifica-

thon de l'axiome 2 des mesures de JT{ découle du fait que tout compact X inclus

dans Eo est contenu dans un B, et que jJ& vérifie cet axiome.) . Le corollaire
[N

1 du lemme 2 permet de vérifier directement que ne dépend pas du choix des B. .
, JHo ne depend p A

Démontrons maintenant le théoréme 1 . Si E, est vide, on prnndré J\A(;{)z M(,d)
et }A (A) = &° pour tout A non vide apﬁartenant a 6‘(3‘): on obtient ainsi l'unique
solution possible. Si E, n'est pas vide, toute mesure PE YL prolongeant M et M*
"sur ¢ (F ) vérifie JA(4) = M (4) pour A= E, '(1emme 4) et M(4) = oo
si A n'est pas contenu dans E, (1emme 3) . Mais inversement, la formule
p) = H(4) si A=E, ot p(A) = si AGE, aéfinit une
fonction & -additive sur & (% ) . La vérification de 1'axiome 2 resulte comme
ci-dessus du fait que tout compact contenu dans E, = -"&):r Gy est contemu -

dans un G: avec n(Gy ) < v ; par suu}te JAﬁm .
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THEOREME 2 ~ Une fonction M € aj@ (Lg«) peut &tre prolongée sur 6°(F ) en une
mesure W & Y nécessairement urgque gi, et seulement si M est croissante et
gimplement additive sur . Inversement, la restriction & %(E) de toute
mesure WA € YT définit une fonction M & @ ((é)

- derniére '

Montrons d'abord la HKHEXXEXE partie de l'énoncé Soit &)L, et posons
M(G) = y(G) pour G C—‘ﬁ . Pour tout &> O, on peut trouver, d'aprés le Th. 1,
lemme 1, propriété 4, un compact K& G avee M(G) = p(@) € p&K) + < -

Pour tout ouvert G' contenant K , on aura J(G')> MK (&) > (e - &
pinsi, 6'€ Y entraine M(¢') % M(G) - & , et N € @3 (4)

Montrons la premidre partie de 1'énoncé. Si M € @3 (g) vérifie M(¢) = (@)
pour une mesure JA €Y , M est croissante et additive sur (g . Inversement,
soﬂ: MG @ bﬁ) une fonction croissante et simplement additive, donc positive.
I1 suffit de montrer que M vérifie la condition 1 du théoréme 1 . Soit donc G un
ouvert. M étant cr01ssante, on a M(B) £ M(G) pour tout ouvert B-G@ relative—
ment compact &W D'autre part, puisque M est semi-continue inférieure-—‘
ment sur Lg y pour tout &£ 20 ( don peut trouver un compact K<« G avec
u(e') 2 mM(¢) - &  pour tout ouvert G' tel que K< G'< ¢ . En particulier,
si B estun voisinage compact de K aveé pe® et ch s on a

M(B) u(G) - & , et, par suite, la condition 1 du théoréme 1 est vérifide.

Le théordme 2 montre qu'il est possible d'identifier JTL ‘au sous-espace
des fonctions M & @3 ((ﬁ) croissantes et simplement additives. (Il resulte
d'ailleurs du Th. 2 que ces fonctions sont nécéssairement amssi & -additives).

Ainsi, 1l'espace. Y se trouve mini de la topologie induite par celle de g) ((ﬁ)

PROPOSITION 4 —~ Soit T, une suite convergeant vers T dans (g) , G et G,
des ouverts avec G, —> ¢ dans 5 et Tm(Gh) —> 1(6) . si les T,. sont
des fonctions croissantes sur ﬁ sona G,N G',, — G et Tn(G"n'G‘n) ~> ()

pour toute autre suite G', convergeant vers G dans /ﬁ .
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i
En effet, on vérifie immédidtement que G,[}G. converge vers G dans (ﬁ .
De Tn(G,\ nG'n)'{ Tﬁ(Gn) resulte ensuite I1im ‘I‘H(G“ f) G:‘) < T(G) , d'olr la
proposition, puisque l'on a aussi lim Tn(GnnG'n) > T;(G) -y d'aprés le critere

2' du Th. 1, A~ 42,

COROLLATRE - Le sous—espace de @g (&) constitué des fonctions croissantes
sur (ﬁ est fermé, donc compact , dans (—Dg ( !ﬁ ) . ' '

En effet, Soient T € @5 ("ﬁ) des fonctions croissantes convergeant vers T

 dans @ (ﬁ) , et G ,l G' deux ouverts avec G<G! .Séient aussi dans

deux suites G,=> G et CL'=> '  telles que T,(G,) > 7(6) et T (c})-> 7(¢;)
D'aprés la proposition, on peut supposer G, & G et Gl < G' . D'autre part,

on vérifie que G, N G',, converge également vers G dans % y donc aussi, d'apres

la proposition, T,( G,N) G} )~ T(G) . Comme les T, sont croissantes, on a :

T (G, N6, ) € T(6,) , d'ob résulte T(¢) < T(G') .

A

PROPOSITION & — Si G et G sont deux ouverts disjoints, G, €2G et G:\qf;:i Gt

deux suites convergeant vers G et G' dans Lﬁ ,» la suite GnU'GL’ converge vers GUG’_.

En effet, si un ouvert H n'est pas contenu dans G(}G'., il n'est pas contemu
dans G,{JG', < GUG' . Si un compact K est contenu dans GUG' , il est réunion
de deux compacts K, = KngG'C G et K = K 8(} < G' . Pour n’assez
grand, on a X, G, et K, &G, , d'oh K = KUK, < g Vo', .

PROPOSITION B ~ Le sous-espace de @3 (‘ﬁ) constitué des fonctions additives
sur ﬁﬁ est fermé, donc compact, dans §3 (ﬁ) . '

Montrons que si une suite de fonctions additives T, converge vers T dans

@% (‘ﬁ) y T est additive. Soient G et G' deux ouverts disjoints, G, et G',
deux suites convergeant dans \5 vers G et G' respectivement, avec T,( ¢,) — T(a)
et T,\(G'n) _— T(G') . D'aprés la proposition 1 , on peut supposer G, &G et

G'.“ . G' . La proposition 2 montre que G,‘UG'“ converge vers G{/G' dans i){i .
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On a done T(GUG") ¢ lim (¢, UG, ) = im [T,(,) + T,(G;)\ = ©(e) + 7(e) .

Inversement, soit S,~» GUG' dans ﬁ avec T,(s.) = 2(6¢cr) , et sS.< a¢yer
pour tout n. Les suites G,, = S,{]G et ' Gy = S,NG' convergent vers G
et G' (Prop. 2) , et on a S5, = G,UG! . Ainsi : J

T(¢U6') = 1m T,.(5,) = Lm[7(6¢) + 7.0 )] > e + m(er)
On a donc 1'égalité, et T est bien additive. . ‘ '

THEOREME 3 = L'espace JI{ est fermé, donc compact, dans @3 ( ‘6/2) .

En effet, d'aprés le théordme 2 , )/l est 1'espace des fonctions additives et
croissantes, et cel espace est fermé, d'aprés la proposition 3 et le corollaire

de la proposition 2 .

Dans la demonstration du Th 1., nous avons vu que, si l'ouvert E odu lemme 3 _
n'est pas vide, on a M (g) = 0 pour tout M &I . Mais, si Ee = # , on obtient
des mesures "dégénérées" ,ﬁrena.nt la valeur + ¢ pour tout A non vide de ¢ ()
et une valeur quelconque en A= g . Le 'corollaire sulvant montre qu'il est

possible de supposer dans tous les cas J(4) = 0.

COROLLATIRE - le sous-espace .)’T’l de JTL constitud des mesures. verlflan’c H (yf) 0
est fermé et compact dans JH{ .

En effet, si une suite Ty de fonctions croissantes verlflant T (;é)
converge' vers T dans ‘/ol) , on a , d'aprés le critdre 2' du Th. l A~4e

0 = lim T (4) > T(gf)

PROPOSITION 4 - La topologie de JTL (ou de )M o) est engendrée par les
familles de mesures ju vérifiant {)A(G) > a} y G ouvert, & réel , ou {‘}JL(K) < b}

K compact, b réel.
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En effet, 1a topologke de @ (Lﬁ) est MMFENEAEE engendrée par les familles
d'élénents T & @3%) vérifiant *3

" Inf oe¢') »a ou " Inf T(G) < b v

Gle \,\l(:"”“" : Ge “/:,.--6—..

(ch. ITI; A-42 , prop. 2 ) . Sur le sous espace de a) (lj) cénstq')tué' des
fonctions T croissantes sur % y un ensemble du premie:g type Ise réduit & :
{T(G') > a} (6* ouvert) , et un ensemble du deuxidme type & : B X XXX B KR KX Lk
faced ,o2k,2(e) < v} (K compact, b réel) . Mais sur JTL (ou DM, )
le premier ensemble s'identifie & {y\ (G) > a'} et le deuxidme & {}L(K) < b Z o
COROLLAIRE 1 - (Crit‘ere de convergence) Une suite M, de mesures cenverge dans

Y ( ou dans )110) vers Ju € ) ( ou emo) si et seulement si les .

deux conditions suivantes sont remplies :
1 = Pour tout ouvert G, ona  lim p (@) > p(6)
2 = Pour tout compact K, on a : Iim ).A“(K) < J\A(K)

o

COROLLAIRE 2 - Dans les mémes conditions, M est valeur d'adhérence dans YT
ou dans Y ¢ Pour une suite Ha sl et seulement si , pour tout ouvert G et tout

compact K, on a lim yn(G) > (@) et lim )\AH(K) < le-(K) .

THEOREME 4 — Pour qu'une suite JJ“ converge vers jp dans XH_ (ou dans mo) ’
il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient_ve’rifiées :
1' - Pour tout ouvert G et toute suite &, -» G dans ‘5 y la suite
partieile des “)A"?s(G "4_,) vérifie lim ‘M'S(G‘"fi) >/’_}4(G) .
2' - Pour tout ouvert G & bé( s on peut trouver une suite G” convergeant -

vers G dans ‘ﬁ telle que ‘}4"((}“) gonverge vers JJL(G) .

COROLLATRE. De toute suite A, de meeures de )110 y 11 est possibler d'extraire une
suite partielle convergeant vers une mesure ju € J1, au sens des critéres 1°
et 2' du théordme 4, et 1 et 2 du corollaire 1 de la prbposition 4 .
. | ‘ | :
On notera toutefois que cette limite M €)M, peut trés bien 8tre la mesure

dégénérée prenant une valeur infinie sur tout ensemble non vide appartenant & (%) .

1



63

Examinons maintenant la notion de mesure aléatoire. La restriction & )} de
la & -algébre & ((IJ) de @ ((ﬁ) est engendrde par les ouverts de m . La ¥

proposition 4 montre que les ‘)«L(G) et les JA(K) sont des variables aléatoires

qui engendrent cette € -algebre. On peut d'ailleurs se limiter aux seuls gu(e) ,

G ouvert, puisque pour tout compact K oﬁ a JA(K) = Inff}{((}) s G 3K§ . Alnsi :

PROPOSITION 5 .La & -algdbre 6 (W) sur jHL est engendrée par la famille des

variables aléatoires JA(G) y G € g vérifiant les deux conditions du Th, 1 .,

Ce point de vue revient ?':L considérer une mesure aléatoire comme une fonction
aléatoire JA(G) s G Clﬁ yastreinte seulement & ver:.fler les deux conditions
du Th. 1 . Il est peut-2tre préférable, cependant, d'lntrodulre simultanément
les variables aléatoires J.\(G) et ),\(K) , G ouvert, K compact, bien que les
J/\(K) soient déterminédes par ies JA(G) .. Les conditions constitutives que doivent
vérifier ces variabies sont alors celles du lemme 1 du The, 1; et 1'additivité

simple sur g (condition 2 du Th. 1)

Congidérons la classe a étable pour 1'intersection finie engendrée par les
{JA G) >al etles {}A(K) Z b& qui sont des ouverts de JI{ , et les
§ G) { a } et les Sly\(K) > b} qui sont des compacts de YI{ . Il est
VlSlble que Q est une semi-algebre de Boole sur I qui engendre 6 ( L()) et
contient une classe compacte Q: , celle justement des intersections finies
d'ensembles compacts du type {)«(G) 4 ag' et {M(K) b2 'b} .+ Les conditions ¢
3 et 4 du lemme 1, Th. 1, entrainent que toute probabilité P sur JI, c(w)
doit posseder sur Q la propriété d'approximation habituelle relativement & la

classe compacte O » B étant de type dénombrable, cela résulte des relations :

]
(-
<
"
=z
s
Y4
@
+
)
Lo

{ w@ >al

il

{JJ\(K) £ b'}

U0 ine < -€5

e20 60K
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Na turellement, cette probabilité P sur J{{ et sa restriction & Q doivent
vérifier la tro;Lsi‘erpe condition constitutive '(addi'tivité de )A).Le Th. 1, condition 2
montre qu'il suffit que l'additivité soit vérifide sur (ﬁ . sur O, par conséquent,
| Il suffit que P vérifie, pour tout A € (J et pwur tout ensemble fini de

couples d'ouverts disjoints G, G'; la condition suivante :

~J

2" - P{J‘*(G‘:UG'N > a; et A% = -P§;M(G;) + M) > a, et 4 i

Mais inversement, soit une fonction additive d'ensembles P appliquant a sur
(0,17 et vérifiant la propriété d'approximation P(A) = Sup {P(c) , Ce@ , Ce A:g
Si P est compatible avec 1'additivité de}A sur (ﬁ_ » c'est & dire vérifie la
condition 2' , sa restriction.é I possdde, vis~a-vis de la semi-algdbre O
construite sur DT, les propriétés requises pour qu'il soit possible de la

prolonger en une probabilité sur Jf{, & (W) . Ainsi 3

PROPOSITION 6 - Toute loi spatiale définie sur O muni de la semi-algdbre (]

?
c'est & dire toute fonction additive d'ensembles P appliquant (] sur [0,1) _‘,,./;«—
et vérifiant la condition 2' , se prolonge en une probabilité sur ) , 6 () -

et caractérise une mesure aléatoire - sii et seulement gi elle vérifie la propriété
d'approximation P(4) = Sup{P(c) , ce@ 0¢A} pour fout A & s

(. désignant la classe compacte engendrée dans (A par les {})\(K) > a}-

et les {'}A(G) < b} (G ouvert, K compact) .
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P!ROPOSITION 7 —(Espérance d'une mesure aléatdaire)Si . est une mesure aléatoire A

définie par 2, c(\9) , P, il existe une mesure m G Dﬂ telle que L'on ait
pour tout ouvert G Glﬁ : m (&) = E [M(G)J

Fn effet, la fornule m,(€) = E[pM(C)] définit sur cg‘ une fonctiomnelle

add 'k |
manlfestement Yinéaire. Montrons que m, verifie la condition 1 du.Th. 1 ,

Soit G un ouvert, et B, une suite d'ouverts relativement compacts tels que :

B,< B,<B,,, et G = go B, . La variable aléatoire M (G) est égale
34 lim lJ&(B ) , et par suite on a aussi E f.)* (G)] = limTE [JM(BH)] y Ce qui

achéve la demonstration.

Pour définir les moments d'ordre supérieur en termes de mesures , nous

aurons besoin du lemme suivant

LRMME ~ Soient E et E' deux espaces localement compacts de type-dénombrables.
si e X (E) et ,))'\ & JIU(E') sont deux mesures sur E et B' , il existe
une mesure p''g MU (ExE') nécessairement unique vérifiant M»axa) =
F(a) ]M(a) pour tout A€ & [ F(B)) et tout A' € 6 {3 (8")] si M(a)<w
et g (a0cor et BEEP(AxA) =2 si ga(a) ou plar) =2

_ R
Soient, en effet, B, et BE', les ouverts de E et de E' tels que pour tout

compact K on ait )A(K) AV ( JA‘ (K) L v ) sj. et seulement si- K<E,

( K< BY, ). Soient B, et B! des suites croissantes d'ouverts relativement .

compacts avec BEj = h‘i;ﬁh et E', p’dB' . Les mesures bornées J" et J’Lq,‘

du lemme 2, Th. 1 , se prolongent en une mesure bornée unique JJB X8 S ! sur 6"(0 \QG'(CI,;)
vérifiant yw‘.\(uy) = JA(A) UM (A') pour A& 6'(0 ) et A? E S (O J.

la formule p"(A"") = Sume e, (A"NBA%BL), B.C e‘, , B B, )

pour A"™g E x E! et y“ (47') =07 si A“ﬂEonE'o £ ¢4 définit-

une mesure ‘prolongeant }&(G) J\..'(G') sur - YS'” (E)] R Gf?(E'ﬂ. Mais JJ“

est bornée sur tout ouvert relativement compact B'' contenu dans E_x Ez) .

En effet, les projestions de B"' dans E et E' étant des ouverts relativement

compacts, on peut trouver n.e'avec, B'e ghx “B'h' . Par suite p" vérifie 1'axiome

2 des espaces M , et 0" &€ JFU(ExE') . On vérifie sans peine que i

est la seule mesure répondant & la question . . '

,r'.,z
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PROPOSITION 8 - Soit, )\,\ une mesure aléatoire def:.nle par m 6‘ ((9) , P .

Il existe une mesure m & JH(E™) telle que l'on ait @
my (G % oo %G,) = ELM(E,) Me,) ... pe,)]
~pour Gg G(ﬁ (1=1,2... n) .

_ ' 4]
En effet, d'aprés le lemme, la fonction définie sur [%(E)J par le produit
K (G ) Ju (G ) eee ‘)vl(G } se prolonge en une mesure aldatoire- ’}4" =t m CE“-)
_et il suffit alors d'appliquer la prop081t10n 7 . '
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