NOTE GEQSTATISTIQUE N2 78

COMPLEMENTS SUR ES LOIS STAELES, INDEFINIMENT DIVISTELES ETC....

En complément & la Note 76, j'indigue ici quelques propriéiés relatives aux
lois stables, aux rapports de deux variables stables, et aux lois stables prises

conditionnellement.

I ~ 10T DY RAPPORT Y/X DIi DEUX VARIABLES STABLES

Soient X et Y deux variables positives indépendantes obéissant & la méme loi

- AR
stable e A . Il résulte de la formule (6) de la Note 76 gue log(Y/X) admet

la fonction caractéristique :
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Loi de & log(Y/X) ; Le variable Z = of log(Y/X) admet la fonction caracté-

V ristique :
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Pour inverser la relation (1), et trouver la loi de Z, le plus rapide est
d'utiliser.le développement en série de Fourier de la fonction impaire de

coincidant avec sh(a(rru) sur l'intervalle (-i, +l). On obtient sans peine :
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I1 résulte alors de (1) que l'on a :
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On en déduit aussitot que la variable Z =clog(Y/X) admet la densité :
vl - }

: n4 -

/ - o o v

f(z)" = —_— (-4 Sim NP €
Tk Nz

h

Qi

I1 s'agit de la partie imaginaire d'une série gdométrique, et 1'on trouve :
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On notera la symétrie en z : f£(z) = #(~z) , évidente du fait gue X et Y

obéissent & le méme loi stable.

Moments absolus de 7 = o log(¥/X). 4 partir du développement en série de Fourier

de £ (z), on obtient l'expression du moment sbsolu d'ordre s :
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Lorsque s est un entier pair 2k on voit apparaitre l'expression du polynome

de Bernoulli -:
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Pour k=0, Bi(x) =1/2 - x » et on obtient bien l'unité, Pour k=1 ,

B-?:(.X) = x(1-x)(x-1/2) , et on trouve :
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en accord avec la formule (8) de la Note 76. On peut également mettre en

évidence le role des polynomes de Bernoullli en partant de leur fonction

génératrice te"‘x/(eb—l) =/ B"(x) 'th/n‘,

A
Loi de (Y/X) Par un changement de variable immédiat, on déduit de (3) que la

«
variable e% = (Y/X) admet la densité :
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On recomnait une loi de Cauchy trongude.lLa variable T = e
v [}
posséde en effet la densité A I pour t > tg (;ﬂ“ -d‘n‘) (et 0 ailleurs)
™ o 44t / 2

Loi de Y/X Posant enfin Z = Y/X , on déduit de (4) que le rapport Y/X de

deux variables stebles admet la densité

of =1 —
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Nous avons donné dans la Note 76 , formule 12, l'expression de la transformée
de Laplace de f(z), quiZ est Nﬁ( 7\“) ’ I'-g‘(z) désignant la fonction classique
de Mittag~Leffler. On peut d'ailleurs retrouver ce résultat comme suit : si X
est une variable stable de loi e~ﬁ »la variable associée ’l/X“ (dont 1a
loi donne la probabilité d'absorption dans le processus & accroissements
indépendants et stationnaires engendré par e X ) admet classiquement la

fonction 1\5\(}\) comme transformée de Laplace :
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"On tetrouve d'ailleurs sans peine cette relation (6) en partant de la formule

(3) de la Note 76. Si maintenant Y et X sont deux variables indépendantes de m8me
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conformément & la formule (12) de la Note 76. Comparant ce résultat avec

1'expression (5) de la densité de Y/X , nous obtenons 1'identité suivante,

r 0 & &L )
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Généralisation.Nous avons supposé que X et Y admettent la méme loi e .

Introduisant des paramétres d'échel}?‘ différents a . (pour X) et a . (pour Y)
ces lois deviemeht & ot o %% . lNais si X obéit & la loi ", x/a¥
obdit & e“'\‘ , et (a% /ad)w(x/y) obéit & M ( A%)  donc admet la densité’(s).
Les paramétres d'échelle n'spportent rien de substantiellement nouveau, et, dans
le cas géndral, la densité de Z = Y/X est :

0.0, 3 somam

z 4,24
< d

(8) £(z) =L ;
T q-;" + 20,8, };‘cosx".‘ + @

Loi de X/(¥%+Y) Le chengement de varisble T = X/(X+Y) , soit T = 1/(1+%)

effectué sur f(z) dz montre que la variable T , dont la signification

géostatistique a été examiné dans la Note 76, admet la densité
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(pour © £t <1 ). Ltexpression géhérale des moments associds & cette loi
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figure dans la Note 76, formule (12). BEn particulier,.on a :

‘ a |
(10) m = B ( x ) - .___...:—-——— )
XV I a,+ &,

Inversement, compte tenu du fait que a, et a, sont de simples parametres

dféchelle, la formule (10) suffit & elle seule pour caractériser les lois (8) ou (9).

. <
En effet, Z = Y/X admet la transformée de Laplace M‘I( gt_g_\) } de sorte que
. P - - QL
1< M*( )~ est la fonction de répartition d'une variable A\ = U/Z, oh U
est une variable & loi exponentielle réduite indépendante de Z. A son tour, /\

admet une transformée de Laplace @ (}4) = E( e"‘}"A') .
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La donnée de cette transformée é% (jq) détermine la loi de j\ , donc E(e‘)ah)

et par suite aussi la loi de Z. Oz, d'aprés un calcul déja effectué dans la

Note 76, on a clairement :
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Comme enfin 2% = Y/X, on a aussi bien §§ (jA) = EE&/(Y’+;MX)E .Pourpp =1,

Il

1a formule (10) domne %? (1)

az/(a,+az) . Hais remplacer X par jAX , c'est 4 dire
“ NS .

-4\ Y N o .

e " par e o équivaut & chenger a_en a p - Par sulte, ona :
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11 est d'ailleurs facile de vérifier ce résultat en effectuant une intégration

directe sur le développement de la fonction de Mittag~ Leffler.

Moments de %/{%Y) la formule (11) pemmet de calculer facilement les

moments succesifs de Z = X/(X#Y) . Elle stécrit, en effet, sous une forme

équivalente :
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e[E— 1 = BT AR
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YK Gy + Gq M
RN Il suffit de dériver n fois en { avant de faire ya = 1 pour en déduire

1'expression du moment d'ordre n. Pour n = 2, on trouve ainsi 3
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dtoh 1'on déduit la variance, obtenue dans 1a Note 76 par un autre procédé :
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Loi de log( X/(¥+Y) ). On peut obtenir 1l'expression de la densité de cette

2

. variable en effectuant un changement de variazble z = e¥ dans 1'équation (9)

Mais le rdsultat n'est pas rés encourageent. Nous partirons plutot de la
fonction caractéristigue, dont l'expression, établie dans la Xote 76, s'éerit
(en posant a = az/a" Y o
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(par suite d'une erreur de calcul, la Note 76 donne un résultat faux pour cette

espérance.) Pour le moment d'ordre 2, on déduit de (12) -
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IT ~ IOI CONDITIONNELLE DE X A X + ¥ = g FIX

12 Cas général.

Soient X et Y deux variables indépendantes, admettant les densités £, et f, ,
<~
Z = X+¥ leur somme, admetiant la densité =1« f . AZ=z fixé, X admet
la densité conditionnelle :
2 {2V ¢, [1L=-2¢]
. I A Ty ; < 6]
. . [ vl [} X &
(14) £,(x13) = > ¢ 3)
(] 2 .\
'&-"C%J

(C'est seulement pour la commodité de 1'exposé que nous supposops l'existence

de ces densités : c'est 12 une hypothdse qui n'a rien d'essentiel, comme le
suggére déj: la relation (15) ci-dessous.Pour s'en affpanchir, il faudrait
introduite 1'espérance conditionnelle E(X | D) de X relativement & la & -algdbre

:ES engendrée par Z ).

Prenons la transformée de Laplace du numérateur de 1'expression (14), qui est
une fonction des deux variables x et z. En désignant par z@ et iﬁz}es transformdes
1
de X et de Y , on obtient : |
—

’ 0-7~ . c}l 4 ~h X 7 —
(15) / e )A%&b J/ .‘5'?,‘(7‘;) _(P) (:;-2’} & dx = EE"! (7\+J‘L) @a(a}AB

o ©
Il n'est en générel pas facile d'inverser la relation (15) elle-mfme. Mais
on peut parfois en déduire au moins les moments conditionnels de X &2 X4Y = 2

fixé, que nous désignerons par mﬂ(z) :

3 .
n
n (z) = z £, (x13) dx
£
Il suffit, en effet, de dériver n fois en ) la relation (15) avant de faire

= O pour obtenir la transformée de Laplace de f(z) m (z :
n

{

op,_ ' n nl .
(16) o/ 6}‘5 M, (5 @(;\d;} = (-1) @ (o @?‘.CJ;»)

En particulier, pour 1l'espérance conditionnelle, on obtient :
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Remaroue. Si l'on pondére les densités £, et 1, de X et Y par une méme

. -k X . PR - oz . .
exponentielle e , la loi conditionnelle de X & X%+¥ = =z fixeé reste inveriesnte.

On vérifie facilement, en effet, gue la densité £ de Z = %Y se trouve elle~méme
ondérée psr cette exponentielle, et un simple coup d'oeil sur (14) permet de
b b ’ D I I

conclure.

Dans le cas ob X/(X+Y) est indépendant de X+Y, la proposition précedente
implique que la loi de X/ (%+Y) reste invariante lorsque 1l'on ponddre les densités
par une méme exponentielle. Il existe ainsi un rapport étroit enitre les deux
critéres qui nous ont servi, dans la Note 76, & caractériser la loi gamma.

22 Cas des lois indéfiniment divisibles.

Soient maintenant X et ¥ deux variables indépendantes indéfiniment divisibles,

-aéw e—qi@

s A = 2 i A
de lois @1 = e et ga= avec la méme fonction ktll (2} =_()/‘ Y S

Y ddsignant la transformée de la mesure positive G associée & cette loi.

La somme Z = X+Y aémet donc la loi @ o e ‘p

—ab

Si 1l'on interprete 2 comnme un temps, e ° est la loi d'un processus a

accroissements indépendants et stationnaires X(a). Ona X= X(a,,) y Z = X(a_’-i-aa)
et la loi de X & Z fixé décrit le comportement de X(a) au temps a = a, lorsque

l'on sait que K(a) a pris la valeur z au temgs postérieur a = a_+ az(et la
{ I~ 2
valeur O en a = 0 ). Kied (o

. i
LI /r./J .
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Caleul de 1'espérance conditionnelle m(z). ILa formule (17) donne immédiatement :

Ll b
g <G R T
/a Fomiz) 2383 = - o, Ve Cals &
e a,tray
R "'(.‘:‘n"'c;z1 . i
(avec §> = §4@2= e , loi de Z). Mais -~ é est justement la transformée

de z f(z) , d'ou résulte :

(18) n(z) = X .
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Nous obtenons ainsi un résultat déja mentionné dans la Kote 796, et que l'inter—

-

prétation en termes de processus rend du re

U

te trés intultif : l'espérance

conditiomnelle de X & XY = z est proportionnelle 2 z, le co¥fficient de

Y

ort des "temps" correspondant & X et & Z.

- &

proportionnalité étant ézal au re:

Réciprogue.Inverssment, l'espérance conditiomnelle m z) n'est proporiionnelle

-t —a, {
N . . ~ ’ = -~ = ~ s ~ o b Y
% z que si les transformées de X et de Y sont de la Torme e et e 2 avec
4 !/ . : . s
une méme fonciion \‘-’(A\ .(ce qui n'entraine pas nécessairement l'indéfinie

diizisibili‘cé)

oAb )
En effet, si n(z) = 4z , la relation 17) entraine /’f(\ QLM @2+ 9, @2] = d:)*'i qu

N [t - e ¢ . :
d'ou l'on décuit ¢ = ¢ et ¢, = @ "' cavec 4L = Q*‘/Caﬂ’raz}

Moment d'ordre 2.1La relation (l montre de mime que le moment conditionnel

d'ordre 2, m (z), adme: lz transformée :

% — A % :)l\ e
~ hnd Y - —_ i
(19) / T g2t ey = [ (e 0 -9 T
o)
d'oh nous allons céduire la varieance,
, g
/"‘L S 7
Varlance conditiomnelie & () ., Caleuloms J € ¢ (3) ‘4?‘25\"‘3
avec G (z) = mz_(z) - w(z)? . La con“'"lou‘tlon de m, (z) vient d'8tre évalude
- -2
en (19). D'aprés (18), on a {m(z){ = 7-_- 5 et, par suite, :
- L &yamhg
P
I
f .J‘é " "'l (9;; Q_ —‘:
, Jd e er&)i .",.,df'xdg - .Ff [ 3] \ g:) [‘}A}
U atq4+Gg
_ [ ax 2 e 2 xL .—(Q,+Q H}}
= (=) T (oarery 0 = (agred
. Q@ q“r“z,i i {
Retranchons de (19). Le terme en W' disparait, et il reste :

: , - (tq+c \q)(]-t
Dpan A a4 G Q,) )
-t _\G = (r e’
! <7:> é a—z*’az '

Q
-~
o~

&

(20) _/ bae-f
: S

Cette relation fort instructive mérite quelgues commentaires. On sait que
}",!\‘ se rd . 0 - -
{ =Y (A} est la transformée de la mesure positive c(éz) qui, (éu moins

lorsqu'elle est sommable) représente la granulométrie en lonnueur des sauts

du processus associé. Ainsi, - if) W= o 5" est la transformée de
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la mesure 2 G(dz) : au deuxiime membre de (20) figure donc l'imzge du produit
de convolutidn de f(z) par zG(dz) D'oh la formule géndrzle domnant la variance

conditionnelle :

.2-\.‘\
_// O:,\-/ Pla ot G‘Cdii\;

L o G o DR —
/ 04 - PR
~ (W { & e o F N
(dl) < G —:—0121 _;,: ,;_\}

Ces relations (20) ou (21) rontreat qu'il est possible de caractériser une
famille de lois indéfiniment divisibles (ctest & dire une fonction L? ou une
mesure G, définies éventusllement & un serametre d'échelle prés) par une
propriété de le varishte conditionnell Donnons un exemple.

withre 1 pour la loi smamma. La seule lol Zndéfinimen divisible pour laguelle

roporiionnelle & z ~est la lol gamma.

t, pour une lol gamna, X/Z est indépencdant de Z, e

= A z° , avec ure constante A dont il est facile de trouver l'expressioxn

si 4) = & 1og(i +2/b) , 4 ne dépend pas du parandire d'dchelle b et vérifie :

. Cg,‘ C{z

(22) A = ol I
(danbe)” [ A &(@aviedy

-

. ° ‘
Inversement, supposons © (z) = A 2%, La relation (20) conduit & :

. 2 .
Gy U s T 2 . it
— W Lg) = A 3( (q +G,\ d)‘ - (Ol.'*c")\‘ LD ;
o 1% \ i % 2 2 |
Ca, + 8z L i i
La solution \{r) telle que k/ (0) = -est de la forme if,’ = ol loo e AfD)

avec un paramdtre b arbitraire, et un paremdtre o se deaulsant de A par (22}

Si nous combinons ce critére avec la réciproque de la relation (18), nous

pouvons énoncer :

kg

Critdre 2 pour la loi gamma.Si X et ¥ sont deux varii.ies indépendantes, et

7 = X+Y leur somme, les deux propriétés suivantes sont dguivalentes ¢

a/ X' et Y sont des varisbles gama admettant mdme paramétre d'échelle b.

b/ & Z=z fixé, l'espérance de X est proportiommelle & z et sa variance

. N 2
est proportionnelle & z . .
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En effet, la condition relative & l'esperance entraine C%‘ = e at Pz= <

I1 n'en résulte d'ailleurs pas que ces lois sont indéfiniment divisibles, mais:

1la démonstration du.critdre 1 reste valable.

Dans lz Note 76, nous avons obienu ur critére apperenté : l'indépendance de
X/(3+Y) et de ¥+Y . Ce

’,J

u critére 2 .

Nous voyons que la rdciprocu: est vreie : lz seule hypothése que les espérances

conditionnelles de X/(X}Y) et de K/(}l’)“ ne dépendent pas de z entraine

&
1'inddpendance stochastigue des variables %/(%+Y) et X+Y , et suffit &

caractériser la loi gamma.

N

%9 Cas des lois stables.

oY
Tyarinons maintensnt le cas des lois stables, clest & dire LQ (A ):: A ou
. o R, . . . et . s
c(dz) = ?%_)z dz (avec 0 € % & 4). La relation (21) conduit directement &
i~
une premidre expression de la variance conditionnelle :
é "‘.-0’\ \
- o G ST Lyl da
\C-\ </ —a R Ll L —
2 G Lly = = .
(23) 9 Da-a)  (agtae) £(2)
. Vg

Pour obtenir une expression plus parlante,partons de (22), qui s'erit ici :

@ 4

~mioa . ot —( \ Ad
/ e Fo e FigNdy 3« i~ a\ A M e Gaxazlge
o .

Ga+dy o
A 4 - é\ o~ —-CO—"’}C‘;)J"‘
Or zf(z) a pour image de Laglace - ;D(jj) = o fayiG) M & \
s ; — (2 i aa : /
et le deuxidme membre de les relation précédente, qui est - (i~<) Lt C?{JJ\ H

) ;"L CCL\+Oz\:
est lui-mfme, & un facteur pres, l'image de J//i £(x) d&x . D'olu la deuxiéme
o
expression de la variance conditionnelle :

n

d
3 a, o o/aa,ﬁfw\dac
(24) & (3 = (1-< = . -
(aq+a2) 4¥(})
- G
Corollaire. La densité £(x) de la loi stable e vérifie la relation :
O\r‘sd <2 t -’é é
(25) s fr{(}-—}{\ GX = e x,?(.x\dx
0 D(&-d) A O
—a At
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En effet, il suffift de comparer (23) et (24) pour obtenir (25). Réciproquement,

(25) entraine pour la transformée > de la loi f la relation :

it
At
A-L - A (S¥] L/\“
A G = — Y/
oA N
- o
N 3 "t -ﬁ T . N . 0
d'ol l'on tire log ) = -& /A . Notons aussi le critere suivant :
—-—

de le loi siadle. Lz loi stable de param&tre « est la sesule loi

(d ’
(l)

Criter

ihdéfiniment divisidle (& un peremdire d'échelle prds) pour laguelle la veriance

conditionnelle soit donnée par (24).

it
ay (A}
f + i { = ) by : L1 Ej_ci—z—' -
In effet, si (24 ) est vrai, f\z)& (z) a pour imege il =i (a‘_*az\z ")\

o
d'on, compte temu de (20) la relation : {u-al U7/7% = O

(el
L
|
2
-

On en tire : log L‘g = (K=-1)log A + C et

e la variance conditlonnelle relative.

[{N
<
g
0.,
M
£

Passons maintenant & 1

Z
A ; 2 s
Comportement asvmnioiicus de & (7)/z% . Le comportement asympiotigue de la

’

ariance relative pour z infini peut se déduire des théorémes taubériens. Fais

v
. . . o i R . —aA
il est plus simple de partir de l'expression de la densité associée @ le loi e :
o
nad , . —
— (-ﬂ""’ Ci.h Nlasndd] 50km 0T A 1
f(x). = C’_. 3 -— 1+
¥ i b
n=- ’
L o o oo
On en déduit pour z grend : f£(z) & 22— 3 et 2 - Mz) v = 3
Tl V)

Utilisent d'autre part un résultat concernant les fonctions de répartition G
=~ & AN R N P
telles que i’l - G(xﬂ x ' soit & variation lente & 1'infini (Feller, Vol.II, p.275)

on a sussi :

E) 5 o -4
[e s v 3 feral] v

2 e
- \}.)’ Dfl’\d"g 4 '72
et par suite : 0 AJ — )
#13) -2

La formule (24) montre alors que la variance relative admet la limite finie :




-
— g

, 13
UZ b Q
Q2. G (3) _ G G2
(26) ' .z - 1
3> Z (aqxa2)

Cette limite asymptoticue est plu srande cue la variance a priori de X/z ,
O\ C{ 7z = N e 5 7 -~
1% . Comme l'espérance de ¥/7 & Z=z fizé ne dépend pas

VD -
s (3) 2 A .
S e Py ol
- a3 i

1

(’.]_ - Q{) (o« aed

qui esv
de z, on doit avoir :
\ Lo Bz
_ “.l A ce—————
u(/Z/— Tt g
\U‘f'i""\:&\ Fo
te re on de \24), compte temu du fal
nsi,la Vﬁ“iance

(11 est du reste facile de déduire ce
le er z=0 plus vite gque toute puissance de z)
une valeurX¥Z¥ supétieure 3 se valeur "moyenne' D (X/Z)
ke 2
< (z)/z
H

4

le comportement de
obleme oue sur wn cas particulier

que £(z) s'anmu
relative prend & 1'infind
11 sersit égelement interessant dtétudier
lorscue z tend vers O. Nous n'aborderons ce me
&t
iy ~ T
=GLA a X A
ze =1 Te i zdmat 1o densi . ) = — —
Cas & =1/2 . Le loi e dmet 14 densité : f{x) T =512
(l/X est une variable gemme de P netre 1/2). On a:
4 n 2 o 2
& . 2 3 ~C . — SR’ 2
’ K / . A-‘* . ayz "“ﬂ/.a )
b'd f(x) dx = — & e X -~ ] du
L\ J ——— - e e e
O - 0 Voo — -
2\ 4 v, 32
<
gl Sy
\ ox L g au
= o e : oy 212
> C\,-HJ\

Par suite
3
/ &_’Fiy A
e
2(5)
gtive T =1/2 :
v R
- (asa N U
e
317

G4 Gz S
Craen)

[
e (:)
(a,+o2)
Y2 /
! o
Dour 7z tendant vers O

(27)
él
Pour z infini, on retrouve bleﬁé%a limite (20)
, expression majorée par
g
ety < ‘t’a/a
-007/‘_‘5 dU_

4

<

|

1'intégrale est équivalente & %{’e & (1 + v)
43 /o> T4-e
¢ (l+£)312/‘

/L 2
=
&y fixé cuolcorq‘e), et de mdme minorée par
I1 en résulte que, pour - terdant vers 0, la variance relative ten id vers § avec

a0z

(pour

. “
\‘ /\.—ll

2

(AR}

(28)



en z pour vérifier que & (z)/zZ

Nt

D'autre part, il suffit de dériver (27

est une fonctlon croissante de z. D'oll 1a conclusion :

'

Pour « = 1/2 » la variance ccnditicunelle relztive est une fonctior croissante
de z . Elle est rulle en z = 0 et y prdsente une targente dgale & 2 G- &2
- P - . e U &G Lc‘-"“:‘c‘l?
cour z infini, elle tend vers la limite Jinie : _T2%3%
(.css"""yll -

Bien qu'il ne soit &tabli ici gue pour < = 1/2, ce résuliat a sans doute une

signification générasle : lorsque Z prend une veleur z faible, il ¥ & une prebabilité

L

) . Cette conclusion se comprend szsez

bien si l'on se reporte zu processus & accroissements in tpendants ed siationnaires
. .. o =EM . .

X(z) de loi e sl, et =2a+8 , X ) prend une veleur Faible, c'est

qu'il ne s'est produit envre ¥ =0 et T =a, + a, que des sauts d'amplitude

LS o~ ! - N Ll —a on o L
tres Tgible. X\a1) » Somme &'un nombre tres grend de sauts tris petits, ne peut

pas différer beaucoup de son espérance..

P

IT] — " NTERPRETATION R TSRVMES DE POTENTTEL ET DE PROCESSUS SURCRION =S

Reverons & l'expression (3) de lea densité de la varizble « loz{Y/X) lorsgue
-1 o\//?

T et X sont des variables stables de mefle 1oi, et & sa fonction caractéristique

1/& shdyﬁu/shTTu . La densité f&z) est une fonction harmonicue des deux variables
J

z et wo (cel: se voit immédiatement sur le développement en sirie de Fourier

£(z) ). Cette remargue conduit & interpréter £(z) & 1'aide du potentiel

‘.

logarithmique classigue.

-1

o Soit une masse -1 placde & la distance a d'un demi-plan
{ & . conducteur : elle induit sur la droite limite la densité
‘ 1 (€8 » . .
T T 7777777777 de Cauchy U, (}:) = = ot dont la foncticn caracté-
- oty

risiigue est e

[/l///////////

’ “

51 maintenant la masse inductrice -1 est placée dans la

-~

0
G-
‘e bande séparant deux condusteurs limités par deux droites
! N . - . )
a paralleles, et si a et b désignent les distances de la

7T (7 7 [ l 2 For % masse -1 .. ces droites,




les densités induites £, et f@_ vérifient le systeme :
~ 0 ¥
] il -~ f& — * Kj 2
o - ba’ - i & ‘ A&
(29) p ; )
[ Az A
- - U, T Ta c Vaso
C e &

prenons les fonctions cersctéristicues : 11 vient
~Jas &N Ml

-~ Qi —
-

<) = < - E.JC, e

(30> & IR EN kY
& ~Giw —— ~ (a4 B8N V]
“/6' = e - Ca €

—_— <8 -
/\ _ —
e F StiasBY
(31) ! : .
ES S8 il
) Tk S
-6 &9 fas Gl

. - . . / : -
Tes masses induites sur les deux droites sont b/ \a+b) et ‘a/ (a+b) respectivement

{en rzison inverse de la distance de la masse inductrice). Si 1l'on prend a+b = T

/ < s - ’ N oz . ) :
et a/(a+d) =1-«& , la densité £, normée & l'unité, soit £, /A, admet
. . e i 1 8 o - s s s s
lz fonction caractéristicue "y S“_ - : elle coincide avec la densité de la
SV T

vzriable log(Y/X

Dans le systéme (29), remplagons Uq par une loi indéfiniment divisible

i
o . s o —a i) .
admettant la fonction caractemisiique e W . On obtient encore la

)
solution (3), uw étant remplacé par Y (u) . Mais il n'est pas certain a priori
¢

que 4 5L g soit une fonction caractéristigue. Considérons le développement :
4 53.1\‘&? |
i ) * \g
ooseamd 2 " ghma
- . : = s 2., %
*® Shw Ll NnT+ Q)
i
I1 s'écrit aussi : 2
. : 2 CA
¢ U
| stand¥ 2 H(y) e * dy
T e U Nin A 9
§
2
i d



La fonction X (qui intervient dans la théorie de la u“ul“”r) est positive.

Pes
- L:ll
Par nad + s Caie + 1vme fanatd Ar racté~igticu 11 t de m8
rax COL.chuenb, S+ € €8T ULe L0oncCiicn caraceerisTti cue, 1. @ est de mEne
. . : . — L. . . 5 ! o
de sh o\“rr(.y/ec sawd . En perticu lier, on peud prendre Lj) = lul  avec O<« {17
1]

(loi le synm 1q"e). Le cas o = 1 conduit aux relations ( )

Si U, est ila densité d'une variable voezitive, et e sz transformde
- - ~ ~ : . = oo - ‘/
de Laplace, £, e! T, sont concenirées sur (0,0°) : show V(A ) /o suathl ) )

8D LACe 3 ;
. - - e = \
représente cetie fois la tronsformée de Lazplace d'une 1ol concentrée sur (0,09/,
"yk/ll .. -9 A - — . - 4 L] .
ourvu que e ° 1 S017 elle-meme une 10i. En particulier, U = 7 convient
q I PR A

si «¢ 1/2 . Pour of =1/2, e 7 représente le temps d'avteinte associd

& un mouvemers brownien. Dfcl une deuxidm interprétation :

Processus sutcrdcnnds. Consi érons, sur l'axe des x , une pariicule animde
- u®
d'un mouvement vrownien e . Le temps T, de prexier passage par le point
At
. - ~ el . - . -
d'abscisse a acmet la fransfommée de Laplace e ‘¢, loi gtable de naramdire 1/2.

Soit alors Y(t) un deuxieme Wiener-Livy indépendant du premier X(

i
-litn
méme loi e onsidérons le processus subordonnd Y(Ta) , représentant la

(@]
Q.,

w
e
H
®
¥
e
(DI
2]
(0}

s : N \ I'4 .
valeur prise par Y(t) au temps aldatoiZlre T ol X(t) atteint pour 1

fois 1l'abscisse a. On a :
- ~7 - CT&M?‘: _a‘“x
i eLu\/yT}A 1 - E (ﬂ e i - o

E

- U——' &
veleur de e “ pour );= cu . Le processus subordonnd Y(Ta) o&dit done
, -

& la loi de Cauchy de densité = a

] q';‘_;_

. U?-
<

En termes plus imegés, on interprdte X(t) et Y(%) comme les coordonndes ¢ 'une

est

o]

prarticule animée d'un mouvement brownien dans le plan. Si la droite x = 2
une barriére absor bante, V(” ) represeh te l'ordonnée de la particule au moment
ou l'absorption se produit (le point d'impact sur la droite x=z). Lz loi de ce

point d'impact est la loi de Cauchy ; elle s'identifie avec la masse induite sur

X = a par une masse inductrice -1 placde & I'origine.
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Placons maintenant deux barridres zbsorbantes en x=a et x = -b .
Désignons par T(a,b) l'épocue d'cbsorntion, par ga(t) dt la probabilité pour

ue l'absorption se vroduize sur la ércite x = 2 entre les instants T et t+dt
& P b4

et de méme par g.(%t) &% pour 1'évensment analogue relatif 2 x = -b . Soient
(4
T T 7 oo v Lo Io T.anmlaps +d':.ad_ﬂ'4-'f
{ et 1, les traznsformées de Laplace en T de ces densives.
a & 3
En 2'sbsence de Yerridzre en x = -b, le terps dtatiteinte T de x=a obéit & la

(=N

t
loi ﬁx(t) de transformée e Yz . Mais l'évenement t T . &t+ adt

peut, ou non, avoir &té prdécédd d'un premier passage par x = —b. On a donc :

e. wne écuation anzlosue en b. On recorneit le systéme (29). En passant aux

transformées de Laplace, on ootient donc :

ey

L2y =
st (u+é) ‘\‘/-7‘:
v
Q}C%\ - se aVarse.

Se (aarlBA\V AL

En particulier, la probabilitd pour que l'sbsorption ait lieu sur x = a

est b/(a+b). Lz loi corditionnelle correspondante pour le temps d'atteinte

o 1 2, . ’ . f ’, . a9 3 -
est (3 {¢+&) Considérons maintenant 1'ordonnde du point d'imnact Y{T(a,b)]
6
Elle est scumise & la loi de fonction caractéristique :
~
{

\ ¥ ~ i3
ot TTe, o) _ —Ccuw T(e6)
. B e }

T EEG -‘}:

Dans 1l'hypothése ol 1l'impact a lieu sur la droite x = a la loi conditionnelle

correspondante de Y(T(a,b)) admet la fonction caractéristique :

o+ G
G

&4 G st G u
& se(avGlu

48

N (cu ) =

Autrement dit,la varizble & log(¥/X) de densité (3) peut &tre interprétde
coime l'ordonnée conditionnelle du point d‘'impact dans un mouvement brownien

comportant des barriéres absorbantes en = = w(l -<) et en b= - w« lorsque

1'on sait que l'absorption a eu lieu sur la droite d'abscisse a = T (\-o) —
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IV — PROCESSUS MARKOVIENS STATIONNAIRES ASSOCIES

Soit ZD( une vatriable de loi stable e : nous allons construire un

processus markovien ol  variera de 0 2 I et jouera le xdle du femps. Posons :

R (!'LLL’
. v oAea P . 2t e
On sait cue X . admet la fonction carcctéristique ~———-
- A D {a-lust)

La relation évidente :

, h Y OV ¢
aa-tul | Dtmeia) Tlomied]
[ g -
7 .
Cla-cast o Pa-wa)  Oa-los)
montre que lion peut metire XM" sous la forme :
)
o
/ = X o+ o X
N =
(32) Nel s = A E
(on et X, &tant supposées inddpendantes). Pour les variebles stables initiales,
» ! £ 7S
N -3 LAarid veilt = = 3
Za.\ = eXp(A‘*/oO cette relation éaguivaus & Z‘*ﬁ': = Zv‘ <Zf~’>) et exprime
un résultat classique. Pour donner & « une signification temporelle, posons
-t P .
o = e (O &t L2 ) et convenons d'écrire X(“l:) au iieu de Xe"" R

La relation (32) devient :

2
<A -t

(33) x(t, + %) () + e zx(tﬁ)‘

étant entendu e%a.e X(x’:,,) et X(tz) sont considérdes comme des variables indépendantes.

droite et & gauche ont la méme loi. Montrons qu'il est possible d'interpréter

Le symbole (équivalent en loi) signifie que les variables figurant &

N s . . . L. . . ~
X(%) comme un véritable processus markovien stationnaire, obtemu en effectuant

une ponddration exmonentielle sur un processus auxiliaire Y(t) 4 accroissements

indépendants et stationnaires, soit =’

/.

(o)

(34) x(%) - e AELRVITS

]
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premitre (puisqu’

19

a/ si Y(t) estun processus & accroissements indépendants et stationnaires,

(34) entraine toujours (33). En effet, on a :

) ’C L~
- L 2
~(£’,+L'(_-A L)
X(t, + t,) = / ‘ o ~ (e £,=T)
e 4 © AT v 2 *(47T)
-tz €4 ~ LT, - ~ta o ,,
La premidre intégrale est e /// & ¢ b; (df?) = e A (Cq

)
o

par définition. La deuxi®me représenie une variable azléatoire Indénendsnie de la

B
v

es

est siationnaire)

b/ Il reste & montrer cue l'on peut effectivement trouver un processus Y(t)

tel que la relaticn (%4) conduise & un X(t) de loi r‘(1~£u\/ Pl e‘b)

Si e° Rl est la fonction carsciéristicue de V( ) , 11 faut que 1l'on ait :
gl €
(35) g L Hiuwe ™ ) o
- -du e ) o ~
Dérivons en t. Il vient :
~k

oo i . ~t
-—iue~b O (a-tue | Filue )
o (- fwé )

tf

clest & dire :
(36) Ew) = -iu ———

Inversement, si H(u) est de cette forme, on obtient bien (35). Tout se raméne

s & Hluw - e ey s e .
donc & montrer que e k )est pien une loi indéfiniment divisible si “(u) est

donné par (36). Or, on trouve facilement :

- Yl a N+
-H"(u) - _‘_3'_ L{er{ic.ux ] ? 5

S VAPIRY : {n+t =)

de sorte que -H" est la trensformée de la mesure positive G de densité g(x)

nulle pour x ¢ 0 et dornée pour x> O par :

. v ( - {na) X 3;,2 6—'3(
; _ X Y\*’,’\ e =3 _’_____——.——-—2
(57) sx) = e )

Par suite, e& H est bien une loi indéfiniment divisible.
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Limite ergodicue. Lorsque t tend vers 1'infini, le processus markovien

. . 2o . / - . & P . .
stationnaire X(t) défini en (34) tend vers un &tat stationnaire. La loi

S
de X(t) converge en efiet vers T° {1 - iu) , qui est la loi de loy(1/7)

Y désignant une variasble exnonentielie réduite,

Processus svmétrisd, Si X(%) et K‘/t) sont deux processus markoviens

- T g Y + wf hd N
2 la 1ol précéddente, x(%) - A'(b) est

indépendants obdissant tous les deux X
la relation (34), avec

lui-méme un processus markovien
el{v+ms
) ’ . -, N e

pour Y(t) la loi symétrisée e . 0na

. ‘n’ud’mﬂ—\
S v

a ¢
E+ H = w2 %
au

7
-
~
(]

- . ! - . - s s oa ’ .
Pour X(0) = 0, la loi de %(t) admet la Sensitd fiz) éerite en (7).




