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COVARTIOGRALIGE GIOMETRIQUE DES FIGURES CONVEXES PLANES

3

Nous nous proposons dans ce qul sult d'établir quelques propriétés géométriques

des covariogrammes des figures convexes planes.,

- A~
v .
Soit BGR'Z un ensemble convexe plan, et O un point intérieur & B que Tnous
prendrons comme origine d.s coordonndes polaires. La frontiére C de B admet
1'équetion polaire P = Pr8Y , @ (@) étant une Tonction continue positive
admettant en tout @ wune dérivée & droite.et une dérivée

a gauche, et telle gque, pour tout e :
ep+a6) cosal - PCBY
Sy

) s B0 pé)

soit une fonction non décroissante de I\B Cette condition
‘ (Fig.1) 'e};prime , en effet, que la projection de M!

sur OM parall‘el‘ement é&}lﬁf" est un point H n'appartenant pas au segment ouvert

{o, (’(6\ L, et suffit . d'ailleurs & elle seule & entrainer la continuité de-

et l'existence des dérivées a droite et & gauche. o

Inversement, si f'lex est une fonction vérifiant cette condition, et si Me

est le point de coordonnées polaires (pieY, 0 )I = {J fo M. est un ensemble

convexe dont la frontiére es’c‘ ¢ = U ne Bere vl

o
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4 tout vecteur unitaire of d'origine O correspond une droite limite D((telle

que B soit contemu dans le demi~plan fermé E , contenant O défini par Do( )y
_..\._.n-—“-*“"":’ )

“ B
etona B = I\ E & ‘ -
xXE(0,2q])
Chague droite limite Dy, est définie par sa dist-nce r(sf)
3 1l'origine 0. Le point P = ( r{4), 9 ) engendre un

ensemble appelé podaire de B.

Inversement, si l'on se donne une famille D, de droites

et si 1'on désigne par E_, le demi-plan fermé défini par
D-x contenant C, Q E est un convexe fermé B. Les demi-droites limite de B,
cependant, ne coincident pas nécessairement avec la famille D, . On vérifie que

les D 4 sont les droites limite de B si et seulement si pour tout « la fonction :

Y +AO‘) -0t GOSAO(

est non d croissante en DA ., . )

- B,
L'inverse de la podaire de C a pour équation e =’l/r( o{)' . Dire que la fonction
(2) de @g{ est non décroissante équivaui: 3 dire que la fonction (1), avec P = 1/r,

est non &roissante en d .

Ainsi, B est un ensemble convexe si et seulement si 1l'inverse de sa podaire
’ P

est le contour d'un ensemble convexe.

—
Désismons par || et par J leg transformations par podaire et par inversion. -
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¢ est le contour d'un ensemble convexe si et seulement si il én est de méme
de JWC . D'autre part, J T est son propre inverse (JT = T J , ou
JTJT = I) : propriété élémentaire. Appliquons cezs propriétés au covariogramme

géométrique.

-D -

Si B est un ensemble convexe ouvert, et g(h) son covariogramme géomét-ique, !

v
1'ensemble {h : g(h) £0% est B@B

En effet, B étant ouvert, g(h) # 0 équivaut & 4 x € B"tel que ¥ = x+he€B,
. N .
donc i h=y-x, avec y& B, x € B, soitl he @B .

B@B est symétrique par rapport & l'origine. Il est convexe

si B est convexe. En effet, si x et x' sont dans B@g

ils sont de la forme b=b, et b'-b , avec b, b,, b*', b, , € B

pour tout A€ (0, 11, A (6-Ga) +C-2) (6'-64) =
A+ B - A Ba (A Bl

est somme d'un point de B et ci'un point de ‘é, donc est dans

BO® S .

- F -

: v :
Cherchons la podaire de B(H B « L'origine O étant intérieure a4 B, soit De

et Dy, les droites limite de B relatives aux directions of et <+ 7 , ()

* et Py,, les points correspondants

de la podaire de B Soient’ Z} et Ad.,-n les deux droites paralléles a Dd

et r( o +T) leurs distﬁncec % l'origine, P

dlstpntes de r(o() + r(&-&-‘ﬁ') de 0. Comme B est contenu dans la bande Dot\ Dol.-h\

BOB est contenu dans la ba:nae l)d ) Dy, Mais le point P - d-w € Aﬁ(




— i ’ ' V ‘ . -
est dans B@® B , donc Aok est la droite limite de B@ B pour la direction of .

v . L
Autrement dit, la podaire de B@ B admet le rayon vecteur r{of) + r(o(.+‘n‘) .
Mais cette expression coincide avec celle du contour apparent de B pour Jla..-- -

direction perpendicuiaire of + 7'72 . Ainsi la courbe d'équation polaire :

P = w(a)+ R(d+77) = *-'S' (0)

B vy PY

v
est la podaire de l'ensemble convexe B@® B = {h : g(h) £0 %
L}

Considérons la section du covariogramme par un plan vertical

de direction o . La tangente a l'origine coupe l'axe

des x en on point-d'abzmcisse h(o) = — g(O)/gL{ (0)

3 é:( ) La courbe d'équation polaire P = h(«) est donc,
X Qa

, (a) & une rotatmon de 902 pres, l'inverse de la podaire du

’ v

contour de B@B , d'équation (3 = a(st) , a(x ) désignant

la portée dens la direction « .

Inversement, d'aprés D, si 1'oneffectue sur la courbe @ = h(™) une transformation
par podairerpuis une inversion (de module 1/g(0) ) , on

‘I
tetrouve, & une rotation'de 502 preés, le contour de B@B )

c'est 4 dire la portée a(¥). Gs wurle. gond lonuoxe, erveils .

Ainsi, la portée a{w ) se déduit du contour apparent g;[

et inversement : ce sont des données équivalentes.

- H-

Ces donndes équivalentes : portde a( 4) et contour apparent g! caractérisent

, Vv
non pas l'ensemble convexe B luitm@me, mais son symétrisé éB@B .
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Introduisons une relation d'équivalence B = B' entre ensembles convexes si :

v v
B@ B = B'® B' . Chaque classe d'équivalence est caractériséec par 1'unique

L

cénvexe symétrique A B@ B qu'elle contient, ou , ce qui rev\}ent au méme, par
1s fonction a() réprésentant la portée (le contour de B(3 B a pour équation
P = ‘a(g{) ) ou enfin, d'aprés G, par la fonction - g;/ donnant le contour

apparent des ensembles de cette classe dans la-directiony .

Les ensembles convexes d'une méme clagse d'édquivalence ont le m@me périmetre
2 Jf . Celd résulte du théoréme de Minkowski, qui domnne :
i g
A
2 - - C W
g / g, & |
<

Analytiguement, (en supposant le rayon vec{:eur' r( o(-) de la podaire de B deux‘
fois dérivables) la droite limite Do( a poﬁr équation x coset + ¥ sine = rlof )
et les coordonnées du point de contact de D avec son envoloppe (qui est ici le
contour de B) sont

. A 2 T

§X= Asbe # 4R (o5 &

Il

5 9y fog A~ ?‘Scix
D'ou :
dx = ~(=247") Siuxéd
§ dy: ( “l"ﬂ") CcSa(C*a(
et 1'élément d'arc ds = ( r + ") deA . Ainsi : , ‘ :
A 2T v ara)s Casmny) &<
Qf:fc\a . f 2da 5 | PRI
Q 40 o .

conformément au théortme de Minkowski. ~ '

] =
Par ~ontre la valeur & l'origsine 2{0) = S n'est pas la méme pour les diffdrents
convexes d'une méme clasce d'équivelence. Montrons que cette valeur atteint son

v

Y :
maximum pour 1'élément symétrique 3 B(® B de cette classe : autrement dit,

o T —————— S

. L”




parhi tous les convexes d'une m@me classe d'équivalence, l'aire S = 2(0)
atteint son maximum pour cet unique élément symétrique. '

. 'l
Nous donnerons la démonstration en supposant r deux fois dérivables, mais en
fait, cette hypothése doit &ime inutile (la dérivée premidre r' est toujours

définie sur r 0, 2]‘7 sauf au plus sur un ensemble dénombrable, et 1l'intégrale

/r'z d« existe toujours )

D'aprés les formules donnant x et y et leurs différentielles, (dx, dy) est
orthogonal & | , et 1'élément d'aire est —2' r(r + ") dod . D'ou :

2T

!
S = 3 R (2474 At ou encore :
(@)

| ?.7‘('2 7
o =g ) ()

Désignons par T (%.) le rayon vecteur de la podaire de l'ensemble symétrique
v , :
% B@B.Ona ro(d) = -2! (r(w) + (ot 4w )7 . On peut aussi bien poser.:

() = 7 @)+ A(L)

rn(o\) et o () vérifiant : To (@ +7) =ra(o() i Al +T) == A(x) .

Ona : ; ’
2% 90 a9, + AR

! L
N A R

( )
L'intégrale de A ")0 oude AR 0 de 0 & 27 est nulle. On trouve donc :

27T
5,5 = 3 / (s 2 dg

: (.
{Introduisnns les développrments de Fourier de ;\ (#) et de rA (X). Ils existent

puisque ,\(os) est contimu et dérivable k droite et & gauche. Comme A (d«}ﬁ) 2 -’)/ol\

A (o() ne contient pas de terme constant ::
Ala) = 22: (“a‘,cos (Z}H)O/ 4 @)_ S‘m(el'ﬂ){}'
. b= :

Dol
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v Y . A
/ 'A’(d\dd L )é; (c’},'}g,,)
&

A PR
[ Narda = w /. €2pm (9 F)
N ,
et par suite : .
So” S >/ 0 ' . ' ' ~
€y . . ;
i'égali'té n'ayant lieu que si les a, et les b )4 sont nuls pour p >1 ( le
terme d'ordre /A dans le developpement de A (o() représente simplement le

choix de la position de l'origine 0) c'est & dire si le contour est symétrique.
-KX -
Interprétons géométriquement ces résultats. Soit h = MM' = PP!

. une translation dans la direction o , et f-rm=pm

une translation conjuguée de direction 6 .

L'aire du parsllélogramme IIM'PP' est -h g:l (h,d ) =-F gg(f, er) . La somm+ ddes
aires MPA et M'P'A' est g(h,vf ) ’ celle des aires MUM' et PVP' est g(f), é) :

D'ou la relation : ‘ . )

g0e,0) > (6,9 = & gl (8,9) .

g(0) =
= qrep +§ed ~ €9y (¢,6)
é’}

Considérons le covariogramme d'équation y = g_(r,o() dans
S ) uné direction o , soit H'le point (n ’ g(h,o( ) ), H7 sa
T H projection sur l'axe des y, T l'intersectiog‘de la tangente
H,‘ { eh H avec Oy, et S ;Le sommet d'or@ormée g(0) . On a:

—_— i
% * oM, = ghx) - ,
BT = -hgy(na) = -2g ()
s = g(1,0)

Ainsi, connaissant le covariogramme, on peut déterminer l'aire g(ﬁ', 9) de 1l'inter-




section associde & la translation (9,9 ) conjugude d'une translation (n,=2 )

donnée, et méme, en général, déterminer cette translation conjuguée elle-m@me :

le point H' du covariogramme se prqjetFant en (Q,é) a pour cote OH! = g(f,@) =

f
TS, , eﬁ pour sous-tangente TkS = OHq = g(h,o() .

En conclusion, on peut poser deux questions :

+ = est~il possible de reconstituer géométriquement un ensemble convexe
B & partir de son covariogramme (on peut penser que la réponse doit &tee oui ,

d'aprés ce qui précdde)

- A quelle condition une fonction g(h) de type positif est-elle
le covariogramme géométrique d'un ensemble convexe porné ? Autrement dit,

étant donnée 1'équation :

quelle condition doit vérifier g pour qu'il soit possible de trouver un convexe
d'indicatrice k solution de cette équation - et'inversement, ces conditions
étant remplies, la solutimon k est-elle u nique pour un g domné ( & une trans-

lation et une transposition prés) ?

Lo it
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