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NOTE GEOSTATISTIQUE Ne 80

Existence de solutions stationnaires dans le probleme de la gentse des perméabilités

On se propose, dans ce qui suit, de discuter l'existence et l'unicité des
solutions stationnaires susceptibles d'engendrer une perméabilité macroscopique

constante k' dans les deux cas typiques suivants :

1/ Composition des perméabilités : cas d'un milieu dont la perméabilité

ponctuelle kzj(x) est une fonction aléatoire tensorielle ergodique et stationnaire.

2/ Génése de la loi de Darcy : cas d'un milieu poreux, lorsque 1l'indicatrice

k(x) des pores est une fonction aléatoire en tout ou rien ergodique et stationnaire.

Dans le premier cas, on part d'une loi de Darcy & coefficients kij(x) aléatoires;
dans le deuxidéme, on patt des équations de Navier avec des conditions aux

limites aldatoires. Dans les deux cas, on cherche & établir 1l'existence d'une

loi de Darcy macrbscopique & perméabilités constantes. On noters la généralité

du procédé que nous allons utiliser : il doit permettre, en effet, d'expliquer
1'apparition au niveau macroscopique de relations phénoménologiques du type

de la loi d' Olm ou de la loi de Darcy & partir d'équations linéaires d'un type

beaucoup plus g¢néral supposées valables au nivesu microscopique.

I1 semble que le succés de l'entreprise soit 1ié & la possibilité de remplacer
ces équations lindaires du niveau microscopique par un principe variationnel
possédant une signification énergétique et permettant 1'introduction de formes
quadratiques définies positives : dans la transposition probabiliste de ces
problemes physiques, tout se raméne, e n effet, & examiner si cette forme
quadratiquepossede un minimum et 1l'atteint dans un certain sous-—espace d'un
espace de Hilbert convenable. Sous cette forme, le probleme sera souvent soluble.
Mais il restera & discuter la signification de la solution ainsi formée, et &

examiner si elle est physiquement acceptable.



I — PRINCIPES VARTATIONNELS

1 - Examinons d'abord le cas de la composition des perméabilités. Dans
1'énoncé physique, on cherche une fonction p(x) et un vecteur q(x) vérifiant

le systéme de Darcy :

"éi .
q = -k ?3p
(1)

en tout x intérieur & un domaine V, p(x) premant sur la frontidre de V des
valeurs données. Ce probleme équivaut au suivant : trouver la fonction p vérifiant
les conditions aux limites et réalisant le minimum de 1'intégrale I(ﬁ) qui

représente la puissance consommée :

)
(2) I =/k a,:P?)deX

v

Dansg la formulation probabiliste, on devra donc chercher s'il existe un gradient
stationnaire @ p d'espérance E(Dp) = OP donnée minimisant 1'espérance de

la densité de puissance E( K &3 o:p Eap ) .

2 ~ Dans le cas d'un milieu poreux défini par l'indicatrice k(x) des
pores, on cherche & determiner une fonction p(x) prenant des valeurs données
sur la frontidre de V et un vecteut v(x) identiquement nul dans les grains

(vérifiant v = kv ) et satisfaisant au systime de Navier :

Qb= BB
(3) ;

. aLIfL = QO
Si 1'on désigne par ey = L{9.0:+8%|le tenseur des déformations, la densité
) L 44

~ Y

- s . . , ] N
de puissance consommée par les forces de viscosité est 2JLe3 eif - Le systeme



(3) équivaut au principe variatiomnel suivant : trouver le vecteur v =Lkv et
la fonction p vérifiant les conditions aux limites et réalisant 1l'extremum de

1'intégrale :
I = /t «1}"’ eigeié + L Dﬁbai‘"] AOL
v

Faisant varier p, on obtient en effet 1l'équation de continuité divv =10,

Ensuite, de

I M ) [e‘"S ecﬂ = M r "bL‘uJ 865“3 -+ tu? 'Ba‘ Su-d'"

on déduit la condition d'extremum en v :

it
&7

j
2, b = p Doy =g R

qui se réduit & 1l'égquation de Navier compte temu de léquation de continuité.

Si 35 VL = 0, 1'intégrale /vg‘ép dx est égale au flux de pv[ 4 travers
la frontidre de V, et en particulier ne dépend de p(x) que par l'intermédiaire
des valeurs données que prend cette fonction sur la frontiére de V. On a donc
un deuxiéme principe variationnel équivalent au précédent : étant donnée une
fonction p(x) vérifiant les conditions aux limites, mais & celd prds quelcongue,

trouver un vecteur v vérifiant v=kv, divv=0, et minim&sant liintégrale :

¢

(4) I o= / [ » > e ;w0 + 2utorp] da
v

La transposition probabiliste de ce probleme pourra donc s'énoncer comme suit :
étant donné un vecteur covariant constant Eﬁg, trouver un vecteur aléatoire

stationnaire de divergence mulle, vérifiant v = kv et minimisant 1'espérance :

pE[siau] v 2@ El0)



Il — PASSAGE AUX ESPACES DE HILBERT

Pour définir une famille de fonctions aléatoires stationnaires, on se donne un
espace probabilisé (ﬂ » L, P ) nmini d'un groupe 4'automorphismes ’l"g‘ conservant
la probabilitd, avec h € R" et ‘t‘he‘\ = (t’e\'t'e,s . On désigne par UE. le groupe
d'opérateurs unitaires prolongeant T, et opérant dans . (f2,0,p) .0n
suppose que (.Q ,a 5 P) est ergodique, de sorte que U‘e'f = f entraine f =
constante si f est dans LZ. A toute variable alédatoire feLl on associe la
fonction aldatoire définie par f(x) = U,f . On suppose enfin 1'opérateur U g
continu : pour f éLz, |er‘f -fli=>o pour |h\%»0 .

est défini sur un

Opérateur ¢ de dérivation. L'opérateur @y = lim Ue‘;—."
2 ' 2 Hor o Ge
sous—espace (non fermé) La‘ <L : fe La‘; si Ui.‘f:f converge fortement
[ 3 a; Z
vers une limite notée 2; f . On désigne par L% =) ‘Lfag 1'ensemble des
3 &
fonctions fel  dérivables (domaine de 1'opérateur @ ) et on suppose que L%

est dense dans Lz .

Comme Ug est unitaire, on vérifie immédiatement < 9;-?, g7 = -< £, @[37
2
pour f , g GLBL' . M signe prés, aC est autoadjoint : §: = -ag . Comme les

% r'd r'd »

domaines de 'Zi; et de 3; sont denses dans L?’, az est un opérateur fermé : si
7

fqe La‘, converge faiblement vers f, et si Bg fn converge faiblement vers f é s

(A
oma foe Ly, et £l = O f,.

Application gradient 9 l'application gradient @ applique ¥ sur un sous—

M
espace H.<H de l'espace produit H = (L‘?‘) . Hy » espace des vecteurs gradients,
n'est pas fermé dans H. Sa fermeture ’ff:, est le supplémentaire orthogonal dans H

du sous-espace de H constitué des vecteurs v vérifiant &;v‘.’ = 0 : cel& resulte de :
L ol
<L, vy = < g 05

L'orthogonal Ht’ de H, est la fermeture dans H du sous-espace des vecteurs

de divergence nulle. Nous appellerons vecteur conservatif (au sens large) tout

. 4
élément de Ho .
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Au signe prés, les application gradient et divergence sont adjointes. Comme leurs

domaines sont denses (dans La' et dans H respectivement) ce sont des applicationns

fermées .
— _—
Dans 1'espace de hilbert H (muni de la norme \(<-f", £:0), Hy = ( La) est

le domaine d'une application » qui applique Hp dans ¥ l'espace de Hilbert H &
dont les éléménts sont les t= ( t83) avec tY¥ e 1* (i, j=4, 2.. n)

et dont la norme est V < L,»"a‘l Eep> * Le domaine H.b de ® est dense dans H.

g @ 1N 2
Désignons par Hb le sous—espace dense dans H des t tels que twé Lfa .
Pour veHa et teH% sy OL A ¢

.- ‘.fj
< ?; vy, ey = - <d}1>‘t z

P cy 2. y &
de sorte que l'adjoint de D est 0 : % > - Bat ’ dont le domaine H 4

est encore dense dans H @ . Ainsi, ces applications sont fermées.

III - PREMIER PROBLEME : COMPOSITION DES OPERATEURS

On désigne par A = A er —> Af = ~? fj un opérateur autoadjoint, strictement

positif dont le domaine D, est dense dans H. C'est donc un opérateur fermé.
On suppose de plus que l'espace image A(DA) est également dense dans H, et que

A admet un Ainverse B = BE,)' également autoadjoint, dense et fermé. On suppose

—

enfin ?Io fl D, dense dans H,.
soit & = (&5;) € H un vecteur réel constant non mul de H. On note que w'cé He

car les vecteurs gradients vérifient < 4’ 35 £ > =20

On se pose le probleme suivant : trouver un élément f & 'E—{cnizminimisant 1'intégrale

(s) = <L w+f, A, o> pour f & 'ﬁonDA



On vé ifie immédiatement qu'il suffit de considérer les f réelles de ’I:I.G . On pose :

Y = 1Inf I(£)

£eH N0,
‘na §2 O, d'aprés la définition de I(f), et aussi Y & £€@AT >
puisqae OéﬁD.Ainsi 0 €Y £ <«wAWlT>

Enfin, on peut expliciter I(f) comme suit

(5) I(f) = <BAGY y A < fABY F <t AL>

b~

a/ On a - < A B> si et seulement si H, est orthogonal au vecteur
Y P

Awy . Dans ce cas le probleme admet la solution triviale fg =0 . 581 ¥Y=<TA®XE)

&y

pour tout vecteur constant % , 1l'opérateur A vérifie &; A 4 = 0 (au sens

S 2
large, c'est a dire fbgﬁlﬂl"gé bd = 0 pour tout ggé H et tout f & La\

Fn eifet, si < fAa> = 0 pour tout f¢ ﬁ° ) Dy, il résulte aussitot de (5)
que 1(0) = £wAD> réalise le minimum de 1(f). Inversement, soit f & I'::fd N DA
avec <fAw> # 0 (donc f #0) . On a, pour tout % réel :

I(Af) = <copm> + 2A <LATD r X CPAEY

Cette expression est minimale pour A= - < @AE? /‘f ﬁAﬁ?

Changeant f en '/\ f , on peut donc supposer :

He) = <wam> - <FAED

(6)
LEAF> = = < fABY

Conme £#£0,ona ¥ & If) < CTAB>
Bnfin, si < :f Aw> = 0 pour tout fp = d;p & H, et tout vecteur
constant mj , on a .
Lt 1y
<aii« ALY wd'> ,:_4}\‘3“\ &'5'5>

et aiA‘A - 0



b/ Il existe une solution unique f, & -ﬁo Nl Dy réalisant le minimum

de I(f) , et le vecteur courant g = Alwr+ f ) est conservatif (orthogonal & Ha )

Il suffit d'examiner le¥ cas Y < cwAm> . Soit £ e HyM Dy une suite
vérifiant les relations (6) et telle que I(f W)= 3 :

ZPAf.> = —<BAR,> —> <wmAwW>-Y¥ DO

Comme || A“z 19.,‘ [| est bornée, on peut extraire de f, une suite partielle (que
nous désignerons encore par it ) telle que A'/"f w converge faiblement vers une

limite % - Soit g€ Dy un élément quelconque du domaine de A. On a :

12

<€}.A‘€“ > = <Agfn> = <A”23:"‘“z:gh> —> <A 3)P7

Comme le domaine et 1'image de A sont denses, Af w et L, sont des suites de Cauchy
faibles. Elles convergent vers fo et f e ﬁc respectivement. Mais, A &tant

' N\ > 7 rd
fermé, £, est dans DA et fo = Af, . D'aprés les propriétés de la

convergence faible, on a :

2 fehfe> = WAL & Cim 1AL = lim < AL>

d$A¥°> = (.‘w\ <WA:€n>

d'ou :

¥< <mifo A0 > & fim T(LN = &

et 1'égalité : ainsi cet élément Ty € EonDA réalise le minimum de I(f). De
1'égalité I(fy) = lim I(f, ) résilte également <& fo Afe> =fim<c L A LD

et, d'aprés les conditions (6) : (relationn énergétique)




Soit maintenant g € ﬁo un gradient (au sens large). On a ¥ = I(fo) < I(fo +£g)

pour tout & réel. Comme :

T(f+eq) = T(f) + 2E< @w+fo, A2 SRR

on voit que I(fgy) = ¥ entraine :

(8) <W+—€0,A§> = (A(Cﬂ‘afa\,g> =0

pour tout g e 8, donc que A(wr+ fp) = q est un vecteur conservatif.

e

Inversement, cette propriété caractérise la solution f,, , comme on le voit
aussitot, et il en résulte que la solutién f, ainsi obtenue est unique. (compte

tenu du fait que A est strictement positif).

¢/ Le tenseur K 11 est clair gue si l'on change ¥ en A=<d , on change

fe en '}‘fo et Y en Rla’ . Soient w, et W, deux vecteurs constants de H, f_
et fz les solutions correspondantes. G+ f_’ et T, + £ 2 sont erthogonaux
a AH

e » €t la propriété caractéristique (8) montre que f, + £, est la solutio n

unique associée au vecteur constant W+ W, . De (7) on déauit :

Yo, +G,) = LD+, Alfirf) > + £TrlTy A B>
= YlE) + TE,) + L & B3 fqa AT,
La forme quadratique : K( ?311632\ w <Ot AT f, > = L@ fH, A0, >

¢
est définie positive, ce qui établit l'existance d'un tenseur K ¢ symétrique

Y

et défini positif vérifiant :
LR

Y i
(9) I(w\ = K9 Ly £ < 63':/\3@‘&“>

pour tout vecteur ¥ constant, avec égalité pour tout & si et seulement si
;44 = 0.



d/ Le tenseur ng Le tenseur K admet un inverse H. En effet, pour tout vecteur &

constant non nul on a @

kc‘)tﬂﬁ; = b’(w'\ = < m+fe, A, mt+fe>

avec T oé?fc . Comme A est strictement positif, et que le vecteur - & dont
l'intégrale n'est pas nulle n'est pas dans -I-—I,b , on a %y () >0, et K est

inversible.

Lorsque le vecteur g parcourt le sous-espace de H:' défini par <& 0\‘,—17 = ﬁc
(vecteurs conservatifs d'espérances'Q‘donne’e), la forme quadratique & gBg >
atteint son minimum, qui est H':J Q‘ Q“ , pour le vecteur q_ unique défini par

J ey - e - . 7
q, = A('c:v' + fa) , avec ; = H:jQ s feé Hon DA é¢tant la solution associée
dans H au vecteur constant @ .

En effet, prenant e®y = H Qs , on associe au vecteur constant 3 la solution

]
&+ fc , et le vecteur Qe = Mo + fé) vérifie < «I,qt;y = KQ wa, = (;)[
Comme le vecteur 55‘4.4.’0: By, est orthogonal a tout g eH:' , qbréalise bien

le minimum de & gBg> , et on a

. . A

HJJGLQE' [Ty carfy, AT+ fy? = <9, 8 9.> £ <qBq>

#
~
<
9
&

En particulier, prenant pour g le vecteur constant Q, on trouve :
4 ; -
(10) Hy PO & <9 By 0? >
11 est commode d'introduire les temseurs E(4) et E(B) = E(A’1) définis par
a w, ECAY) = < wgf\‘*w)») & plpé E(b.-‘g\ ._,;(;3‘5‘.‘596}

Les inégalités (9) et (10) expriment que 1'on a toujours K < E(A) et H £ E(B)

ce que l'on peut aussi écrire :

(12) [Ecw\']” < WK ¢ E(A)
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f imaas & I
Exemple : composition des perméabilités. On se donne un tenseur k i c H

admettant(p.s. sur A2) un inverse hia, e 5% . Ua;k':j est la réalisation d'une
perméabilité aldatoire ergodique et stationnaire. L'opérateur multiplicatif
A fj — A‘:jfd. = ktj fd- admet un domaine dense dans H ou ﬁo et vérifie
les conditions voulues pour qu'il existe un et un seul écoulement stationnaire
de gradient macroscopique @ donné : le tenseur K est la perméabilité

macroscopigue correspondante.

1V —~ DEUXTEVME PROBLEME ¢ GENESE DE LA LOI DE DARCY

Pour définir un milieu poreux, on se donne l'indicatrice k(&) d'un ensemble
de la € -algdtbre (] sur Q , et on interpréte U k comme la réalisation de
1'indicatrice aléatoire des pores. Dans 12 on considdre le sous-espace fermé Lafa;

des f vérifiant £ = kf . On suppose :

2 2
1 - Laa N LQ dense dens L ( L% domaine de O )
e 'i¢ L‘Lﬁ (c'est & dire k(&) #1 p.s. )
+ 2" .. . .
Ho < (L ) désignant toujours l'espace des vecteurs conservatifs, et posant
n
H& = (ng) on considérci l'espace : F = Hj ] H@ 1] Hy des vecteurs v = (v{‘)
vérifiant v = kv et 'bi v* = 0 (au sens strict, puisque v e Hy ). D'aprés 1,
F est dense dans H:ﬂ HQ , et d'aprés 2, F ne contient pas de vecteur constant

non nul.

®
On désignera par A l'application de Hp dans H définie par : vy — nga‘
C'est une application fermée (par. I, in fine). Soit enfin © = (EDZ) un
vecteur constant non nul de H. Il n'appartient pas & F. On cherche un élément

f €F réalisant le minimum de :

(12) (f) = []Af"z + 2<{i,w>
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a/ S'il n'existe aucun £ € F tel que < f,W> £ 0, on a la solution

triviale f = 0. Physiquement, ce cas correspond & un milieu imperméable.

b/ On suppose qu'il existe fe& F avec <f, W27 # 0 . Af n'est pas
nul : en effet, Af = 0 , c'est & dire E;fé = 0 entraine, par ergodicité,
f = constante. Mais f est dans HE et Hﬁ ne contient pas de vecteur constant

non nul , d'oh f =0, ce qui contredirait ¢ f,w > # O

Changeant f en N\ f , on voit que la forme :

Tiag) = AHALNS 4+ AX < f@>

kA
est minimale pour A\ = - df;”‘"7/“/‘\¥“

On peut donc se limiter aux £ &€ F vérifiant :
i T _T(e)y <O
(13) cgw> = - WAL = T(f

Posons ensuite : Y = %nf;:l(f) £ 0

& .
et fotmons une suite £, vérifiant la condition (13) et telle que I(f n) converge
vers ¥ . Il convient de distinguer deux cas, selon que la suite l\f“ Y| admet

ou non une valeur d'adhérence finie.

¢/ Cas ou lIf, || admet une valeur d'adhérence finie. On peut alors
extraire une sous-suite || fﬂan bornée, puis de celle-ci une suite partielle,
gue nous désignerons & nouveau par f,, , convergeant faiblement vers un élément

T, € H:ﬂ Hﬁ(sous—espace fermé contenant F).

T
Comme & f,w> > < fo,t > les conditions (13) domment WA f,ll —>=< Lo @ 2
La suite Af» est bornée. On peut donc extraire de f,, une suite partielle (que
nous désignerons encore par) f n telle que Af, converge faiblement vers un élément
®
fl e =

que f, est dans le domaine de A , c'est & dire f € F , et Af, = f§ .

. Comme l'application A est fermée, f, —> f, et Af -> f) entraine

Af, entraine p ar, |

) » > @ w o = k2 B o *
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Cet élément fy réalise le minimum ¥ de 1(£). En effet, la convergence faible
Af, —> Af, entraine : I Afoﬂ £ lim“Ai’nll . D'ou :

Y2 Aol v 2 <fo, > & Cim (A Ml + 2<H, 501 =X

et 1'égalité. En particulier, Af, converge fortement vers Af, , et :

‘1 N - = -~
WALl = Eom ALY = = tim < fwd = = <@ 7 =7F

D'olr la relation énergétigue :

(1) Y = WAL = - < Hfow

Pour f quelconque dans F, on doit avoir pour tout § réel :

1

) el 2
(15) Ye T(frefl =+ 2e< A{O,A{i>+2$<f,m> + ENAL
ce qui entraine :

(16) Vi{eF ¢ cAfe, AE> = - < \w >

Inversement, comme Af = O entraine f = 0 si f est dans F, la relation (15)
montre que la condition (16) caractérise la solution fy » et, en particulier,

établit son unicité.

d/ Il reste maintenant & examiner le cas ol || f, I} = o2 . Montrons que,

dans ce cas, on a ndcessairement Inf I{f) = — & , En effet, Supposons ﬂfhll»—}M
2
et ..,<_fh,(p> w:.l[Auf,.‘”.._a‘b/ L o

Af, étant borné, on peut extraire une sous-suite (que nous désignerons encore

h
par) f, telle que Af, converge faiblement vers un élément f,el

@. Pour tout

geHg, on a

(17) < Afn,§> = £ £, A*3> —> < f
( CencANd, Ag2 0 P> o=
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g est un tenseur tiie HBQ , et A*g = —'Bltid‘ . Mais les éléments de cette

forme sont denses dens le sous-espace M, de H constitué des vecteurs v d'espérance
mlle €1,v¢> =0 . Comme Nf,l\s ¢ , fi, ne converge pas faiblement, et (17)
montre qu'il existe dans le supplémentaire orthogonal M: de M, (qui est le
sous-espace des vecteurs constants ) un vecteur constant a au moins tel que
{a,f,> >0, D'ailleurs a vérifie La,w> =0, pulsque <f,,w> = -]\Afnj\'L

converge vers une limite Y finie .

Physiquement, ceci correspondrait & un débit infini dans une direction perpendi-
culaire au gradient To , mais fini dans la direction de ce gradient. Montrons
que cette hypothése conduit & une contradiction, et que, par suite, ¥ = —oe

Pour cela, considérons les vecteurs unitaires wu, = fh/ N£, ||, avec, d'aprés (13)

)

2
S 2, B> = AW HAUL S €-) Zoo

Au,, converge donc fortement vers O. Comme “u,": 1 , on peut trouver une sous-suite
(que nous désignerons endore par) u, convergeant faiblement vers un élément Uy .
Comme A est fermé, on a fug, = 0 , ce gui entraine ’da.ns Hg,uo =0 .
Désignons alors par f} la projection de f, dans le sous-espace engendré par o~
et les vecteurs de somme nulle : ] converge faiblement, d'aprés (17) et
{fmw> 2>¥ . Comme || £} I[ est bornée, £ /M “FM” converge fortement vers O.
Or, on a :

'? ' ‘f n= ‘€‘V)

W :F N " :F“ i)

l
fv\"':g h .—> o

Comme u, admet lui-méme O comme limite faible, il en résulte m

faiblement. Mais fn - f;\ appartient & un sous-espace de dimension finie (celui
N '
des ve cteurs constants orthogonaux & w) . Donc #»"‘e n converge fortement

TEN |

vers 0, ce qui contredit f\u,|\=1 .

Ainsi, pour ”fhl\{?bﬂ, on a nécessaivement Y= -0 et [|Af, || 3¢¥: le milieu a

une perméabilité infinie. en résumé :
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Proposition. Si Yf = %2% I(f) >-v , il existe une solution et une seule

f, € ¥ vérifiant I(fo) =¥ et la relation énergétique (14). En particulier,
cette solution unique est la solution triviale fo = O si et seulement si ¥ = 0.
(peméabilité nulle). Si au contraire Yf = - (@ , on peut trouver une suite

£, € F avec I\f““-eoc’ » NAT N2> et 1(f,) > ~o° (perméabilité infinie).

Tenseur K3 Nous supposerons ¥(w\ >~ ¢ pour tout vecteur @ constant.
On a Y(AG®)= A Y (&) pour tout 7\ réel. Le critére (15) montre que, si

i
fo et f§ sont les solutions assocides & @ et @I s T + f'c est la solution

s ! . .
associée & W + B . En particulier :

\ - |
ALy, AE> = - <& o2 = <a, fe>

est une forme bilindaire en &, w positive (strictement ou non selon que ¥ (w) L3

pour tout UF ou non). Ainsi, la relation :
<, @y %3
ey = < Afo, Afo>

définit la perméabilité macroscopique sous la forme d'un tenseur symétrique et

défini positif, (strictement ou non),

Remarque., On peut se demander si la solution que nous avons ainsi obtenue dans
l'espace de Hilbert H convient ou non pour le probleme physique initial. Si les
"grains" forment un ensemble dénombrable sans points d'geccumulation (cas d'un
schéma de Poisson) on a k =4 p.s., et, visiblement, la méthode précedente
conduirait & Y = - 2(résistivité nulle) alors que le milieu physique correspondant
posséde une perméabilité finie. Plus générahement, si 1'on modifie k(¢d) (mais

non k & Lz) en adjoignant sux grains un ensemble aldatoire dénombrable aléatoire

du type précedent, on modifie la permdabilité du milieu physique réel, mais

non la solution obtenue dans H
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I1 est probablement nécessaire, pour obtenir une solution physiquement acceptable,
d'imposer une condition supplémentaire 3 k() , telle, par exemple, que la
réalisation des pores soit p.s. un ensemble fermé dans R™. Il n'est sans doube
pas possible d'exprimer une condition de ce genre sans introduire des hypothéses
assez fortes (de nature topologique) sur 1'espace~5l et le grouperﬁ . On
pourrait, par exemple, prendre poul'jl 1'espace localement compact de type
dénombrable (R") des ouverts de R, Tout e € () représentera ici un )
ouvert (huC:I{“. T1 reste & voir si 1'on peut ensuite construire une probabilité
P invariante pour un groupe Ty (continu en un sens & préciser) et un sous-
ensemble (ouvert?) de ) dont l'indicatrice k(@) vérifierait la propriété :
T, k() est p.s. l'indicatrice d'un eugert de R"™. Tout ceci méritera un

examen approfondi.
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V_~ FORME EXPLICITE DE LA LOT DE _COMPOSITION D'UN OPERATEUR

Nous revenons au probleme de la composition des operateurs, en supposant, en plus
des hypothéses faites au paragraphe III, que 1'opérateur A est continu et peut
s'écrire :

(19) A = a(I+ ™3 avec Hetl <A

(a constante, I opérateur unité). On peut supposer de plus E(4) = a, mais

il

nous n'utiliserons pas cette hypothése. De mlme, on supposera B A‘-JI continu, et:

(20) B = b(I+J2 avec Wi\da

Les conditions (19) et (20) ne sont pas incompatibles : on le voit en prenant
+¢
un opérateur hermitique o de norme Hetll £ log2 . Prenant 4 = a e

et B=1/a ™ sona (I = |l ehqy < eVl <1 etdemlme ZJTN\<

Notations.On désigners par M, l'espace des vecteurs d'espérance nulle, et par
ode
E le projecteur de Mt : Bq = E(q) , Mg étant le sous~espace constitué des
— A+ £ ~k
vecteurs constants. Soient TTC le projecteur de H, , T celui de Hy et TI,

celui de H:'Q Mg :

TTG est le projecteur de 1'espace Eo des gradients

™ Hy des vecteurs conservatifs

"'rr;)L H;‘ l My des vecteurs conservatifs de somme
nulle

E

des vecteurs constants

L
na I = T+ +e = T+

Soit fg Eo le vecteur unique associd & un vecteur constant @  donné réalisant
le minimum de £ &5 + LA, w4+ £ . D'aprés le critere (8), ce vecteur ezt

l'unique élément f& E, tel que :



i7
-+
(21) A(wmad) e Ha e (Tem) (m+f) € Ha

-
Mais I+ V'= I%'T\_OT‘"*’TI m D'ol :

CirmY () = @ + h‘*r(wq‘.’\ +:ﬁ + Ty M (w3 )

Ainsi, f est caractérigé comme l'unique élément de H, vérifiant la relation :
H ——A e VLD~ o

f o+ TMyP (m+f) = 0 , soit

(22) @smyr ) = - T &

or, ”‘n‘dr‘ u é i ” < —1 entraine que I -{—Tru P est inversible. Ainsi

f est donné par :

~- ]
(23) _f: - (I'}TTQ)T‘) TTC)?BT :~TTOT‘ (I—‘."‘TC)P} @

On sait a priori que cet élément f est l'unique solution. Mais on peut le
vérifier directement : f & Et_ » puisque ”T\"o est en facteur & gauche. On a

- -1
w o+ f o= (T4 ® . Comme :

o2 v v " 1 — v
(F+m) 2 eV (Tr)" = T+ 0 2 G < T 4T T (34T
n+h n- g

. A
on vérifie ensuite : (Ta 1) (UJ_“Ff) & Hd

Ainsi, pour tout vecteur constant w , on a :

aCw

"

t‘a‘+;f:Gt5' ( «C‘:AC(D’L'?}

avec un opérateur "gradient" G et un opérateur "Courant" ¢ = (I + T )G donnés par :

(I + My D Y“

[rp]
i

(24) , -~
T+ T (T+Tl) = (T+76

Q
i
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- 4.
La relation C=I+M PG domme CG ' =T + TP + T, d'oh ¢

(25) A a(4+n) = aCG

Enfin, G vérifie la velation EG = E . Enongons :

Proposition.L'opérateur A se factorise sous la forme A = aCG*" du produit de deux
opérateurs dont le premier C = I + 'IT'LF G applique H dans Hi’ et le deuxiéme

Gdest 1'inverse d'un opérateur G = (I +TyT )‘—I tel que G - E applique H

dans Eo + L'écoulement siationmnaire associé & un vecteur constant 73 est défini

par W0+ f=Gw et q=-A(W + f) = - aCw . Le tenseur macroscopique K23

est domné par K = aB(C) . Plus précisément, les relations A= a(l +T' 3 et WHI\<

entrainent la loi de composition :

-
(26) K = akBk T_ T+ TP (T+T,T) -]
On aaussi C=(I+ P )G, et, comme E(G) = EQX) , il vient K = aE(c) = aB(T + mG)
Le projecteur -'n"" est superflu dans (26). De plus, B - I + (A - I)B =J +0VB =20
entraine, compte tenu de la factorisation (25) , JC +T G=0 . D'ol :

(27) K = aB(T+7g) = a E(T-JTc)

Enoncé dual.On peut aussi formuler le probleme sous la forme duale : Q étant

un vecteur constant donné, chercher le vecteur unique q o€ H: M, tel que:
— A-

ma B=b(I+J), NIN&L .De I+J=I+TI+TT (W= Tp+E )

on déduit

(T+3) (pra) = Q+TI(Qre) + G+ T T (P +9,)

D'oh la solution unique :
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i ~1
1, = =T, T (T+TyT) O

On posera donc =

i

L'écoulement stationnaire admet le courant (@ + qv) = C'Q et le gradient

-~
(T+ Ty T)

-t
(T+F)c' = T+ 7T (T+T5T)

14

f)

W+ f=-26'Q. Ici, on a E(C') = E(I), et la loi de composition H = bE(G')

donne :
- )
(28) B = bE[T+TT(C+T7TV ] = €(T+Jc' )= E(T-TG"]
NN
Elle se déduit de la loi (26) en changeant Tetd, TrLet Tr, T\‘o et TTC)

Cas de 1'espace & deux dimensions. L'opérateur R : (®,£7) — (-—f',f) vérifie
ER = RE ; TT:,LR = R, 3 ‘TFOR = E‘Tl‘d'" . Pour 1'opérateur A, RaR™!
déduit de A par la meme rotation de 902, 1'opérateur "Gradient" associd a pour

inverse‘ : (@,1\'"] = (IT+ T T R = R(zT+ 'ITA'L n \ g Ainsi ¢

Il

|

c, R (T+ Tin| R
{04 = R{T+wro(z+rmnV R

D'olt la loi de composition :
-1
. RN
RKqR' = aB T+ w(r+msm )

qui est du type de la loi duale, avec 1! au lieu de Jd. D'ailleurs, BK il = DetK (K )
=K / DetH, . 5i A et A ont mdme 10i(C.&.D. si chaque éménement de la g -algdbre

engendrée par les Ag, g ¢ H a mtme probabilité que 1'événement homologue dans

la g*-algébre engendrée par les A1 g) on ak = K, . La loi (28) appliquée &

au lieu de J conduit & H/DetH =K (c'est un tenseur isotrmpe) au lieu de H,

Si de plus A/a et B/b ont méme loi (au sens précédemment défini), k/a_ =H/ @_

D'oli cette fois X = \‘7&
G






