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Zn vue de préparer une ihforis des topologies aléatoires, nous allons examiner

¢ départ est rmuni d'une topologie ¥g mecins fine

[).

le cas oli un espace 5 LCD
; que sa topologie naturcile (g (8) . Cn a donc T Cg , si 1l'on désigne

par %\' 1l'ensemble des G ecg ouverts pour cette topologie. Cet ensemble

) VE peut, en particulier, &tre ouvert ou fermé dans : nous étudierons
ici ces deux hypotheses € (g(%{) et Te 3"7‘5) . Avant d'aborder

cette étade, nous examirerons le cas (plus simple) des filtres ouverts ou

’

fermés.

I - Miltres

Nous désignerons par a une famille de parties de E stable pourn et permise
pour U . Moyermant les axiomes supole"lentalres 4 $a et a 74;5 s a est
. s s . . T
un filtre. En fait, nous étudierons seulement la resiriction dea R (m
o~
ou a Cg (“’) en sup“osc,nu gue celle ci soit ouverte ou fermée dans S (dans

ﬁ }' . D'oux les gquatre.cas suivants & étudier :
k

- CLe.S-'C?J
a e 4] . | ,
Q€ Ec%) S
Ce (%)

g 1. QeF(¥)

S~ W o
!

LI . L d .
Considérons 1l'application F ~? GF qui, & tout F € 5§~  fait correspondre

' * la famille :

(W Q, = {7 FGS‘"(E’ F:’r} | 1



des fermés contenant F.

Proposition 1. Iour tout Fe¥ ,ona GF & -J"C‘F) et cette famille

est stable pour {] et permise pour U . Sideplus F£§4, QF est un filtre

fermé de parties fermdes é

anl

p-oe

Hy

On vérifie immddiatement que la ile a,-: est statle pour n et permise pour U
dans £ (8) . D'autre part, si F GOF—) F' - F' entraine F' Gap :
en effet, tout x & F appartient & ®, » donc aussi 3 F' (critére 2' de convergence)

enfin, siF#4,4¢(Q. -PurP=4,omna (.= F(5) .Pour F=E,
on a C[F;{Eg

ey
Provogition 2. Réciproguement, toute famille O.ef“') non vide, stable pour
preq > ’ P

n et permise pour U daus ? est de la f(;me a g pourun F € ?(E)

En effet, pbsons F= FQC ' . Corme a est permis pour n y 11 suffit de
montrer F €(\  pour avoi a O.. . Considérons la famille filtrante des
intersectidns finies d'éléments de Cj . Elle converge vers F. (m effet, si

G Gg rencontre F, 1l renconire tous les F' € a « S3i un compact ¥ est
disjoint de F, on peut extraire de l'intersectio ﬂ (F'Q K) une intersection
finie vide, de sorte que X est disjoint d'un F'Ea ). Comme a est fermée

par hypothese, on a Fe (] et a = a?

— —
Ainsi, F =3 O-,-.— est une bijectign de If‘ (2) sur le sous-espace de Cf)
constitué des familles non vides : stables pour net permises pour U . Mais 5‘(5)

et ?(?) sont des espaces topologigues :

Fy ot

Vel
Prepsosition 3.L'application F ——FO; est un horméomorphisme de J (E) sur le

g ’ - -
scus—-espace compact de j’(?) constitué des familles non vides stables

pour |} et permises pour U . .



W

En ef'fet, montrons que cette application est bicontinue.

a/ Soit F, - F dans j( 1) . Montrons CTF,,—> O,—.

cela, vérifions d'abord le critére 1' : soit F' = F un élément de a-
=

dans f(f) ;’our.

La

suite F, |JF' converge vers 7 {UF' = P' dens 3 (2) (contimits d U), et
L vl ﬂ" o At o 4 L.A = 4 azne / continules e ’ e

rorre(ls . Vérificis raintenant le critér
n ™m
{

P, > T dans ¥
%

. I3 - . .
passage & le limite ( &i x ¢ ¥,s0it x,, > x ,
')

nld
*'S
D
o
a4
™
]
D
ot
*o :
"’J

d'ou ,selon lc critd

la démonstration.

selon le critére 1°'.

)
soit F"S fa CIF-"% et

-3\ oon < . .
B) . Cna F,, DF, . Oz cette inclusion se conserve par

O ——
b/ Shit maintennnt O‘F uns =uite convergeant vers O dans I (.5 ) vontrons
“

P
que C\ est de la forme (1 - et que les F  convergent vers F dans 3 (B).

De la suite F,, , nous pouvons exiraire une suite F,

dans F(F), d'ou

F & F (2). daprés a/, on a OF"S -—)OF

- convergeant vers un 4lément

A=0x

Comme F = n F' est déterniné de manidre unique, on a F n—> F dans :f (n)

Corollaire. La topolosie du sousw-espace de gf(f) formé des familles stables

no
]
s
O
- D
<
x
~
p N
[ 20 8

Zn effet,L'ouvert VG. < 5’(5) est l'ensemble des

a pour image 1'ensemble des (Jp vérifiant aFC VC—

a? les parties de F(5) de la forme :

fad

[

rencontrant ltouvert G

de m8ne, V Ka pour

image 1l'ensemble des contenant au moins un &lément disjoint du éompact X
P

-

w
Remargue. L'homeomorphls"xe F -9@— echan:re les ouverts de type VG— et V
a Vg c§ (2) correspond V Ve 5‘(5:) et V est compact dans 5 (E) .

sucet
De mme, V ¥ a pour image VVk avec V K cw;;a;avt dans
A

.

A tout F'g O’F » BOUS DO vons assccier son complémentaire G' = @F' .

en particulicr, G =. GF . Posons :

F (8

-

’
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(2 %o = f6: eelE), 66}

OKC_ est 1'image de ap dens 1'homédomorphisme F' —> (?F' de F(8) sur g (B).

On a donc %’ € 5‘( g La définition (2) montre que ‘z&commde avec la topo-
logie induite par {é CF Elle est stable pour la rdunion et pemise
dans g pour l'intersection. Elle coincide avec Lg si et seulezent si F=g ,

n

c'est 2 dire si G = & .

pr—
Inversement, soit ?;G.j-[‘g) une famille fermée non vide d'ouverts de E, stable
pour U et permise dans (ﬁ pour n . Comme %' est fermée, elle est stable pour
la réunion infinie et s'identifie avec la topologie induite par sur G = U G

Gewm

mnongons .

 ce qui est contraire & 1'hypothdse.

Proposition 4.L'application G = EG est un homéomorphisme de g(
v

sous—espace compact de (g constitué des familles fermées non
-

pour {J et permises pour [} . Tou ment % de cet espace coincide avec la

i

topologie %nld‘“ ite par(ﬁ sur l'ouvert G = U E’l
(S

Y G ‘6 %,

,_Qedwy)

]
Yous appellerons filtre ouvert une famille ouverte ﬁ € g(‘g .constituée
d'ouverts appartenant & %(u,) permise pour U stable pour n et telle cue

4 qé S . En particulier, la famille vide e g(g est un filtre ouvert.

Proposition 1.L'ensemble des filtres ouverts est fermé, donc compact, dans g(ﬁg

Soit, en effet, @ une famille de flltres ocuverts convergeant vers ﬁdans Cg,( (g)
Si 33 p’ ?)est un filtrd ouvert. Sur,poso.mf‘g 4 . ¥ontrons rue @est
pernise pour (). Soient donec G €D ot e ‘ﬁ (E) . on 2 CUG' ¢ 53) '

En effet, dans le cas contraire, (critdire '.L’.’), soit S_,=> GUG' avec S, é ,?-2),7
on a S,NG 43’3,, (sinoh, S, = (5,01G)US, appartiendrait & la femille 5B,
permise pour |) ). Par suite, (critdre 2') 'iim(Snn ¢) = (coe)e = ¢ ¢

{

- 1S



Montrons maintsnant que fﬁy cet stable pou*n Soiert G €8> et G & J‘)B

Corme J3'est ouvert et permis pour {J , on peut trouver deux voisinages compacts

/1~ -
W, et ’.'.-’ﬁ, (5 et ' cuverts relativement compacts dans E) avec @

0

s
Cey ¥, &5 et C'E We @V ., <55

S 8 53 Y
Pour n asser grani, "on & ""'b C-?’,, et W &,c: fﬁn . I1 en résulzte ‘.-.'m\ N < S
(puisque ?)n est stable pour ) ) et a fortiori Wg Al & @n s mais

t U o P £ an /
1'ensemble des 6 Cb(%) contenant 1l'ouvert "Enﬁ' est fermé dans Lﬁ(‘é)
nar 13 t

Donc Wy = & ™ et par suite GG e 5

infin, 4 ¢

celd resulite du critére 2' de convergence, puisque ﬁ ¢ 5‘3

o

[

+

Lemme 1. Soient K et K' deux compacts de E et G e 4 (E):,un ouve't avec 6™ KK

On peut trouver deux ouverts B et B' avec B 2K, B'=K' et G23(B'

Soient, er effet, By et B",, deux systéme% fondamentaux de voisinagéé ouverts
dderoissanis et relativement compacts de K et X' . Sup: .osons que pour tout n
on ait B,ns' ¢ G . Seit x, € B NB) n[’c La suite xh admet une valeur
d'adhérence x & XK Nx'( G , ce qui contredit G::KF]K' . Donc on peut trouver

n avec nhn" < G, I-;n_')}{ et B, DX'.

ey

Proposition 2.L'ensemble des filtres ouverts non vides coincide avec 1l'ensemble
des parties de ‘ﬁ,(z) de la forme W, = { c:G0e ﬁi , GDK}

ol K est un cempact norn vide.

On vérifie immédiatement que W, e est un flltre ouver’c si K est compact non vide.
Inversement, soit@ un filtre ouvert non vide. Si \_/{3 { ; (ce qui suppose

E compact, pulsque f?) doit &tre ouvert), on.a bien ,ﬁ) =Wz . Supposons donc

)% £ { E} . Pour *out. c C—j’) on peut irouver un voisinage ouvert W G"-'
de G inclus dans ?7 Co /f’) st pernis pour U , on peut se limiter aux ¥ @
Gew c . C asse des compacts K non vid-s tels que W < j?,

dna j?) U W

wel : .



" liontrons que cetie classe C est stable pour n . 51 K et X' sont dans C y ON a

GRG'eS ads que ¢ DK et &' DK (puisque Best stable pour N) . xais

si G, est un ouvert contenant K{} XK', on peut, d'aprés le lemme 1, trouver deux
o H p ’ p

GAG' , GDK, G'OK' . Jone GaefD , et Wy, RSP

ouverts G et G' avec Ga’ﬂ

clest & dire X0K'€ &

{sinon é efs ) C'est donc une

La classe C statle Tour f] ns

base de filtre.

'intersection Kg= MK est un com :pact non vide ( si I\

on pourrait irouver une intersection finie d'élements de C appartenant elle-méme

LF 7"3 . On pourrait

4 C et vide ). De plus K € C, i effet, supposons W

K, & G sz‘ 5 "v"m‘a;:;:ﬁﬁamxf‘mcuc

trouver un ocuvert G avec

G (,?/ ) équivaut
(xnf = X
‘ﬂec nfc) ¥,

Alnsi, K&eC et

Enfin, si G € §b

£ 4. Cn en déddui - que 1l'intersection

G ne peut pas &tre vide s ceci contredit K

yona G€&€ W, _ pour un X € , €t par suite aussi

c'est 3 dire G € WK

'et f‘::‘:— WKJ dtolt 1'ézalité 35

Corollaire, L'application K > W, est une bijection de 1'#nsemble 5(( 3) des

compacts non vides de E sur l'ensemble des filtres ouverts-non vides.

Wous pouvons donc identifier ces deux orse'n‘“les, et pear sulta munir K(7) de

» gue nous appellerons la tpp ologle

- 1a topologie induite par celle de Lﬁ[d

myope.

Proposition 3. La topologie myope sur l'ensemtle K (E) des compacts non vides

parties de &K de la forme :-

de B est engendrée par les
1- s% 5

2=

e (BN
¢ € §(E)

b

]

r celle de (g((ﬁ sur 1l'ensemble des filtres

in effet, la topelogic 1

ouverts (pemis pour U )..est engendrée par les parties de.la forme




st
et e 5
-

Wy, @ £
2 - 2. ?5 ; \"JG‘C < .I:J}

qui correspondent bijectivement & celles de 1'énoncé: pour 2 , celd est évident

Pour 1, on éorit 1 W ¢ § & acvecg’) G2k, GPK (Hw,)
E> K E Ko

S

e

Coroll=ire.la topologie myspe sur X {Z) est engendrée par la restriction & .§<(E)

= G, I
des parties de & (8) de la forme Vc Ke et V€ °. Elle coincide avec la

o .

51 et seulement si E est compact.

Remargue. Pour la fopologie myope, XK (E) est homéor morphe & l'ensemble des
filtres ouverts non vides. Ainsi f((u) n'estv pas compact (sauA si B lui-n&ne

a proposition 1, l'ensemble des filtres ouverts,

fout

est compact). , d'aprés

y compris le filtre vide £, eat compacti. Dans ‘g(g) les veisinages du

filtre vide g sont des famillec {'.'I'K qf ’5}: du type 1. ?n peut donc coxpactifier

S((J) en lui adjoignant un €1lément ¢) dont les voisinages ‘seront les S Ke .

On peut interpréter cet ¢lément cormme représentant I lui-m@me (non compact), ou

un fermé F € :'yf (J) non compact guelcongue. En un certain sens, on peut dire
comiacky

que tous les fermés non %iiv sont ainsi identifiéds & & : la topologie myope

n"est pas capable de les distinguer les uns des autres, elke ne voiti

. . : I'4 . .
distinctement que les compneis (d'ol la terminologie).

Pronosition 4.Soit F (1\4) l'ensemble des F € § (E) contenus dans un compact K_'.
Z - s~ s ) [ .
topolo e myope et celle de § (u) induisent sur § (K ) une zéme topologie
coapacte, _ : .

Le corollaire de la proposition 3 montre que la topologie mjrope indult sur
? (K -;5 la m®me topologie que j‘( 3, les Vg et les V kcoincidam‘l: sur

3 (Ix ) avec les VC’K er les Z V (% D'autre part, on sail que Flx ) -3
o )

est compact. . -

P
5
+

o)



Proposition 6. Toute topologie sur 2 o
. I

Pronosition 5. (COHVGI‘S(.Z]CG r".yope). Une suite Kq de compacts non vides converge

dans £) si et seulement si on peut trouver un compact K. contenant tou$ les
. I P ) :

K'1 2t s

IED

la suite K  est convergente pour la toprlogie der F ()

te ¢'apreés la propoaition 4. Flle est nécessaire :

La condition ~si suffisa

n
si K, =2 K dans K(®), soit S

[

un voisinage de K, 3  étant un ouvert

PP

relativement compact. Pour n assez grand, on a K, € Sg , So0it th:. BQCBO
<

1r

CF™ o .
La proposition 4 , applicude & 5 (Bo) zontre ensuite que K ,converge vers X

in)

selon la topologie de F (E).

- . o’ /- 4 X .
Remarnue., Daus le compnetilisd K kJ)U{w} \avec, par exerple, W = IJ) une siite
. R PRI SR

. . . . K e
converge vers £ = B si et seulemcnt si on a Ixne S % pour touf Ko

"
A
dés que n esi assez grand, c'es®t & dire si et seulement si on peut trouver une

T

suite d'éléments x, ¢ K, convergeant vers % dans le compactifié de E.

K

. v . . N . . .
Soit .‘ﬁ) = % un filire-ouveri non wvide. 3% U€¢} est une topclogie roins fine
c ,
i . s
que el rermise dans 55 pour U : c'est la topo

[

i

oFie obtenue en identifiant

les points du compact K4 .

Inversement, soit 06' une topologie moins fine que 57 y permise pour U dans g
et telle que 9§ - ¢4 ¢ ‘g(‘ﬁ) %G -4 est un filtre ouvert non vide, car

EE&%gG , done, d'aprés‘ la proposition 2, est de la Form ‘e.’ko avec X, & k(a)

..
1

mnoncons

Lo i

2 moins fine gue g y permise pour U
et telle que 9% - 4 soit ouvert dems ‘g,(:‘) est de la forme W, Uigs
avec K ¢ $ (EB), XT3

identifiant les points d'un compact K & K (E) - X

Wi et inversementh Cette topologie s'obtient en
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.+

_—
lous appellerons Ziltre = une famille O e;j—(ig) ner. vide stable pour n

+

permise pour U ,fermée dans % , d'ouverts de E. Nous allons montrer que Q

Propositicn 1l.vout filtre feimé est de la fome Wg, avec Gp € %(EX

Ltapplication Go-—> ‘.*.’G est un homéomorphisme de ﬁ(d) sur le sous-espace
o ° , . .

compact de j(g) constitud des filtres fermds.

Soit un filire ferm4 {nen vide). Considérons la linite dans Y () de la
’ \
famille filtrante des interscct ons finies d'éléments de a , qui sont elles

rdnes des éldments ce a Cettz limite est XZKX un ouvert G, GCL y puisque

a est fermée.Comne G,< G pour tout G € yona Gg = N _ ¢
tin, O étant S5 pour U, tout on o
BEnfin, étant essige nour , tout ouve*t'G contenant G‘9 ec. est dans Q

1 .
Inversezent, si G, c‘é W, 0% mar nif este"xe. un filtre fermé, Il reste &
Te
©of
monirer que l'application injective G, —» ’-,a'é,c est un homéomorphisme de (E’)
sur le sous-sgracce de (‘g) constitué des filtres fermés.
jale B N oo antrarn T 17 ?
a/ Soit G,— Go dans ‘ﬁ . honirons ‘Y& = Vg, dans (‘é)
De ‘.'.-'G extrayons une suite ""YG! ~ CL , dans 5'( ﬁ) On a Gg &Q
"o
T - 1 o 4+
(puisque G"% .'.G”% converge vers G, )s ft dc ..'c_._c._‘ (puisque tout G ea
. . v - : t. o ’. . .
est limite de U:"‘i = G, s+ ba partie délicate de la démonstration consiste
2 A
. ’, . . <. . 14 . ’
% &tzblir 1l'inclision Y G Fom Q iqui achevera de démontrer a/ )
C .

. .
. o 2 s r ¢ Py
Soit donc G'=>G, . Hontrons que tout voisinage W, de G rehcontre a .
Ce voisinage ouvert contient un veisinage compact de G' : on peut, en effei
~ H 1

r

trouver des ouverts rela ‘, e”'«n: ‘co"‘pa”‘"s B'{G y B avec B, & ‘B—"- < B;
To 55K et C' € '.-.“-::-)("c '.-:J"'c: '.-{f‘ avec Bfl8'%¢ =4 . ,
. . .
Cozme G,< G' , pour r acses [rand, on a CME ’d‘met BUG, € E:‘
(puisque B est disjoint de 3'; ). On a done a fortiori 3G, & W p’:'

s 1genble dtant t tr
£ ST S R R S BRI 00 1 e 3y, une

5
=

s N - -
i
- - I? -

-
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t

B b

T

. . ’, Id e P
suite partielle convergeant vers un éldément G" € Mo, & W . ¥ais 6" e (j
0t
\r

(critére 2') et (] rercontre le voisinage WKE" de : comme ce voisinage
est quelcongue et que Q st fermé, il en résulte G! E-Q_ : ce qui établit

1'inclusion ¥g < (1, a'oh 1'égalité.

Cornme a =Yg, queile ~ur it lz suite partielle ‘.'.’G , on a tien
- n
<
— CON 24 = o5 .
O - lln.x ”G’n "G'b
b/ Inversement, si ’.,-IGn—} C[ , soit G"Q une suite partielle convergeant
vers un élément G, dans ‘g (8) . D'aprés a/ , on a Q = WG,,. , et, par suite,

G, converge vers G, .

L. Qeds)

}
\ -

P—
© 81| i est une famille cuverte, stable pour n s permise pour U , de fermés F £F

_—
on a nécessairencnt a = ¢ ou G = 3 (5. -
\
o '
En effet, si a ,4- g{ , soit F € O . Il existe un voisinage VG-; de F
contenu dans (J (avec G()|B = 4 ) . Comme (C| est permis pour [J , on a
- . ’ . i
VG' - O . Prenons deux points x;, et ¥y, dans chague G ;s avec X, é ¥,
L g

pour tout (i,j). (Cr suppose qu'aucun ouvert de E n'est fini). Les fermés
() {xdg et U {y{}-} scnt dans. Vs,': , donc dans ( l : leur inters_ectiggh,w‘

q—uiestgf,estdansa,et.a = 5-(3)

~
Fan

3t
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Dans ce qui suit, "G < (E) désignere une famille 4''ouverts de E, stable
pour l'intersection finie ef vpour la réunion infinie. Ainsi U{qf‘} U EE
est une topolongie moins fine quc la topologie naturelle (E). Nous examinerons

- o . I 4 3 [
deux cas : topologie ouveris, si z‘e ‘5((5 et topologie fermée, 'si 765(‘5)

1 ~ Torolosies ouvertes.
nous les carantérisercns L 1l'aid~ du lerme suivent -
;

Lemme.Pour qu'une Ffamille Cl € (ﬁ[(ﬁ) soit stable pour la réunion, il faut et

il suffit qu'elle soi% permise dans % pour la réunion.

La condition est manifestement suffisante. MHontrons qu'elle est nécessaire.

'
Si a =4, d est permis pour U .81 G GQ , So0it .JSL un voisinege
ouvert de G inclus dans Q . On a alors G & .’ < a_ (En effet, admettant
comme toujours ocu'ausun ouvert de E n'est fgni, on peut prendre dans chacue G
deux points x; et y, tels que X = U{xg} et T= U {:,"-} solent disjoints.
TEFEFIEIL 31 6 € ".'.’r-b-, ' = X et G'~ Y sont dans ¥ ,{'tc- a . Leur réunion
qui est G' est 4galement dans (O ). Par suite tout ouvert G' © G est dans Q

et a est permis dans (f] pour U .

Consdruence.Cozpte tenu de I,22, prop.2, le lexme ci-dessus monire cue toute
famille Fe %7(14) stable pour () et [] est scit vide, soit de la forme W e
avec X ¢ $< (B). Dans lc premier cas, %G (') {(ﬁ} (){E} est la topologie
grosq re, daps le deuxi’me cas, Wk()f;,{z Ces*t la topolozi;‘ie obterme en

identifiant les points du compact X, ;

LR

'™

Uien T

m
i
t
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Zous appellerons topologie fermée (moins fine que ﬁ Y unc farille 2\ e 5 (lﬁ)
-
v

d'ouverts de E fermde dans

11 suffit de supposer % gtable pour la rfunion finie.En effet, si Gy, 1 €L
' féundon rs - .

est une famille d'élimente de G , les finies d'éléments de cette

femille sont dens % , constituent une f£omille filtrante convergeant vers

’ . 4 , ’ .
1z réunion U Gy cans (ﬁ :\E), et, comme "g est fermée, cette réunion est dans ‘Z °
el

TLemmae 1. Une famille O € f(‘ﬁ contenant yf et B est stable pour

1'intersection si et seulement si elle est de 1la forme ¢

1) a-= lQI (w"* U we,)

ou les K} et les G- eonu \.1+uenu une Lamllle de compacts non vides et une .

famille d'ouverts non vz.des de = indexées par un néne enser.ble I. .

on vérifie immédiatement que la condition est suffisante. Montrons qu'elle est
nécessaire. Soit A un ouvert n'appartenarft pas & a (donc 4 # ;5 et A ;é B).

On peut trouver un voisinage W E,:" i Bn g0 A aisjoint de (I avec K, G y.. G
non vides. Ainsi, G €] entraine G € U’-’ U--UW.G-,,

En fait, on peut se linéiter at cacen=1 (un seul ouvert G intervenant da ns

1a ¢éfinition du voisiéﬁage '.’.’i" de G) . En effet, supposons que 1'on puisse
'trouver dans chaque @ (3 = 1,2,.. n) un oyvert G' GO L! intersection n C i

appartiendrait & “F eta W C"' ~Ga conuralramcnt 4 1'hypothese. 21

& it 5 G
Le complémcntaire ds G es~ donc de la foIrme U ( - \'\/ ﬂ \(\/
: e v i
. (- 4

et la relation (1) en résulte.
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est stable pour n & ’ on peut

ts K¢ sont minimaux et que les
cuverts Gf sont raximaux. Autrement dit, pour chaque 1 €I , ﬁ’gf est disjoint
de a , maiz : 1/ ci G' D G; otrictement, on peut trouver un ouvert G
appartenant 2 CL et & ',."C;‘. 2/ si X' = K; strictement, on peut trouver
un ouvert G appartenant & QA e+ & Wt . Dans ces conditions, on a de plué

u:c':o_ pour tout i€ I .

La démonst ration va renoser sur le théoreme de Zorn.

. , R C . . - . .
a,/ Scit A (‘f( o ounocuvt, ot W le voisinage de 4 disjocint de ( ‘ obtenu
corme dans la dfmanmsiratisn 3 1'énoncé faible. Ora X =K pocurun i €1, et
. Az ) . e e .
inversement, & décrivant X on épuise ainsi les familles Kret G¢
’ . ’ & N & [ 4

-

Munissons 1'ensomble des coupics (X!

ﬂ)
50
K
q,&
£,
[0}
o+
<:
p.
(]
}—I-
B
ct
R
0
&

de la relation d'ordrs

(K ,6, ) > Gy ,6,) sk, &X', et G DG,

et montrons que cet enserble ordonné est inductif.

T AT I VIS I CTIOII RN CT YIRS U EIOTIIN'S
M”’DDC"“ -mr-:mv-rwr* "',(;;.‘:"cfzn{zvrv-’:~r~r-Er1:m z: r

Soit (X y Gé ), 3 €J, une fanille total ment omonnee, avec (k CJA (K G \

d
si j' 2 J . Posons :

i

. Ge __ ¢ = L
On a ’,'.’k‘ —~ W_ ¢ pour tout je J, et WKG o &) WK;? . Hontrons

2] &
1'inclusion inversze. 51 I ect un ouvert & pa*'mngnu a v ‘,“: s ona ZPK,
et BPG. . wais o N i, clest b dire ﬂ B) = £, entraine qu'il
o gy 4! 3 &

avec G;" &G B ? Prenont. | = Sup(3 i), on

cherchée, et 1'égalité : .




m_l.sh..-d.l
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, Go ]
Par suite, W, < CCL , et 1'ensemble des (X',G') & k*‘é
est inductif. D'apres le

maximal pour 2 tel que

“\

Jed

>, 2
corcme de Zorm,

Kle K et G, PG .

2 & 4 L2 A 3
la ddnenstration du lemme, Décignens par 1

. -
¥

e A ‘.0

V" N \ .
Si pour tout ig I on a H;_¢ Ge 4 alors Gu€ (A d'aprés la relation (1).

Soit au contraire i € I avec K< G', & Pour tout GE€ <

Pro=ogition 1. Sl dans la relc.u:l.on (1\ cha

la famille :

(2) . GZ

est une topologie fermée.

Si G et G' sont dans % , on a pour tout i € I

et, dans ce cas, }:54 clJa' - ou bien G (ou G!) contient Gy s et dans ce cas

GUG'D Gy . Ainsi % e

qui précide.

u .4"

Cepeundant c tte To

ouvert

(2\ n'est

7 G"‘ v G"'
(1] K:‘
< G;; entraine

“

pas la plus’ générale possible. Montrons le par

4

~—-

=t

S

an

propriétés 1 et 2 en résultent.

. ‘\.. 3 1’\‘
npartient & sy C€ Gqui acasvera

I 1'indice i associé

i ls conticnt).

(.Jc: exenple B) avec G GL DI

esi disjoint de () .

Gege G, pour teut i €

lest réduit & un point

: ou bienz‘xg¢ G et ngl G',

st stavie pour U , et ctest une topologie d'apres ce

un contre-exemple, & partir des propositions suivantes.

J

G_\
tels que W< ())G

existe donc un ¢1 ment (7

ol
y;-

, On 2 u'?n‘

. La relation



Propogiticon 2.31 ‘z cet une topologie fermée, il existe un ouvert ._Q C B

et uns applicavien I : Sl — T telle cue 1'on ait :

3 3~ -
En effes, "Z\ oot 4z la

tel que x € G{. L'ouverture de t] "x§{ P ur la topologie (Z’ ne peutv pas contenir
K,; . Donc il existe au moins un point y & K; tel que y n'appartienne & aucun

(9}

e 7(‘_’ ne contonant pas x. Posont ¥y o= f(x), on voit gue Z est inclus dans

4
linterscction | (W £ ) Wax )

Inversement, s:i un ouvery § est tel rfue, pour tout x ef) y Ou bien x € G
ou bien “(::)¢ cenciddronz un 1€ I et 1louvert G de la relation (1).
OnaG& G, oubien : qd =zée G; = ¢ G . ¥als alors fx) & K¢ n'appartient
pas nor plus & G, et K;qf G. &nsi G ap%art'ent - Wi U s uc pour tout

i
i€I,et CE€F . L'égalité (3) en résulte.

pour la réunion Infinis, contisnt 4 e+ 3, donc'constiitue une topologie moins
fine que cg . mais pour une application f quelconque, c( n'est pas fermée
L)

en géndéral dans ‘ﬁ (B).

1
- !

- o

Proposition 3. Si T est une gpplication continue d'un ouvert K9] C dans E,

Hontrons que ¢ est fermée. Si G, € G ‘et G, > G dans g , On a,

la famille "Z définim par la relation (3 est une tonolone feme

r.‘lr"'

’

pour tout x E.Q- , ou bien x € G ou bien x é G. Si xé G , on peut trouver
une suite x n-—) X avec X fi G, (crl*ire"l,'). Pour n assez grend,, x, € .Q.
Comme G, €% , ,‘“qé G entrzine f(x V¢ ¢, Hais £(x ) converge vers (x)

dans B, et le critdre 2' entraine £{x) # C ¢ Par sulte~ G € %‘

RN
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Cons nuence. Si L est wn ouvert,

une zpplication continue, avec

P W——— .
JNEm = ¢ la toptlosie fermde (3) ne se met pas en général sous la forme

(2). L'intorsection des 0 € T ZALE contconant un peint x donnd de £ ) ne

econstitue pas, er géndral, un ensenble ouvert.

. .

lious donnerons dans la Jote U4 une caractdérisation complite des topologies

Py

espace 3—"1. ntost pos oommect, Si "Z,‘-;) a dans ?(‘) , on a bien
e ,2€¢%C et ceQ ,60e@ = cne'€Q ( grace 2 1a

vas stable pour U er géndral,

é
. o ) - — - .
de lz topologzie induite par celle de 5[5’) . wotons tout de suite cue cet

Critax

44}

. —
e _conver-=nce, Tne suite E\,, converge ‘vers ( I lans \5‘(%) i et

RN

d
seulement si les deux conditions suivaentes son t vérifides :
l"' VGGO"BGV\G%’HI Gh—>G‘
- 6.,6%, GG = GE 48

La proposition sulvanic nous psrmetitrz dans la Tote 84 d'introduire une autre

. . m
topologie sur ‘:;'T' . . 1

{

n s

Proposition 4. Une famille % d'ouverts de E est une topologie fermée si et

seulement si elle est de la fomrme :

(4) ) "é’ ’1= {TC@\ y Gecjjg

rd r
~ : -

ot T est une application de (ﬁ dans ‘5 vérifiznt les conditions suivantes :

I T(G) - G pour tout G €& g

4= G, > G et TG,) ~> G' dans Y entrsine ; T(G)=G!

'
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i
i
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Les trois premieres oxzlement, celles d'une fermeture

In]
O
ted
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Da
ch
o
[#]
n
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<
v
v
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n
po Ny

&

me exmrime, nous le verrons dans la Note 84, cue T est

&N
.

topclogique. La cuatr

semi-continue inférieurement.

~ , i - s . . Lo .

fermé dnns Cﬁ {3} n'est pas vide (il contient E), et il est s*able pour ﬂ .
. o s 1 . N

Lz limite dans ‘ﬁ {Z) dc la famille filtrante pour = des G' € T N \,V'G_

est donc elle-mére dans N WG- . Désignons la par T(G) : T(G) est le

\lus petit ouvert contenant G et appartensnt & 7% .

)
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‘3
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0
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<
N
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On vérifie immédiatement cue l'application T posséde les pro
Comme T(G)U™G") ¢ % contient GUG', e* que T(G)QT(G') < 2(cuet) ,

o vérifie 3. EnTin, si 6,~ G et ™6,)—=>6", l'inclusion G ,& (C,h)
enireine 0 G' . ¥ais G' € 7F , pulsque C est fermée, d'ol, d'aprés 1 et 2,
m(G) < TG&') = G'.

b/ Inversement, soit T une application de g dans ‘g vérifiant les gquatre
propriétés' de la proposition, et soit °6 la famille définie par la relation (4).
D'eprés 1, on a 4 e et ™z PE, d'o? E=T(2 &% . 3 exprime que

GZ est s‘ta‘ole rour la réunion et que ™G) est une fonction.croissanfe de G.
fais T(6)NT(c)< TC) entraine T((c) nu(ct)] <= 1(c) , puis

[r(e) nr(c)] < T(e)No(er) , d'ol 1'égalité, d'aprds 2 : G est stable

our n. | y

Pour achever la démonstration, il reste & monirer cue 06' est fermés. Si G, 2 G
dans Lﬁ avec ¢, € ,clest adire T(G,) =Cy, on a MG, ) —> G,

et, d'aprés 4 , T(G) < G, donc e = G, d'aprés 1 : donc G € ¥ ~

]

Pour plus de commodité, nous &llons traduire la proposition 4 dans le langage

’

des fermés.

\. .
. . ) {
. i \
Proposition 4'. Une i‘s]':;illc L de fermés de E s'identifie & l'ensemble des
fermdés d'une topologie °E fermde moins fine gue ' si et seulement si elle

<
Myt Y




est de la forme :

(21) - ‘Z' = fSCF\ : FE?CE)}

“H)
‘é’; .
[63]
UR)

ot S est unc application de

45}
©

1- s5(8) =
-~ 2= - sf5(7)
3- s(FnF') = (7)) as(m

|
4]
o~

vx}
~2.

go—

4 - Foo—=> F et S(F,) —> F' dens § entraine

’_-l

£ 7 —>83(F) pour tout F € 5

Pt = 5(F)

vérifiant les conditions suivantes

, 2 et 3 exprime que l'spplication S possdde les propriétés d'une ouverture

topologique. 4 exprime que S est semi-nontinue supérieurement. S(F) est le

té

’
plus grand fermé de z contenu dans F.

’

On voit qu'il est possible d'identifier 33-,- avec l'espace des applications

S.C.iS. de? dans 1u1-méme, et, en particulier, de munir f..r de la topologie

S 1€—2~" el

de la seme~continuité efesdmuxe., Nous poursuivrons ce travail dans la Note 84.
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