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MESURES ET CAPACITES

Sur un espace E localement compact dénombrable (en abrégé 1CD), on construit
1'espace compact (E) des ouverts de E, muni de sa topologie compacte dénombrable
UJ' , puis l'espace compact @3( %) des fonctions d'ouverts T(G} semi~continues

inférieurement (s.c.i.) pour la topologie de

Proposition 1 Dans @a(lg) , les fonctions crois'santes constituent un espace

compact §3 c

En effet, soit T, une suite de fonction convergeant vers T dans ?ﬁg_, et vérifiant

T,(6) ¢ T,(6') si GeG' .

Soient G et G' deux ouverts.de E avec G< G' . On peut trouver (critére 1' de
convergence) une suite G}, = G' avec 'I‘"(G'," ) —=> 7(@') . La continuité de
1'intersection dans LO’% donme G'5wf} G = G, et le critére 2' de convergence

montre alors, les Ty, étant croissants :

76) £ Lm T (6%, 6) £ lin T,,(G;, ) = 7(c')

Topologie de @gc Les ouverts de type W 6 s dans @s o sont de la forme
{ T : Inf T(G) £ a ; « Comme T est croissante, posant pour tout compact K :
Ge w5 ?(k) = Inf (G
¢ ® = ot 7(c)

les ouvefts de ce premiér type sont de la forme {T(K) £ a} » K compact.

De méme, les ouverts du type Wy, sont de la forme { Inf 7(G) P b} c'est & dire
. Y
{ ™G') > b} , G' ouvert. Gewﬁ"

D'oh les critdres de convergence : T, —» T si et seulement si on a & la fois :

1- m6) & lim T,(G) pour tout ouvert G
2- (k) » Im T,\(K) pour tout compact K




Ces critéres 1 et 2 sont équivalents respectivement aux critéres 1' et 2' suivants :

11— vecd  36neY , Gu> G Tn(Ga) > T(E) |

"= Gn €G, Gne™ G > T £ fim Ty (Gy) e
Letme 1 Si T converge vers T dans "y pour tout ouvert G on peut trouver
une suite G, vérifiant : :

Go=6G , G,>» ¢ et 1T(c)—> 17(c)

En effet, d'aprés 1', on peut trouver une suite G', > G avec Tn(G',‘ ) —> 7(G) .

Posons' G, = GG} . Les G, convergent vers G (continuité de J1). D'aprés 2

et la croissance des T, on a : .
7(6) ¢ Lm T,(G) ¢ lim 7,(6,) £ 1im 7,(¢%) = ©(6) . Donc T,(G,) —> 7(c) .

Lemme 2. Dans (ﬁ (E) , soient deux suites convergentes G,-% G et G, —> G'
telles que G, G et GL,=G' .Ona:
G, 0 Gy = GRnG et g, Ve, = cUg

La premitre convergence résulte de la continuité de [} . Montrons la deuxiéme.

8i K& GUG' ,K compact, on peut trouver deux compacts K,e G et K< G'

avec K = K, UK], (résultat classique). Pour n assez grand, on a K =G,

et Ky« G, , d'ou K< G, UG, et le critére 2 de convergence. Si G, est un
ouvert non contenu dans GUG' , il n'est pas noiq plus contenu dans G, U Gle GUG'.

Le critére 1 est donc automatiquement vérifié, et la convergence annoncée en résulte.

Proposition 2.Le sous-espace X (E)< @8(5 ) des fonctions T € @5 ( ‘ﬁ)
croissantes et fortement sous-additives est compact.

Soit T, une suite convergeant vers T dans @sc y avec pour G,G' é% H
T,(6 Ue') + T.(ene'). £ 7.6 + T,(c")

Le critére 1' et les lemmes 1 et 2 montrent que 1'on peut trouver deux suites '

G, et G', vérifiant :




GG 5, Gpa—=>G6 , T,(G.) — 7(G)
Gl < G G'y ~ G' T.(G1) —> T(c*)
G,NG,y—> GNG' et G, G > GUG' -

D'aprés le critére 2', on en déduit 3

rcve') £ Lim T.(GVG,)
7(6q6') ¢ Lim T,(G N 6%)
rcue’) + T(6n6') £ Lnm T,(G,06') + Lim T, (G.0 c',,)‘

- ln[,(cU6%) + T.(G.n6%)]
ln (T, (6,) + Ta(ch)] = () + m(e")

Proposition 3. (E) est un espace de capacités de Choquet.
p q

soit T € X (B) . T se prolonge sur P (E) selon la formule :
(1) 7(a) = In§ T(G)
G oA

a/ On vérifie que A, PA entraine T(A,‘)’l‘ ?(4) . (Démonstration, par e xemple,
dans Brelot, Eléments de la théorie classique du potentiel, C.D.U., p. 64 :

cette démonstration utilise la sous-addivité)

b/ Pour un compact K, P(K) posséde la propriété de continuité & droite :
¥£50 ,3Ged | 6DK ! kak'SE D T £ TIK +£
Celia résulte de la seule définition (1). On peut, en effet, trouver G®¥K
avee T(G) £ T(X) +& , et par suite T(X') € ™MX) +£& pour K'SG
¢/ Si on pose T,(G) = S\llgeT(K) ,ona T,(6) = mc) . Clest ici qu'intervient
la semi-continuité inférieure de T(G). On a d'abord T,(G) ¢ T(G) , d'aprés
1a définition de T(K) . Mais, T étant s.c.i., on peut trouver K<=G tel que
G'>K entraine T(G') % T(G) -£, , donc aussi T‘(G) > (k) 2 7(6) - &€
et finalement T(G) = 7(¢) .




d/ Il est équivalent de procéder en sens inverse : partir d'une fonction (K)

croissante, fortement sous-additive et continue & droite, définir T(G) = gup 7(x)
‘ . KCe

(cette définition entraine & elle seule que T(G) est sci) et vérifier T(K) =

Inf T(¢) (c'est ici qu'intervient la continuité & droite de T(K) )

Gow

e/ La continuité & droite de T(K) entraine ensuite T(K,,) LT(K) pour K”'l' K

(1'inverse n'étant pas vrai).

f/ Le théortme des capacités donne ensuite T(4) = Sup T(K) pour tout A
cA :
appartenant & le classe de Souslin engendrée par les compacts, en particulier, Faea

E étant LCD, pour tout A appartenant i la € -algébre de Borel 6 () sur E .

Proposition 4. Le sous-espace WL (E) des M EX vérifiant H(B) =0 et
M (cue) = pm(6) + M(6') pour GNG' = ¢. est compact dans 7 (E).

En effet, soit Mn—> A dans X avec M, €L . De pM,(f) =0, le critére’
2' déduit Ja(f) £ 0 . Mais on peut trouver G, > g avec Ma(G,) > H(4) ,
donc j(d) 2 0 et M) = 0.

Si GNG' =4, soit S~ GUG' avec pw(5)> K (GUG') .OmasS NG G
et S”HG"—Q G' . Le critére 2' donne alors :

M (6) € lim M.(s,.0G)
s(e') ¢ Lin Ma(S.0G') , |
M@+ pe) ¢ unpfs,nleue)] ¢ Linpfs) = pbe) -

L'iné;galité invesse résulte de la sous—additivité, et permet de conclure.
La proposition 3 permet d'identifier JU(E) avec 1'espace des mesures posif.;ives

définies sur 6 (F) et vérifiant :
1- X)) = 0

2- M (,§' A,) = é}* (4,) pour des A,e & (F) disjoints
3- (k) = Ind J4(6) ' pour tout compact K

Gor




La topologie induite sur Jt| (E) par celle de @3 c n'est autre -que la !
topologie vague.C'est une topologie compacte. o

Proposition 5. ¢£ (E) stidentifie & un sous-espace compact de A (®)

A toute fonction scs est associde la fonctionnelle X(G) = 'Sup f (x) vérifiant
XeE :

X G:) = Seb X(G;
& <£(£:: ) ceX )

~ -

e r Aemesrs = g

et inversement, toute fonction X(G) vérifiant (1) est la fonctionnelle assaocide

4 la fonction scs f(x) = Inf X(G) (cf. Note 74)
: G>ox : _ r

La topologie de @4_, est engendrée par les § X(G) > b} et les {X(K) <af :
La relation (1) entraine que X est croissante et sous-additive. Il suffit donc

de montrer que X est sci sur g(e)

oo
Soit done G = U B, avec B, < .Ii\,.CBm1 ouverts relativement compacts.
"3

De (1) résulte qu'il existe un B, avec X(6) & X(B, ) + & . Par suite, tout
G'= B, vérifie X(6) ¢X(G') +& , et X est sci. '
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