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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 86

PROCESSUS A DEUX ETATS ET RENOUVELLEMENTS MARKOVIENS

I - DEFINITIONS

Au sens classique, un processus de renouvellement est
un schéma d'implantation aléatoire de points sur la droite ré-
elle dans lequel les distances séparant deux points consécutifs
sont des variables aléatoires indépendantes obéissant & une mé-
me loi F(dx), qui suffit alors & caractériser entiérement le
schéma. A partir de cette définition, on peut envisager des gé-
néralisations diverses. On peut, en premier lieu, lever la con-
dition d'indépendance et la remplacer, par exemple, par une con-
dition de dépendance markovienne : la loi P(dx) céde la place
4 un noyau markovien F(y;dx) représentant la loi conditionelle
de la longueur X d'un intervalle sachant que l'intervalle pré-
cédent est de longueur Y = y. Ce noyau suffit & caractériser
le schéma (sous réserve d'une condition d'ergodicité : existence!
de la loi limite p vérifiant p = pF, soit :

w0 = (@) P(x;)

et. admettant une espérance mathématigue m =_//ﬁu(dx) ~( cette der-
nidre condition est évidemment nécessaire pour que le nombre v =
l/m moyen de points par unité dé longueur ne soit pas nul). En
deuxitme lieu, on peut cesser d'imposer aux intervalles succes-
sifs d'obdir & la méme loi. -Plus précisément, nous caractérise-
rons chague intervalle par deux variables aléatoires : sa lon-
gueur L, et son état ou son affectation E, et nous supposerons
qu'il y a indépendance conditionnelle entre les caractéristiques

(En+i’ Ih+i) (i >0) des successeurs de l'intervalle de caracté-

S

ristiques (B, L) et celles de ses prédécesseurs (En_J n—j



(j <o), lorsque 1l'on connalit (En’ Ih)' I1 s'agit donc d'un pro-

neNa.temps discret prenant ses valeurs

dans l'espace produit Q x R, ob Q est 1''espace des états E.

cessus de Markov (En’Ih)

Ce processus est défini par la donnée d'un noyau markovien
P(e, £; de', a€') sur Q x R, - [On notera que les familles
(En)neN ou(Ln)ne'N ne sont pas en général des processus marko-
viens. )

Exemples - 1) Prenons comme espace Q des états la droite réelle
R. Ia construction précédente conduit & une fonction aléatoire
f(x) variant par saut (constante et égale & En sur l'intervalle
n de longueur aléatoire Ln). Cette fonction aléatoire f(x)
n'est pas markovienne (en x €R), contrairement & la famille

(En, Ln) - Nous dirons que f(x) est un processus & renouvel-

neN
lements markoviens.

2) Supposons que l'espace des états Q soit fini ou
dénombrable, soit Q = {e1, e2,...}. La construction précé-
dente conduit & une partition de la droite en composantes de na-
ture e1, e2,... : un intervalle Ih reléve de la composante e
si En = e. On obtient ainsi une famille de fonctions aléatoires
en tout ou rien f1(x), fz(x)... (fi(x) = 1 ou o selon que X ap-
partient ou non & un intervalle de,caractéristique ei) , vérifiant
Zfé.’= 1, fi:f:‘,' =0 sii ;£ %.-— (ces fonctions aléatoires ne sont

< 0 hh

pas markoviennes). C'est & partir des probabilités de transition :



Pij (€sae') = P(Ih+d.€(e" fﬁ + def)’ En+1 - eleh.= E’En ='ei)

de la famille markovienne (En, Ii) gu'il convient de reconstituer
la loi spatiale deshfi(x). La t8che est ardue dans le cas géné-

ral. Nous examinerons uniquement les deux cas typiques suivants :

3) Processus & deux états et remouvellements markoviens

On suppose ici & = {o, 1} et on admet que les états o et 1 se
succédent en alternant (Pij (£; a€') = 0o si i = j). Le processus

est défini par les deux noyaux 3

F, (y3dx) P, (y;dx)
Fo(y;dx) par exemple, représente la loi de la longueur d'un pore
précédé d'un grain de longueur y. On doit admettre 1'existence
des lois stationnaireé ("a priori") Fo(dx) et F1(dx), qui sont
les granulométries en nombre des pores et des grains :velies

doivent posséder des espérances m et m, et vérifier le systéme 3

P (A) Jl*} (dy) 7 (y;4)

S Fotan) Bwsw)

pour tout événement A - (ergodicité des noyaux'F1Fo et F0F1)

(1)

F,(4)

4) Processus de renouvellement & plusieurs états ( ou

a4 une infinité dénombrable d'états)
On admet cette fois que les yEn)n.CN_constituent 4 eux seuls une
chaine de Markov, et que la longueur Ln de l'intervalle n est

indépendante des Ln' (n? % n) conditionnellement en En :
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autrement dit, la longueur L d'un intervalle appartenant a la
composante e, obéit'toujouré 4 une méme loi Fi(dZ), quelles que
soient les hypothéses faites par ailleurs sur les autres inter-

valles.

Le schéma est caractérisé cette fois par les granulomé-

tries en nombre Fi et la matrice de transition Pik (probabili-

té pour gu'une composante ej succede & une composante ei). On
admettra que Pik est irréductible et que les étafs sont. persis-
tants - (mais la chaline peut éfre périodique : en particulier,
il peut y avoir un ordre de succession obligé des ététs (phé-

noménes cycliques) -

Ie cas d'un processus de renouvellemegt & deux états
est particulierement simple. Nous l'avons étudié dans la note
77 = Nous nous proposons ici d'examiner le cas particulier 3/

ci-dessus.,

II - PROCESSUS A DEUX ETATS ET RENOUVELLEMENTS MARKOVIENS

Reprenons les notations de l'exemple 3, en posant

aussi

o

zZ . Ng
Fo(z) =¢{/F°(dz)’ Fb(x;y) fg/on(x;dy) etC...

-

_gi 1l'on suppose gque les granulométries stationnaires FO et F1

existent et possédent les espérances finies m et m,, les pro-

1
babilités & priori P, (p1) pour qu'un point donné appartienne

aux pores (aux grains) sont :



b = ' ’ P, =
(o} mo+m . 1 mo.-%-m1

(Ce point devrait faire 1'objet d 'une généralisation du théo-
réme de renouvellement. Noﬁs 1'admettrons sans démons;tratio:l).
Pour calculer la covariance C“(h) = P(x ée1, x+h € e1), nous
introduirons d'abord les covariances conditionnelles 'Hij(y;x)
définie comme suit (i,j = O ou 1) : Hij (y;x) est la probabili-
té d'avoir x €& ej ( x 30 lorsque O est 1l'origine d'un intervalle
e; succédant & un intervalle e (i' complémentaire de i) de

longueur y. La propriété markoviemnne de la famille (Ln,En)

entraine aussitdt :

X
Hm(y;x) =1 - Hoo(y;X) = {Fo(y;dZ) HH(Z;X-Z)
H1O(.Y;X) =1 - H“(y;X) = [F1(y;d2) H“(z;x-Z)

Ce systéme d'équations intégrales doit permettre — (en principe)

de déterminer les noyaux Hij(y;x) -

Montrons comment la covariance rectanglelcm(h) se dé-
duit ensuite des Hij -
On s'intéresse & 1l'évinement "O € e,» b € e1". Si O

appartient & un segment e, de longueur 2.€(x,x+dx)(probabilité

P
0 _ pe . .
7, x Fo(dx) = m+mg Fo(dx)‘,l l'extrémité gauche de ce segment

tombe dans (-y,~-y-dy) avec la probabilité 9%;— (o€y<x). Son

extrémité droite tombe en x-y 2o, et on doit avoir x-y&h :

1 Do s otien ?C\;l'e daw) Uvipn e Wavaner v G J‘_n'T““‘

5’ di. (4 E%



ces conditions étant réalisées, 1l'évenement qui nous intéresse

a la probabilité H11(x;h~x+y). D'olt 1'équation intégrale :

0
_ 1 e
001(h) = e .J/’Fo(dx) ’4: H11(x,h x+y) 4y

o 0

avec D = {y { %, x-y{h, ¥ p» o}

En échangeant 1'ordre 4'intégration, on trouve :
00 y+h
= 1 ; sv+h—
(3) 001(1’1) = Ty /Ody /yl“o(dx) H11(X,y+h x)

Remarque : Contrairement & 1'équation (2), la relation (3)

n'utilise pas la propriété markovienne de (Ih’ En), mais seu-
lement la définition des probabilités conditionnelles H11(x;y).

Blle est donc valable pour toute fonction aléatoire en tout ou

rien. Dans le cas de (2), en désignant par H11(y,z;x) la probabi-
1ité pour que x E’e1, sachant que O est l'origine d'un segment

e, précédé d'un segment e, de longueur z,lui-méme précédé d'un

1

segment €1 de longueur y, on obtient dans le cas général :
X

(21) H,q (73%) =fFo(y;dZ) Hy,(y,25%-2)
o)

Seule la propriété markoviemme permet de remplacer
H11(y,z;x—z),par H11(z;x-z). Par contre, introduisons les

probabilités conditionnelles du type :

Hy (%) = /0F1(dy) H ,(y3x%) (x 2 o)



(probabilité de x:éeo, sachant que O est l'origine d'un segment
€. mais sans hypothése sur la 16ngueur du segment e, précédent).
I1 suffit d'intégrer (2') par rapport 2 la mesure F1(dy), pour
trouver, compte tenu des propriétés des probabilités condition-
nelles :

X
(2") HO1(X) = ’/,fo(dz) H11(Z;X~Z)

o

Cette relation (2"), comme la relation (3), est véri-

\

fide méme par les processus qul ne sont pas & renouvellements

markoviens.

Exercice -~ Former 0'01(h) en dérivant (3) - Compte tenu de (2"),

établir la relation

(mgmy) €' () _ Hyp(n) = Hop(n) = Hy(0) + Bo(h) -

Cette relation ést valable pour toute fonction aléatoire en tout

ou rien. Nous la retrouverons ci-dessous.

Transformées de Laplace -~ Posons

0Q

@, (¥31) = ///e_)\X P, (y3dx)

o)
]

Jére'Kx F, (ax) =;<rra(dy)¢i(y;k) (3 # 1)

&; (M)

et de méme



il

o0
-\
J//e X Hij(y;x) dx

(0]

nij(k) /é/Hij(X) e Max =/£/;k(dy)nij(y;h) (k # 1)

I1 est commode d'introduire un temps d'arrét Ty indépendant du

processus et obéissant & la loi exponentielle e—xt; L'expres-

nij(y;ﬁ)

sion nij(x;h) représente alors l'espérance conditionnelle du Temps
passé dans 1l'état € avant l'instant d'arrét Ty 9 sachant que O est
l'origine d'un segment e, précédé d'un segment (appartenant a 1'

état complémentaire) de longueur x -

Considérons, par exemple, no1(y;x). Le processus est en
€, au temps O et entre pour la premiere fois en e, en un temps
% € (z,z+dz) avec la probabilité Fo(y;dz), et on a de plus
Tk;k'ﬁ avec la probabilité e-hz. L'espérance conditionnelle du

temps passé dans 1'état 1 est alors n11(z;X). D'ou la relation :

[>]
. — -hz . .
Mg (V57 i)ére P (y;dz) my,(z51)

Compte tenu de noo(y;h) + no1(y;x) = % , i1 vient :

00
M, (¥3M) = 1 chfe-hz P (y;dz) n,,(z;7)
(4) ; o .
0, {y5A) = = j//(e'hz F,(y;dz) n__(z;\)
11  ) A A 1M? oo "?
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Ces relations sont égquivalentes & (2) (et utilisent la

propriété markoviemnne). En intégrant en y; on en deéduit :

(V) = 1 -fe'“ 7 (az) ny,(230)
(0]

00
o0}
-A\z .
—[e p,(dz) g (z5M)

Ces relations (4") - équivalentes & (2") - peuvent s'éta-

(4Y)

>l

M, (M)

blir directement. Elles ne font plus intervenir la propriété
markovienne, mais seulement la définition des espérances condi-

tionnelles, et sont donc valables pour toute fonction aléatoire

en tout ou rien.

Calcul de la covariance. On posera
(s 4]

Xo1 (M) ={091(h)e'?‘hdh

%— xo1(x) est l'espérance canditionnelle du temps passé dans
o)
1'état e

1 avant 1'instant d'arrét TA lorsqu'on sait que l'origine

O tombe dans un segment e, (sans &tre une extrémité de ce segment).

Ce segment eO a une longueur L &(x,x+dx)

i ¥y ==y
////?’—\\¥/"\\j¢”%m avec une probabilité ﬁ— Fo(dx), et son
()
extrémité gauche tombe entre -y et -y-dy

avec la probabilité Q_}}% (0€y&x). L'espérance conditionnelle

du temps passé dans e, entre o et T, est alors e—x(x-y)n11(x;x).



- 10 -

On a ainsi :

00 X
% Xoq (M) =fo§;0- Fo(dX)Z%l ¢ Mxy) n11(X;7\)

0]

Compte tenu de po/mo = 1/(mo+m1), il vient donc :

o0 -

° 1 1 - &M
(5) X01(k) = Eﬁ:ﬁ? S Fo(dx) n11(x,N)

o

Cette relation (5) éguivaut & (3). Elle est valable pour

- toute fonction aldatoire en tout ou rien. Nous allons en déduire

une relation intéressante (valable également dans;le cas général).

Expression de 001(h) 34 l'aide des covariances conditionnelles .

Ia relation (5) se met sous la forme :

[>]
I 1 -4 —Nx :

Compte tenu de (4"), 1l'intégrale qui figure au second

l -— L]
membre vaut N nOO(A). On a donc :

(6) Xgq(A) = ﬂ—nTl*—mﬁ [noé(x) + ny (W) -% ]

I1 suffit d'inverser la transformation de ILaplace pour

obtenir :

. h Jol
(7) Co‘l_(h) = mo-z-m,l ‘O/(H“(x)-p,‘) dx + mo-lm1 O/(Hoo(x)'po) dx
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Cette relation (7), déduite de (5) et de (4"), est vraie

pour toute fonction aléatoire.en tout ou rien. Eile met en é-

vidence 1l'intérét des covariances conditiomnelles. La somme

H +H,, est une fonction symétrique dont la donnée équivaut

00 11
a celle de la covariance :

(h) = -—L-1— [Hoo(h) + Hy, (n) - 1]

Mais les fonctions Hj et H11 ne sont pas elles-mémes

symétriques, et peuvent & ce titre servir d'indice pour déceler

le caractére orienté d'un phénomene E{OO(—h) se définit comme

Hoo(h) aprés renversement du sens de parcours de la droite réelle.

C'est la probabilité conditionnelle pour que -h €eo sachant que
O est 1l'extrémité droite d'un segment eo). En raison de son

importance, donnons une démonstration directe de la relation (7).

Démonstration directe de la relation (7).

Désignons par Joet J1 les moments d'ordre 3 d'une F.A. en

tout ou rien.
JO(X,.V,Z) = P(xeeo, vy & e, 2 &€ eo)

J1(x,y,z) = P(xée1, yE€e,, z ee1)

1

Calculons H”(h) - C'est la probabilité conditionnelle
d'avoir hée,l (h >0) lorsque O & e, et Aa é’eo (Aa<O trés petit)

. - _ _ _Aa . o
Mais P(O €e1, Aa €eo) = VA a = ey (v nom“pre spécifique). De
J, (a,0,h)
' ha— o ‘P(O€e1, Aaeeo)

Aa <o
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On déduit ainsi :

, o )
ﬁ;:ﬁ? H11(h) -~ Ja ;1(a’ O{ h) a=0

1 H (n) = o_ J (a, O, h) a=0
m I, 00 - da fo'Tr ™

\

(le symbole >~ désignant la dérivée & gauche). Mais d‘'autre

part on a toujours :

Io(x,y,2) + 3,(x,5,2) = 1 =3 p, + O (x=y) + C,,(y=2) + C,, (2=x)

Prenons x = a <0, ¥y = 0, 2 = h, dérivons'en a et faisons tendre

a vers 0. On trouve :

mlm1 [Hoo(h)+H11(h)]; [-g—; o, (a) a=o’ci1(h)]

o)
D'ailleurs %; C11(a) =v= = lm
a=o0 o 1
Par suite, il vient :
1 - _ _
ey [Hoo(h) + H“(h) - 1] = ct,(n) = 051(11)

Il ne reste plus gqu'ad intégrer de O & h pour obtenir (7),
compte tenu de CO1(0) =0 -
Avant de passer & des applications, indiquons un procédé

permettant (théoriquement) de calculer les fonctions Hij(y;h).

Calcul explicite des Hii(y;h)

Il est commode de considérer le processus arrété & l'ins-

tant aléatoire T . .
é : A, processus régi par les noyaux sous-markoviens




- 13 =

No(h) et N1(A) qui s'explicitent ainsi :

oM Fo(y;dz)

e P, (y3d2)

N (A;y;dz)

It

N1(K;y;d2)

Les relations (4) s'écrivent :

n_ (.3 A) =

0o - N(A) myy (s N)

(8)

>l- >l-

.y (o5 A - W) g, (s A

D'autre part, Ni(K) 1 est la transformée de Laplace @i (y;A) de

Fi(y;dx). On déduit donc de (8) :

1 =@ (. 3 N\)
(. 5 A) = o + N (M) N, () g (L5 A)

nOO

et une relation analogue en Nqq = Pour abréger les notations,
nous supposerons A >o fixé, et nous écrirons NO, Nyg *+ Pour
NO(A), noo(h) .+« la fonction m,  est donc une solution de

1 'équation intégrale

= 9
(9) Moo = A + No N1 noo

Les noyaux sous-markoviens No et N1 vérifient les inégalités :

D D
n n n+1
o< n§0 (NON1) (I—NO) < ngo (NON1) (I_NON1) - I_(NON1) § 1

Par conséqueﬁt, le noyau potentiel ':Z. (NON1)n vérifie :
n=o
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% = 1-®
S o@r)MIN) 1= = wa)t —2g 4
n=o 0 T o/ A n=o o 1 A A

(No1 = & par définition). IL'éguation (9) et 1l'équation analogue
en m,, admettent donc les solutions :
o0
e =1 2 (8 W )*(I-N ) 1
n=o .
(10) "

L nzzo (8, N )™ (I-N,) 1

[y

Cette solution Moo est-elle unique ? Il en est ainsi si, et seu-
lement si 1'équation (9) sans second membre n'admet pas d'autre
solution bornée que O, autrement dit si ¢ ='N0N1¢ et |9| <b
entrainent ¢ = O (et de méme M4 est unique si ¢ = NiNo ? et

o] <b=>p = 0). Cette condition équivaut &
(10 bis) @)1 = L@ )t 1 =0
o1 n o1

Si (10 bis)est vérifiée, en effet, on a l(NON1m) ¢ [5’.(1\T01\T1)°° =0
pour toute fonction ¢ bornée, et inversement la fonction ¢ =
(NON1)w ! est invariante par N N,.

La condition (10 bis) est encore équivalente & la suivante :

il existe une fonction h dont 1 est le potentiel :
[o0]

1= 2 (NN ) n
h=0 o1

et cette fonction h est alors nécessairement égale a :

h=(I-NON1)1=1-1\TON1 1’
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Considérons la covariance conditionnelle rectangle dont la trans-

formée de Laplace est N1 = No n11. On a :

00 ’ 0
1 Y1 1 y (1
Moo * Mg = % = (MEDHI-F) 1+ % 2 (W E )N (I-N)) 1
n=o0 : n=o0 .
o
— ner_ = 4 - 1
= 5 ; (NN )H(I-NN) 1 =5 - (NF)" 5
n=o .
(noo et m,, désignant les solutions (10)-, donc hoo + Mgy
= -}]\- si, et seulement si (1\101\71)oo 1 = o, c'est-a-dire justement

si (10) est l'unique solution du probléme. Dans tous les autres
cas, on a m_ + no1(-}1-\- , €t les solutions (10) ne peuvent pas
convenir. Il suffit d'examiner (10) pour constater que toute

solution hoo’ h,, acceptable vérifie

11

hooz'noo h11 Z T]11

En effet, Noo? PaT exemple, est l'espérance du temps passé

dans 1'état O avant T, et avant le premier point d'accumulation,

A

Z-1. Si Z—1 = ® D.Sey Mg et nH constituent bien la solution

probabiliste ( et on a Hy, + Hyy = 1 comme il se doit) du pro-

o1
bléme. Si }?(-Z-,I <®) > o, Moo €t My, se rapportent au processus

arrété en 21. On peut prolonger le processus au-deld de 31, a
condition de se donner un nouvel été:t initial, ou une nouvelle
probabilité initiale en 21, et, par recurrence, en chacun des
points d'accumulation successifs., Commé cette nouvelle probabi-

lité initiale peut &tre choisie arbitrairement, il existe plusieurs
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solutions hoo? h11 admissibles (ce gqui explique 1l'indétermination
du systéme). | » |

Désignons par Al (y;2) la probabilité d'avoir 31'< Z
loTsque O est l'origine d'un segment €, précédé d'un segment ey
de longueur y (et on définit de méme A1(y|z) - Comme % - Ny ~ Ty

= % '(I.\TOI\LI)Oo est l'espérance du temps passé dans e  avent T, mais

. 1 —k%1
apres 21, c'est-a-dire X e , on a
(»0]
. " =Nz _ o
on(y,d'z) e = (N N,) 1
[
[~d]
fe‘”z a4 (y3d2) = (NE)T 1
)
[>¢]

En particulier P(E1<lW) i/'Ao(y;dz) est égale (condition-
(o] .

nellement) & €im (N N1)m 1.
- M=o ©
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CATCUL DE LA PORTEE A . La portée A est définie par
. o

' o
2 . 2 2
(1) A= [cy,(B)-» ]dh=-——f[c (h)-p,p,] an

Nous admettrons l'existence de développements limités du type :

e

Nos(TiM) = = + 8 (y) + M o (¥) + ...

-7

n11(y;x) = + a1(y) + A b1(y) F oeee

La relation (6) donne alors

1
x01(x) = 7K525557_ [ad +a, + A (bo+b1) I

-

avec o
[ e E,[a ()] = //(F1(dy) a (y)

o

00

=E [a,(y)] = ,éfFo(dy) 2, (¥)

o
1

o’
1l

E, [0y (y)]

o’
|

Dtapreés (11), d'autre part, la portée A est :
POP1

2 .
N2 gi? [X°\(h) - ]

On en déduit d'abord :
moom1
a, + & = PP, (mo+m1) =

. +Im
f o, i

b
o+b1
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le probléme consiste donc & évaluer la somme b0+b1. Celle~ci

s'exprime, comme nous allons le voir, & l'aide des fonctions ao(y)

et a1(y), définies ci-dessus :

ao(y) = firg <Hoo(y;>\) - i_o>
a,(y) = {irg (;I“(y;?») - ;_1_)

Ces deux fonctions (& un facteur prés) ont la significa-

tion de portées conditiomnelles. On a, en effet :

»

i

a (¥) )(;[[Hoo(y;:c) - p,] ax

H ; - d
[[ 11(y3x) - p,] ax

i

a,(y)

IQUATIONS INTEGRALES DES PORTELES CONDITIONNELIES.

11 suffit de remplacer Moo et n11 par leurs développements
en A dans (4) et d'identifier les termes constants et les termes

en A pour obtenir :

a (y) = p1[z F (y3dz) —[aﬁz) P (y;dz)
(13) - %0 0 00
| o (¥) =~%p1[zz F (y;dz) +/Oza1(Z)Fo(y;dZ) -[b1(Z)Fo(y;dZ)

et des équatitions analogues pour a, et b1 -~ Si-1l'on pose

m (y) = E (&|y) = /z ? (y;az)

o
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on voit que les fonctions ao(y) et a1(y) vérifient le systéme :

'ao(y)
(14)
' a, (¥)

pm (¥) -

pom, (¥) - /

(0]

o)

Je

1(Z) Fo(y;dZ)

a_(z) F1(y;d2)

Dans le langage des espérances conditionnelles, ceci s'écrit

a (y)

a1(y):

Prenant l'espérance E1 de

EO de la seconde, on trouve :

0

8ytéy = Pyl = Py =

(relation déja obtenue ci-dessus)

EXPRESSION DE LA PORTEE A.

stéerit

b (y) =

I1 suffit de prendre l'espérance a priori E

1

2

cette relation pour trouver :

bo+b1

1l

D'ou, selon (12)

A=

'dld

(15)

i

EO[
E1[

/

0]

f

1

g2,(8)] - 5
. {
Zao(ﬁ)J - 3

z?F1(dz) -2

p,B,(8ly) - B [a,(8)]y]
p B, (8ly) - B,[a (8)[y]

la premiére relation et l'espérance

m

o
Jy

o

Ia deuxidme relation (13%), de son cdté,

p, B (8°ly) + B [4e,(2)ly] - B [b, (8)|y]

1 des. deux membres de

ET(zZ>

zzFo(dz) - 2 (%; + %q) /érz a1(z)Fo(dz)

.‘(%; -+ %T)‘Ji’z ao<z) F1(dz)
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Le calcul de la portée se ramene donc & celui des fonctions 2,

et é1 - Donnons quelques exemples -

Exemples 1 ~ Processus & régression linéaire. Supposons que les

noyaux F_ et F, vérifient les conditions :

/-
zF (y;dz) = oy + p |

o]

mo(y)
(16)

(o0}
m,(y) = //sz1(y;dz) = 0¥+ By

0]

avec des constantes ao, a1 comprises entre O et 1. Ces conditions

- impliquent pour les espérances & priori m et m, :

o = p'o + Cx0“1

My = %My + By © 1 - %%
ou b+ o

BTy ¥y m, = ——0
T - a.a,

On cherche pour (14) une solution de la forme :
(17) a (y) =Ay+3B, a,(y) = oY + 3B,

En substituant dans (14), compte tenu de (16) et en identifiant
les termes en y, on obtient :

A = p1“0 ~ Poao % . A = poa1 B p1a1ao

—-— ’ -
0 3y aoa1 : 1 1. a1a

o
En ce qui concerne les termes constants, on obtient deux relations

équivalentes a la relation unique :

A A T
By + B, = 32 Ko ='El By = '(}'2-) (T+a f
o 1 HyUi+Gos + By 1
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(i1 est évident qu'il y a indétermination, car si ao(y) et a1(y)
sont une solution de (14), il en est de méme de-ao(y) + C et
a1(y) - C pour toute constante C). | |
Nous allons lever cette indétermination par un procédé
indirect. Dtapres (15) et les relations (16), (17), la portée

& gimet les deux expressions suivantes :-

oM+
o} o?m1

A= 3 (gz) - 2A fﬁ?l_ R (52) - 25.B
TP, o 1 mm, o P12
_ 52 B 2y _ .,

A= T, E1(a ) - 2A E1(z ) = 2p B

I1 suifit d'égaler ces deux expressions de A pour obtenir
la relation supplémentaire permettant le calcul de BO et B1. Tous

calculs faits, on trouve :

2 2
a - —
(18) A= p1(1+0'.0 1) 2a1p0 3‘2 + p0(1+a0a1) 2_@0:91 ﬁ

(cg et c? variances assocides aux lois & priori Fo(dz) et F1(dz).

le cas & = a, =0 conduit & la formule :
65 - c?
(18') A=p, 0 * Pom

o 1
applicable, en particulier, aux processus de renouvellement & deux
états (avec indépendance des longueurs des passées successives).
Pour o, pg o,'a1'> 1, la formule (18) donne une valeur de A plus

petite que l'expression (18') : ii y a, en effet, corrélation
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positive entre les longueurs d'un grain et d'un pore qui se suivent,
d'ol un effet compensgleur réduisant la variance.de 1'intégrale

de la fonction aléatoire. Donnons gquelgques exemples de processus

5 régression linédaire, auxquels les résultats précédents sont ap-

plicables.

a) Processus du type d‘'Ambarzoumian. La longueur L1 d'un

grain se déduit de la longueur Lo du pore qui le précede par la

relation

L, = LO % + Y

1 1 1
avec des variables aléatoires positives indépendantes l'une de

1'autre et de LO, dont les lois sont données une foils,pour toutes
(les mémes pour tous les grains), 2, vérifiant de plus la condi-
tion E(%1)'< 1. De méme la longueur L d'un pore se déduit de

la longueur L, du grain précédent par

1

L =1L

o) 1 %o + Yo

avec des définitions analogues.
Ambarzoumian a introduit des processus dans lesquels
les lois & priori F_ et F1 de Lo et L, sont des lois gamma de

parametres o et a, respectivement, %, une variable beta de para-

1 1
métre (51, 71) avec B, + v, = & , Y, une variable gamma de para-

metre a1 - 51, etc... (on peut aussi jouer sur les parametres

d'échelle de Lo et L1).
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b) Schémas multiplicatifs & interruption . Dans cette

variante, on prend L1 = 10'91 avec une probabilité | - @, et L1

=Y, avec la probabiiité m1; et de méme Ib = L,% ou Yoiavec ies

1 170
probabilités 1 - @ et w ¢ @, (mo) est & chague changement d'état

la probabilité pour que le processus, autrement purement multipli-
catif; reparte & o. (Il n'est pas nécessaire de supposer E(ﬁo)'<1’

E(Z-1) <1).

Si ¢o’ ¢1 et Y1 sont les transformées de Laplace des lois

(3 priori) de L

or Ly» Y5 et TT1(dz) la loi de %,, on & respec-

1
tivement, dans les exemples a) et b) :

¥, (M) {go(m) 'IT1(dz)

(a) 2, (A)

() @) == ¥ () + (1 - w1)’[®o(hz) TT, (a2)

Exemples 2 - Schémas_de migration

a) Traitons d'abord l'exemple élémentaire suivant :

hy On implante des germes selon un schéma
7z A\ [T . de Poisson de densité 6. Chague segment
L L est divisé en deux segments, l'un de

longueur pL situé a gauche est attribué aux grains, l'autre de
longueur gL est attribué aux pores. (on vérifie sans peine qu'il
s'agit bien d'un processus de renouvellement markovien, de méme

que dans les variantes b et ¢ ci-dessous).
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Calculons H“(x) - O étant un germe, on a xé_e1 si

L2 -‘5, ou bien si un ‘@utre germe est tombé entre O et X, X ap-

partenant alors & un autre grain. D'ol

-eX

X
H,,{x) = ¢ ® 49 j e~ uH_ . (x-y) ay
11 A 11

R £
M= e e M)
P
- R
n‘H(M_ T A+6/p
et finalement
-8
/%

HH(X)= P+qe

Calculons HOO(X) - Avec OEeO, on a x € e, de deux fagons :

ou bien x appartient au méme pore que O (donc le segment L auquel
appartient ce pore a une longueur L >§- ) - ou bien ce pore se ter-

mine en un point y < x. D'ou :

X x _ 8y
- Q /9_ ] - -
B, (x) e + [ g [1 - ", (xy)] ay

Un calcul direct donne :

' -8 x -8y
H X - 4 _E_ - a . Rg_. e b
00X 1+ g °© t oop
I1 suffit ensuite d'intégrer
" o -8y
‘ e L 4. ¢ P
P=q *had Y

Hoo(x) + H“(x) - 1. =2 _ ¢
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et d'appliquer (7) avec 6 = 1/(mo+m1) pour trouver :

2 -8y
Co1(h)=pq_ Pa o @ _ 42 ¢

2 h
b=q a-p

Lo [e»)

Alors que la covariance 001(h) est symétrique en p et q,

les fonctions Hoo et H ont des expressions bien différentes,

11
et cette absence de symétrie met en évidence la structure orien-
tée du schéma (si les grains correspondent & 1l'élément migrant,

{

la migration se fait vers la gauche, jusqu'au germe le plus

proche).

b) Nous supposons toujours que le coefficient de parksge
p est constant, malis les germes forment un processus de renouvel-
lement quelconque : les segments L successifs sont indépendants,

et obéissent & une méme loi F dont la transformée de Laplace

est @ -
Les mémes raisonnements que ci-dessus donnent :
X
Hy(x) =1 - F(%) +[H11 (x=y) F (ay)
(v) .
H(x) =1 - F%) +{& P (%I) [ 1' - Hyy (x-y) ]

Appliquons la transformation de.Laplace'é la 1ere égquation
(b). I1 vient :

n (0 = L2208 oGy ()

A
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soit :
1 =& (Ap)
A(1 - @A)

My (M) =

La seconde équation b) donne ensuite :

n (M) = 1= f(XQ) + o) [+ - n,4(M]

D'ol

(A) = 1=20) - &(g) + 3(Ap) 2(Ag)

oo M1 -a(n)]

I1 suffit d'appliquer (6) pour obtenir la transformée Xo1 de la

covariance 001 :

[1 —3(p)] [1 = @) ]
m A% [1-a() ]

XO1()\) =

On vérifiera sans peine que la portée est nulle :

= i — Pg- -: =
c) Nous supposons toujours que les germes forment un
processus.de renouvellement de loi F, mais le coefficient de par-
tage (p constant dans l'exemple b)) est cette fois une variable

aléatoire Z, indépendante de la longueur L du segment, dont la

loi J](dz) est concentrée sur (0,1) -

Ies relations b) sont remplacées par :

( - X
1~ /P T (@) + /5, (x5) 7 (a)
-0 o x

1 1
1= f3ED T (a2) +/ﬁ(dz]—1—l—,z— BT L1, (x)]

0 . o ]

H11(X5
(C) LT

n

. HOO(X)
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Passons aux transformées de Laplace. Il vient :

1
y - 1
| Jé’@(Kz) I1(dz)
A1 - a(\)]

1
1= /oM (1-2)1 TT(az) 1

n (M) = > v [E -, 01 [elr(i-2)1TT(az)
A o)

ny (M) =

On en déduit :

1 - E [®a(A2)]
A1 = a(n)]

ny1 (M) =

L8]]

(A = E[e(A(1-z))] + E [o(Az)] Ef6(A(1-2))]
A1 - a(n) ] |

noo(k) = A

et finalement :
) - (1 E [Q(KZ)]) (1 - E [cb(}\(1-z)])

mC [ 1 - oA}

Xo

(1tespdérance E se rapporte & la 1oiil(dz) du coefficient de par-
tage %). On a E(8) = p, E(1-8) = q, et le développement

1 -e0x) =Anx -3 A m, x2

(m et m, moments E(L) et E(Lz) de la loi F) donne :

g 22 B(8%) B[ (1-3)2]
q o 1 = o - ) + eee

_ Pa . 1
xo1(x) - A + 2

: .
_ ko - 1 2 2
A 2 m D'(Z)
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D'ol l'expression de la portée :

D%(8)

Remarque : La variance DZ(Z) du coefficient de partage est

inférieure ou égale & pg, et la portée A est donc au plus égale

» E(1%) / EB(L)




