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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 87

PROCESSUS A RENOUVELLEMENTS MARKOVIENS

Introduction

Aprds avoir étudié dans la note 86 le cas particulier
ol le processus ne prend que deux états, nous allons mainte-
nant esquisser la théorie générale des renouvellements marko-

viens (dans le cas stationnaire).

Rappelons la définition. On se donne un espace'Q ar
.états, muni d'une o-algébre (I ,et une probabilité de transi-
. tion n(w,f; dw', d€') sur l'espace produit 9 x R+ muni de la
c;algébre a 6953(58, famille des boreliens de R+). On aéfi-

nit ainsi une chaine de Markov (Qn, Ln) a4 temps discret, &

nelN
valeurs dans Q X R - A cette chaine, nous allons faire cor-
respondre un processus stochastique w(t) & temps t > o conti-
nu et & valeurs dans Q construit de la manigre suivante :
‘rfOn choisit un état initial (wo, Ib) et une longueur
T, &L, (par lz suite on probabilisera cef état initial :
conditionnellement en (wo, Ib)’ To aura une densité uniforme

sur le segment (O, Ib) et (wo’Ib) sera tiré au sort selon une

loi P(dw; dl) que nous préciserons)-

~ On pose w(t) = w, sur 1'intervalle (O,To), et, w(t)

— ,t' ;
= w sur l'intervalle (fr.‘0 + Lyo+ eee #L 4y T+ Iy 4 et Ln)_

e e et vt = S
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Autrement dit, on construit w(t) en mettant bout & bout
des segments de longueur TO, L1, L2, .... et en posant w(t) =

itme
wn sur le n -

segment.
Cette définition n'est suffisante que si 1l'on a presque
slirement To + L1 + L2 + ... =0, Dans le cas contraire, soit

T1~= TO + ? L, 1'instant ol se produit 1'effet de fuite :

on doit compléter la définition, en admettant par exemple que

T1 est 1'origine d'un segment (w,L) choisi,selon une loi donnée,
ipar exemple w{dw, dl)l & partir duguel le processus peut se pour-

. . ' . m
suivre jusqu'a un nouvel effet de fuite en T, + T2 etc... On

notera que les T1, T2.. constituent un processus de renouvelle-

ment.
Le probléme qu'il s'agit d'etudier est le suivant @

1°: est—il'poésible de choisir la loi initiale de
maniére & rendre stationnaire le processus w(t)? [on pourrait,
plus généralement, partir d'un état initial guelcongue et étu-
dier les propriétés ergodiques de w(t), mais ncus ne suivrons
pas cette voie plus difficile].

20: dans 1l'affirmative, reconstituer la leci tempo-
relle, (stationnaire) de w(t), éipartir de la probabilité de
trensition I6. Il est clair que le probléme n'est soluble que
si.la probabilité de transition 1T vérifie des conditions con-
venables d'ergodicité. Nous nous limiterons au caé o il ex-—
iste une probabilité statiomnaire m sur Q X R, c'est-a-dire

vérifiant =1l = w ou, explicitement



(1) )f’ //’ =(dw,d®) T (v,%;4,B) = w (4,B)
Q o}

(Aed, BEB)

Cette condition n'est pas suffisante. I1 faut supposer,

de plus, que l'espérance m de la longueur d'un segment (L,w)

est intégrable pour la probabilité =(dl, dw). Plus précisément;

posons :

m (dw) = » (dw, R)
(probabilité a priori ée 1'état w pour la loi w), et soit
F, (4?) une (version de) la loi conditiommelle de L en w» :

s(aw, al) = w(aw) 7 (a6

Nous dirons que Fw(dE) est la granulométrie (en nombre)
~ de la composante w, et nous désignerons par m(w) 1l'espérance
conditionnelle de I en w (traversée moyenne, en nombre, de la

composante w)

m(w) = /Z P, (at)
0

La condition supplémentaire dont nous avons besoin est :

{2) m = [m(w) w(dw) & o

Dans les discussions qui suivent, nous supposerons, en

général, qu'il n'y a pas effet de fuite, autrement dit que P(L1 +
L24-... <€ ®) = o0 quel que soit 1'état initial (w04€), donc aussi
quelle que soit la loi de probabilité initiale choisie pour cet
état. Donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu'il

en soit ainsi.



Critére de 1'effet de fuite - Considérons la chafire de

Iiarkov (wn, Ln) définie par sa probabilité de transition =,

et un temps T, aléatoire (positif), de loi e—ht, indépendant

A
des (wn, Ln). Soit (wo,eg) 1'état initial de la chaine. on a :

| oo A€
P(Ly £ Ty) = p [e7M] =é/ (g, &5 du, afy) o
. |

—K(L1+...+Ln)

J?(L1 + L, +e.o+ L <T E [e 1 =

2 A)=

® A0
// n(wo,fo; dw1,d'€1) e ]/ ""fr(wn—1-‘€n—1;dwn-1d£n-1)
Q70 —Kgn_

Désignons par m, le noyau sous-markovien défini par :
=\
- 7 — 1 : -
Ty <wo,eo, dw1,,d(?1) = e m (0,25 dw,, d€,)

Ce gui précede s'éerit :

"A(L1+o . .+IJ )

(3) E [e n l w, Lo] - B

x 1

© . n .
Posons 7, 1 = Qimbn.® 1 (c'est une fonction de w_,I_)
A neco M o’ o

cQ

et 81 = nz1 Ln (premier point d'accumulation). En raison de

la continuité monotone de 1'espérance, on a :
-\3
1 e
E (e l wo’Ib) =7, 1
nkw 1 est la transformée de Laplace de Zﬁ. Ainsi 51 =0 p, 4
lorsque 1lt'état initial est (wo, Ib) si et seulement si la

fonction nxm i est nulle en (mo, Lo). Si p(dw df;) est la

0’
loi initiale, on a 51 =0 p, 4 pour p .si et seulement si

pﬂ}‘w‘l:O—

ot e e e e



Conséguence ~ Considérons l'égquation

0 ' AP
f(w,f) = g(w,?) +/9] 7 (w,&aw',al) e £(w',2)
O

clest-a-dire
(4) f=g+m f
Toute solution f de cette ééuaﬁion intégrale vérifie aussi
la relation '

_ n n+1
f=g+ Ty 8+ eor + Ty g+ Ty il

En 1'absence d'effet de fuite (c'est-a-dire pour m 13- 0)
n

on a aussi Ty fJ'O pour toute fonction bornée. Autrement dit,'
toute solution bornée de (4) est de la forme :
(41) 00
. f= Z 'nil g
n=o0

Inversement, si cette série converge, elle constitue‘eifec—
tivement une solution de (4) - Autrement dit, en 1l'absence d'effet
de fuite, il existe au plus une solution bornde de (4); cette
solution existe, et coincide avec la série (4') si et seulement si

cette série est convergente et bornée.

Cette propriété caractérise 1'absence d'effet de fuite.
Si, en effet, (4) admet au plus une solution bornée, 1'équa~
tion sans second membre f = Ty f n'admet pas dé solution bor-
née.non nulle. Mais n: 1 est une fonction invariarite par T, ,

donc on a n{m 1 = 0Oet il n'y a pas d'effet de fuite.




PROCESSUS DE MARKOV ASSQCIE -

Donnons— nous un état initial (wo,eo) et une valeur y_

du premier segment To’et construisons le processus w(x)
(x},o) comme ci-dessus. £ tout point x > 0 associons trois
variables alédatoires : w(x) lui-méme, I’x’ longuesur du segment

w(x) auquel x appartient, YX\<L longueur comprise ehtre 1!

X,
extrémité de ce segment et le point x (temps d'attente du

prochain changement d'état. Par construction, '(w(x), Yo I'x)

X > o est un processus de Markov a temps continu, vérifiant :

P [m(x') = w(};), Loy = LI, Y, =Y+ x-x' YV x'e (x,x+Yx)i

Wy YL =k1/e‘b P(Y_( I, | w

X Yo’ I’o) =1

0!
et admettant une probabilité de transition stationnaire que

nous noterons

€ A, Y . €A, I.X+h€A'|...

Py (07,15 A, A,A') = P(w ih

X+h

lwx=w, Y =7, LX=E)

I1 suffit de considérer des événements de la forme A X
A x A dans OL &R @(X?!B', avec A €0, AEB, ireB. on
peut méme se limiter au cas ou A = (0, a) et A' = (o, b) sont
des intervalles, avec a b. Lorsqﬁe A et A' sont de cette
forme, nous écrirons :

P, (w,5,05 4, a, b)

Proposons—nous les deux thches suivantes :

1°/ Calculer la probabilité de transition Ph du processﬁs

markovien, associé & la chaine de Markov (wn, In), définie

par m - B ;




(5)

(5")

(6)

2°/ Montrer qu'il existe une probabilité (nécessairement unique)
p(dw, dy, d1) stationnaire pour Ph{(véfifiantkPh = p)
Avec cette loi initiale 25 la fonction aléatoire (w o Yo

L ) sera stationnaire, donc aussi la fonction aléatoire W, elle-
méme. Il sera d'autre part aisé de reconstituer la loi spatia-
le de (wx, Y, Ik) et & fortiori celle de w_ 3 partir de p et

de Ph.
vérifie les conditions (1) et (2) et la condition lim ni 1 =o0

. n
exprimant;qu'il n'y a p.s. pas effet de fuite pour tout état

Nous supposerons essentiellement que la chafine (wn,pn)

initial (w_, @o) -

CALCUL DE LA PROBABILITE DE TRANSITION Eh

Notons d'abord la relation suivante, qui résulte de la

" maniére méme dont nous avons construit le processus associé :

Px (woayoyfo; A,a,b) = :Px_yo(woyoy eo; A,a,b) (X>yo)

Pour OLXLY,» cette relation est remplacée par

P (wo’yo’eo; A,a,b) = 1 (woe 4, x< ¥, < ax, eo<b)

Nous noterons 1(wo,yo,€0; A,a,b) ou simplement

1(wo,yo,eg) cette dernidre fonction.

I1 suffit donc de calculer'?x dans le cas Yo = Oo. I1

est équivalent de travailler sur P ou sur la résolvante RK

associée ‘au demi-groupe P y qul est 1e noyau défini par :




Fixons wo,eo,A,a,b, et sous-entendons ces variables.  Ies
relations (5) et (5') permettent d'exprimer Rx(yo) a4 partir

de RX (0). On a, en effet :

o0

yO
A -
R}\(yo) =/ 1(wo,yo, eo) e &X +[e Ax PX'-yo(wO’O,ZO;A’a,b) ax
: 0 Jo '

"Ny
Ia deuxitme intégrale vaut e  © RA(O)’ Calculons la

premiére, en tenant compie de la définition de 1(wo;yo,f2) :

y 1w, L)y , Ay -a)t Ay
e 1(u,y.,8) ax T e 0 ee 7O Liipy
o o’Wo? o ¥y _a)+ dx N o'

o

i

avec (yo—a)+ Sup (O,(yo—a)) - On trouve ainsi :

. =AYy
-\y _ o
e oR}\(o) + ex 1(wo,g;) pour y_ < a

(7 (vy.) = :
o M Mo M2y 0
e Rk(o) + e N 1(w0.o) pour y_ 7 a

Calculons done la résolvante Rh (9) pour y = O. Nous allons,
pour celaj former en premier lieu une équation intégrale que"
doit vérifier Px(wo,O, EL;'A,a,b). La propriété de Markov

donne aussitdt

Px(wo, o, fg; -) =/6/ig/’n(wo,eg;dw1, d€1) Px(m1,fa,£1?-)

Remplagons sous le signe d'intégration la fonction 3x

par son expression (5) - (5') - Il vient :




(8)

(8")

: x
Px(wo,o,f%) ?/é/:é/’n(wo,eo;dw,df1) Px—f; (w1,0,fq}
Inf (a+x),b] | | |
-+)/<;//' (o _,€ ;dw,,d?, ]
A “X 0?70’ 1
pour x < b, le premier terme du second membre subsistant seul
six >b.

-AX

Hultiplions par e et intégrons en x. Au premiér mem-~

bre apparait la résolvante Rk(o). Au deuxiéme membre, le pre-

mier terme domme

® €
L] -" —1 -
~Q/O/1r(wo,30,dw1,d.€1) e R}‘(wvo, fﬂ = T, R}\(O)

Evaluons le second terme, qui est :

b Inf [(a+x),b] .
—Ax / e A, 14 =
a y€ 3A,48,) =
. ,é/’e x i n(wo o} 1)

b £
/n(wo,'eo;A,d 1)/ oMK 4
© (E-a)" .

b a(fa)t a2
=/ £ ( a)_e n(wo,%,A,df)

4 A

Nous avons donc montré que la fonction RR(wO,O,fg;A,a,b), con-

sidérée comme une fonction RA(O) des deux variables Wy et f;

vérifie 1l'équation intégrale du type (4) :

Ry (0) = g+ m, R,(0)

avec b f N e
g(wo,fo) = ['e'—'MX:Q?Le‘”’ n(w,, € ;4,d8)

Montrons que la fonction [positive] g est bornée. On a, en

heffef :
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% Y RSN 4 |
g(wO’fO)Sfo _1__:{8__ ' T-r (aO’ fo;A9d€> $£[ l-}—:'e" ﬂ(wo:-eo,é‘;m',-‘d'e:

clest-a-dire :
) 1
g < (I -m)x%

(I, opérateur unité), avec d'ailleurs 1'égalité si A=Q, a=0D>
= o, et g est borné, puisque nh1 £1. 1la série a termes positifs
X ni g est alors convergente et bornée. Elle est, en effet, majorée
=<}

n 1 .
par nio T (1 - nh) 3 et l'on a :

N
5 nﬁ (I - =
n=o0

) 1
AN A A A
Comme il n'y a pas effet de fuite, on a dtailleurs :

o0
n 1 1
r 7w (I-m) s = =
oo A A X A

et 1'unique solution bornée de (8) est la fonction :

by n
R, (0) = z T g
A n=o A

On a donc RX(O) £ %»; et méme RA (o) = ‘% dans le cas par-

“ticulier A = Q , &a=Db =0 (puisque, dans ce cas, g = (I - nx), :
A R, (0) est un noyau markovien comme il se doit (s'il y avait
effet de fuite, A Rx(o) serait éeulement sous—markovieﬁ, et la
solution précédente correspondrait seulement au processus arrété

au premier point d'accumulation).

i
{
|
i
{
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EXISTENCE DE LA PRCBABILITE STATIONNAIRE p

Pour des raisons intuitivement évidentes (remplacement des
granulométries en nombre par les granulométries en longueur), la !
probabilité stationnaire pour P (p P, = P), si elle existe, doit

admett;'e 1lt'expression

(9) » (aw, ay, ab) = w(aw, af) ay (og ¥ g4

1
fm(w) w(dw)

(avec w = w w)

En effet, indépendamment de w, un point x quelcongue doit
avoir une probabilité proportiomnnelle 3 fm(Q,d 2) de tomber
dans un segment de longueur _‘E; de plus, x occupe alors une posi-
tion quelcongue sur ce segment, ce qui revient &4 dire que Y est
uniformément répartie sur (o0,8), d'ol un poids de la forme

Zm(dw, a @) Q% = w(dw, d€) day (ogy <80)

Montrons p P_ = p pour tout x, ou, ce qui revient au méme,
X
p Ry, = p pour tout A > o. En posant m = ]m(w)w(dw), il faut

donc établir la relation :

14

/Q/m(dw,df)/;iy R, (w,y,% A,a,b) = 0 (4,a,b)
O

0

B>

- (10)

avec

b
(10") p(4,a,b) = //jnf (2,?) w(dw,d8)
2 A O m .
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Pour é&valuer le premier membre de (10), partons de (7), soit

_?\y —h(yo—a).*- -)‘yo
R(y,)) =e © Ry(0) + 1(4,Db) = - —

et intégrons dbabord en ¥, ¢+ il vient aussitét :

,t N4
(11 [ Ray, = BT R (o) =B 4 DL he (o)

0
avec

e-h(fla)i e—hf
h(w,€) = 1(4,b) -

D'aprss (8') cette fonction h vérifie :

(8") g ‘"‘,“h
et la relation (8) peut s'éerire :

Rx(o) = g + Ty Rx'fo) =% [h + e”hijx(o)]

Ainsi, nous avons :

A2

(1 -e ™) RJ\(O) -h= (% ~-1I) [h+e-}‘€R)\(o)]

De wn = m, résulte que 1l'intégrale de cette expression pour
la mesure m(dw,dfs est-nulle. En intégrant (11), il vient donc,

compte tenu de (10') :

) £ b |
A 1 —
ﬁ_{fom(dw,de)‘[R}\(yo) dyo = 'a A/.O/:EM(a’ D) =P (A,a,b)

ce qui achdve de démontrer la relation (10)



_1,3-

RECONSTITUTION DE LA IOI SPATIALE

Connaissant le demi-groupe PX et la probabilité statiomnaire p,
on reconstitue sans peine la loi spatiale (invariante par translation)
de (wx, L, YX), et par suite aussi celle de (wx) qui en est un cas
particulier. Soient X, & Xy eeo K X, n+1 points rangés pgr ordre

croissant, et hy = hk - hk—1 yo (k=1,2...n), et Bys Byy...B

n &vinements de 0L R B & B . Posons :

n

P =P I

B,h = *h "B

ol le noyau I est 1'opérateur de multiplication par 1'indicatrice

1 de B. ZExplicitement :

B

g0 0 =/ Ba(e, € aw,ayt,al) ¢ (w7, @)

pour les fonctions ¢ mesurables définies sur £ X LR+ X IR+ -~ Posouns

de méme py = pI; . On a alors (avec ey = (wk, X L)

P (eoéBo, e, € B1,...en€Bn) = pBO PB1,h1 PBZ’hZ’.“ PBn’hn 1

En particulier, si les Bk sont de la forme :
Bk = Ak X E+ X ‘RX

: on obtient la loi spatiale }?(mX €A,... 0, € An) de la fonction
aldatoire stationmnaire (Lox-) - ° i

AExaminons les .cas particuliers ol i1 ¥y a un seul ou deux
points d'appui. Pour un seul point d'appul, on a P(e€B) = p(B)

par définition. Pour W, On trouve :
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(4

p(4) = P(wx €A = % Aff w(dw,d?) /dy
() o

soit, explicitement :
fn(w) =(aw)
A

jm(w) w(dw)
Q

(on rappelle les définitions : la granulométrie conditionnelle en

(12) p(4) =

nombre Fw(de) et la mesure-nombre spécifique m(dw) sont données
par w(dw,dP) = w(dw) Fw(de), w(dw) = =(dw, R+) . On pose ensuite

(traversée moyenne en nombre de 1l'état w) :

n(w) = [ €3,(a0
0

La Covariance — Pour A€ (et A' € O, posons :

CA,A,(h) = P (mX € A4, w,., € A')

(pour h fixé, C, A;(h) définit une mesure sur Q@ X Q) - On trouve
?

(13) €, . (0) =_({fé G{(ngdﬂ) (% gfoooof;h(w,y_,z;dw',dﬁ',dl?')

et la transformée de Laplace X, At (2) de CA,A; (h) est :

% 2 ,
(13 bis) xp 5:(D) =//fm(dw,d22 /d //ﬁh(w,y,?;dw',dy',de')
A "o m 0 _% Al

I1 est commode d'introduire la probzbilité conditionnelié :



[
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Gy (w55 B B) = Bluy,, €] w,y,,8)

dont l'expression se déduit aussitot de (13), ainsi que sa transformée

de Laplace (en h) Xpr donnéde par :

[o2e] o0
XA' (wo’yo’fo; M) =/A‘,,[0/R7\ '(wo’yo’eo; dwf,dy',de')

(ou RA (wo,yo,eg; A',a,b) avec a = b = selon les notations du

paragraphe précédentJ

Nous appellerons covariance conditionnelle H Al la fonction

obtenue en faisant Y, = O dans CA' s

Hy, (wo,eo; h) = Cp (w_, .0, ?O‘; h)

o’
.C'est la probabilité conditiomnelle d'avoir wh €& A' lorsque

x est l'extrémité droite d'un segment W, de longueur €O. Soit Tps

s

la transformée de Laplace (en h) de HA' -~ On a s
nA| (wose;; A) = RK (wo,O’ e;§ A', oo, ©0)

p t
D'aprés (8) et (8'), A est 1'unique solution bornée de

1'équstion intégrale :

1 - e_}\e)
(14) Mg = Ty M+ ® Ol
(1A' désignant 1l'indicatrice de A'), soit :
> n 1 - e-ke
(14 Dbis) ’ UA. = z EK T (1A' N )

n=o0
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Ia relation (7) (avec A = A', a = b = ®) permet de déduire Xy de

Tpes soit
...}\y
‘ -Ay ‘ _ o
(14 tev)  xp0 (03 €5 M) = e "0y, (g, 85 )+ 1, 125
Intégrons en y de O & fo.:
2. - 1_e—>\fo | ‘1_e-x€0 N
XAl y = A nA' - ‘1A' 7\2 + (o] A
o
Selorn un calcul déja fait, on trouve :
e .
o -2 € 4
_ 1 _ -Al 1~e _o
/ XA' dy = Y (TC I) [e T}A, + 1.A= X ] + N 1Al

(o]

Selon (13) bis, on obtient Xp. A (MN) en intégrant cette expression
. 4

1 Coe 1 _ 1
selon la mesure = 1A(w) wldw,df) = i Sl (w - mAc} .

Comme w (& — I) = O, et IL‘“’ (1, 1,,0 = (apa"), il vient :

1 - 10
Xg,ar (M) = 7]\' p (apA") - wye (- T)e AET!A' 1y ]

-l

Cycles et temps d'atteinte

Si A € 0L est un éveénement dans Q,, la fonction 1A(L0X)
(= O si W, € A% et 1 si w, € A) est une fonction aléatoire en tout
ou rien, statiomaire (mais non markovienme). Nous avons déterminé
ci-dessus sa covariance. Proposons—nous de déterminer ses granulo-

métries en nombre (par exemple).

= 3, = - Qe'
Nous poserons LY 'nIA et k}\ZA n}\IA ;28 noyaux

admettent des interprétations probabilistes simples.
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nA(B) = n(AfB) est la probabilité (conditiomnelle) pour que 1'état

(w1,L1) succédant & (wo, LO) vérifie w, €A et (w1, L1 )€B. De

méme, T A(B) = ‘n}\(AnB) est la transformée de ILaplace E(e")\z) de
’

la veriable Z égale & L, ou & 1'infini selonque W, €4et (w, I,1_ JEB

1
ou non.

3 RA;C admettent les interpréta-

n
A AC
tions suivantes :

De méme =

T c (B) est la prohabilité (conditionnelle en W, I'o)

A Tp

d'avoir w, € A,... w €A et (w

et ? Ln+1)€A°nB (atteindre pour

b

la premidére fois un état de A® & la n~ itération, avec de plus
c (B) est l'espérance condi-

(wn+1’ I’n+1 A
tionnelle de E (e_y\z), avec & = L, + .. + L ou ® selon que cet

n\
)€B). De méme, Ta,h "

événement se produit ou non.

Considérons la chaline (wn, I-n) conditionmnellement pour un

état initial W, fo’ et considérons la variable

Z—=€o+L1+...+IN

N désignant le premier indice n avec R €A, (ou Z =« g'il

n'en existe pas). Posons

@A(wo’ 905 h)} =B (e_)‘z; Wg s L’o)

Cette fonction @, vérifie manifestement 1'équation inté-
grale :

(15) & =e¢e ° @, & +e g 1

g e e
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dont la solution (que 1'on peut aussi former directement) est :
—Keo 00 n

(15*) B, = e Ioomy oy e 1

Supposons woeA et que cet état soit précédd d'un stat w € AC

(évenement de probabilité w,c T, 1). Sous cette hypotndse,

1'espérance conditiomnelle de E(e—kﬁ) (Z = L, + Ly oo+ LH)

est la transformée de +‘aplace de la granulométrie en nomore de

la composante A. Elle est donnée par :

[2o]

1 n
Wae Ty @A I @ye I Tah Tac 1

Pour A = o, (15') donne :
w » .
&, (o) = = = Ty
A 2o T Ta

(probabilité de passer au moins une fois par A® en partant de
w,L ) - Comme = 1t=1-x,1T, on a toujours
o? o) AC A’ J
. n
2, (o) = 1 - 1im T, 1
n-o
s ' PR
Nous supposerons que l'évenement A vérifie Ty {1 - o pour

n - «, c'est-a-dire T, (o) = 1 pour tout état initial (wo, f;)

Désignons par

pyo,8) = B(8 {w,1) = 1in & 2, (%)
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l'espérance (finie ou non) de la variable dont la tranformée est
@, (A). On déduit de (15) :
(15%) uA(wO,EL) = f; + My By

Intégrons selon w (de,df;). I1 vient :

® U, =jm (dw) m (w) + mA'p.A

D'ol la relation :

(16) e by=  fo (@) n (@

L'espérance m(A) associde & la granulométrie (en nombre)
- de la composante A, de son cbté, est :

] T

ac Tp Ha

m (A) = ;;;—;X-T—

Mais on a, d'aprds (15")et (16)
®)c (mpuy) = @0 (b, - 'fo) = {w(dw) m (w)
d'ou le résultat :

(17 - m(A) = ;K;—%Z—T -Jé,m (dw) m (w)

Comme w ¢ T, 1' =w, T, 1', il suffit de comparer & (12)

.. pour obtenir

(18) p(4) = m(ﬁgAz_ m(AC)




