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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 89

SCHEMA BOOLEEN SEQUENTIEL DE PARTITION ALEATOIRE

I -~ DEFINITION

Soit A un grain aléatoire (p.s. borné), =(B) = P(BeA)
et ¥(B) = P(ANB = @) ses moments fonctionnels. Depuis l'origine
des temps - to (que nous rejet%erons 4 - o), nous mettons en pla-
ce des schémas booléens successifs de densités moyennes a d t pour
chague intervalle (%, t + dt). Soient 5y et E(ti) les instants
successifs de mise en place effective d'un grain primaire Ai, et
E(ti) la position du germe correspondant (Ai = i(ti)) . Comme
les ti forment une suite ordonnée, nous pouvons supposer que
‘Gﬂ\ chaque A, efface ou cache les portions des Aj anté-

rieurs (‘cj<’ci) qu'il recouvre. (exemple simple :

vision en perspective d'un demi-espace rempli de

\ ’ spheres).

L'origine des temps étant rejetée & - =, l'espace
entier est couvert par les Ai‘ Montrons, en effet, qu'un ensemble
B donné (borné)est méme presque sfirement recouvert par un Ay (pour-

vu que Mes (A6B) .2it une espérance non nulle).

En effet, la probabilité pour que B soit contenu

dans un grain A tombé entre t et t + a4t est

adt"é; m(B—ﬁ) 4t = adt E [Mes (AGE)]



Ainsi, la probabilité pour que B n'ait pas été couvert par un
v

des grains tombéds entre -t et O est e-atE[MEs (AGB)J Elle tend

‘bien vers O pour t - «, ILes parties visibles des Ai constituent

donc une partition aléatoire.

Nous désignons par RB 1'événement "l'ensemble B est
contenu dans une classe de la partition définie ci-dessus" (on
peut noter que les classes de cette partition ne sont pas, en général
toutes connexes, méme si le grain primaire est comnnexe, ou méme
convexe: on peut alors remplacer la partition précédente par la
partition plus fine dont les classes sont les composantes connexes
des classes initiales. Si 1l'ensemble B est connex®&, 1'événement

R., peut &tre défini indifféremment selon l'une ou l'autre de ces

B
partitions).

Comme B est presque slrement couvert par un Ai, RB

est somme logique des évenements

"un grain Ai a couvert B & une époque comprise entre -t et -t + dt,
et les grains postérieurs & -t n'ont pas rencontré B* dont la pro-
babilité est

adt 1 [Mes (Aﬁé)] e~ 8F E[Mes (AEBﬁ)]

En intégrant de O & 1' infini, on trouve

E [Mes (A®B)]
E [Mes (a@®35)]

(1) P (Rp) =



III - EXBMPIES - 1/ Pour B = {x, x+h}, Ry est l'éveénement

"les deux points x et x+h sont dans une méme classe". P(RB) est
donc l'espérance
¢(n) = E [g(n)] = B(Ry)

du covariogramme géométrigque g(h) de la classe du point x. On

posera K(h) = E [Mes (AnAh)], dtou aussi

Elses(als))] = 2 XK(0) - K(n)

La formule (1) donne :

K(h)
2 K(0) - K(n)

C(h) =

2/ Granulométries lindaires— Lorsque B est le segment d'ex-

trémités x et x+h, désignons par P(h) = P(RB) la probabilité pour
que ce segment soit contenu dans une seule clésse (donc dans une
méme composante connexe de cette classe). Bien qu'il n'y ait
aucune difficulté a4 former l'expression géhérale, limitons-nous

au cas ou le grain primaire est connexe. On a alors

E [ies A® B] = E [Mes (ap4,)] = K(h)}

!

Il

E [Mes A® B] = K (o) - hk' (o)

D'ou
K(h)

P(h) =
K(o) = hK'(o)

On en déduit la granulométrie (en nombre) induite sur une droite

(ayant la direction de h). De :



P(h) = 41_"13‘&2.2. dh

on déduit, en effet, le nombre spécifique v :

(3) vV = .1117= ~P' (o) = = ZKK('Dgoz

‘() . __X(o) l‘_'xwh) . K'(0) K(n)
(o) 2 X'(0) K(o) - hK'(0) LK(0)-hK"(0) ]

Remarque : Si Fo(h) est la granulométrie (en nombre) induite par

le grain primaire sur une droite de direction h, on a :

_ K'(h
t - Fo(h) - "K'(o
[o¢]
Soit m, = 4{/[1~Fo(h)] dh la traversée moyenne du grain primaire.
On am = - K(o) / K'(0) = Volume moyen/surface moyenne du contour

apparent, et d'aprés (3') :
I
n= 30

La traversée moyenne est réduite de moitié relativement & celle du

grain primaire.

Pour simplifier les formules ci-dessus, on peut prendre
K'(o) = -1. Celad revient & raisonner divectement sur le schéma
induit sur la droite de direction h (et avec les schémas boolédens
induits par les schémas booléens de densitéd a d t). On a alors



vV = -1—= 2 =-2—-
( m K(os m

1 1-F(h)

n
|
E%

[\¢]
o
—1
=
s
-

- K(h) ]
+ n (K(o) + h)<

3/ Exercice - Montrer qu'un petit intervalle dh contient
dh ( le point de séparation de deux segments de
P
h1 { | h2 longueurs supérieures a h1 et hz‘et conte~

nus dans deux composantes connexes,K avec la probabilité

' K(hz) K'(h1) K'(hz) K(h1)
- dh + 1
LK(o) + h,] [K(o) + h1} K(o) + hy + I,

En déduire que le schéma induit n'est pas un processus de renou-
vellement (les longueurs de deux segments successifs ne sont pas
indépendantes). On pourrait de méme vérifier que le processus

induit n'est pas & renouvellements markoviens.

Q/ Cas ou l'on dispose de la vision en relief -~

Dans le schéma induit, distinguons trois sortes de

composantes :

b

composante en creux

en relief N \l’

¥y Y Y

en écaille

et désignons par Vor Voo Voo Fc, Fr, Fe les nombres spécifiques

et les granulométries en nombre de ces différentes composantes -



a/ Composante en creux -

Cherchons 1la probabilité pour que les segments :

b
N o !L_(o,dh1), et (h,h+dh2) contiennent 1l'origine et
./
th djg_l'extrémité d'une composante en creux.

On doit écrire qu'ad un certaih instant -t le segment & été recou-
vert par un grain et n'a plus été rencontré par les grains ulté-
rieurs (probabilité a a t K(n) e~2B(XK(0) +h)y (i iiine extrémite
droite et une extrémité gauche sont tombées dans (o,dh1) et

(h, h+dh respectivement entre les instants -t et O (probabilité

. 2 )
2 .2
a“ t dh1 dhz).

La probabilité cherchée est donc :

oQ
-at[X(o)+h] 2 K(h) dh, dh
8’ dh, dn, K(h) Jéf £2 o it = 12

, 3
(Ko + h)

En intégrant en h, on en déduit le nombre spécifique Vo puis la

granulométrie en nombre FC :

=2 /é/ K(h) dh I +.Jéf K'(h) dh

[K(o) + h]3 K(o). [K(o) + h]2

“F (n)] = —K() ’4{An X' (h)
Vo L1Ho(m)] [K(0) + n]? . [K(o) + h]°

<
i

(a)

b/ Composante en relief

On écrit qu'a un instant +t s'est mis en place un
ahy 4 ah,
QTN segment dont les extrémités sont tombdes dans

(O,dh1) et (h, h+ dh1) respectivement
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(probabilité a d t K"(h) dh, dh2) et que ce segment n'a plus

été rencontré par les grains ultérieurs (e-at[K(°)+h]). D'ou
la probabilité :
® -at [K(o)+h] K"(n) dh, dh,
dh1 dh2 J a XK"(h) e dt =
0 K(o) + h

(en réalité, il suffit de remplacer K"(dhe) par -K'(dh) pour
s'affranchir de toute hypothése sur l'existence de X"). On en

tire
o0} [+ ¢]

_ K'"(h) dh _ _1 K'(h) dh
’r ° X(o) +h (o) [ [K{6) + h]2

(o) .
v.[1-F.(n)] = =K'() 4 K'(h) dn

K(o) + n [K(o) + h]2

¢/ Composante en écaille

On a deux cas symétrigues (de méme probabilité)
selon que 1l'extrémité en relief est & droite ou & gauche. Nous
traiterons le cas ol elle est & droite, quitte & multiplier par
deux la probabilité obtenue -

dhy
’4/'“\§b, On écrit qu'en -t 1l'extrémité droite d'un grain

de longueur > h est tombde dans (h, h+ dh2)
(adt X'(h) 4 h2), que le segment h n'a plus été rencontré
( e-at[K(°)+h]), et qu'entre -t et O une extrémité gauche est
tombée dans (O, dh,) (peobabilité a t d h,). D'ol la probabi-

1ité cherchée (aprés multiplication par 2)



® ~at[K(o)+h]" 2 K'(h) dn, dn,
-2 ak'(h) dh, dh, te it = - -
0 . [K(o) + n]
On en tire :
= -0 K'(h) dh
(o) Ve °  [k(o) + n]?
o )
K'(h)
1-F (h)] = - 2 dh
Vel 1-Fo ()] ( [K(o) + n]?

On aurait pu aussi déduire directement (c) de (a), (b) et des

relations
2

c r e K(O)

v(1-F) = VC(T—FC) + vr(1-Fr) + ve(1-Fe) - T 3dn b+ K(o

d/ Conséguences

En comparant (a) et (b), on trouve

(d1) ’ Ve = Vp T % (v - ve)

Il y a le méme nombre spécifique de composantes en creux et en

relief.

En dérivant (c), on trouve aussi :

(d

_ 1 S R
2) v, d P (n) = En ¢ K'(h) = En ¢ Fo(h)

Ainsi, la granulométrie en relief est biaisde vis-a-vis
de la granulométrie originelle FO ¢ les fréquences sont pondérdes

par un poids en 1/K(o) + h- On tire aussitbdt de (d2) s

™



0Q

1 |
(a5) Yy = {m a F,(0) = B [m—p ]

(o)

c'est-a~dire le nombre spécifique V.. en fonction de Fo et de 1l'es-

. (o]
pérance m = K(o) = f hd Fo(h)-— En multipliant (dz) par K +h
o]

avant d'intégrer, on trouve

K(o) v + v_m_ =1 ou V = =———————
T r T T m + W,
iialis on a aussi
= 41 -
(d4) Vo Wyt YV mo o+ vV mo= K(o) v = 1
et d'ailleurs v, = Vv, (d1). Ainsi
m, v
' = = _
(a 4) my Ve = W, Vo o+ mg Vo ou vV, —
) c
1 a ——l - — __1_ t A
mais de plus Vv =3 (v ve) et K(o) v, =1 5 K(o)ve. D'olu
aussi 3
. =1 =
(QS) Vr Br T3 B Ve Ve/v

(si des écailles sont nombreuses, les composantes en relief occupent
une grande longueur totale)e On trouverait sams peine des relations
du méme genre pour les moments d'ordre supérieurs.

Inégalités - De (d5) déduire v.>, 5

2m0
m, _ m, ,
de (d4} (d'4), "Eif"' =Vvom et en particulier m,  m
m, - m,

et v =
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e/ On peut aussi exprimer directement ces granulométries en
fonction de P(h). On note que F, et F, admettent des densitds,

mais pas nécessairement Fr; Il vient :

2 P(h)
[h + K(0)]?

!
{ v £ (n) = - -22() _ 2 P(&)
e e

K(o) + h [K(o) + h]2

v, fc(h) =

Kfr aF_(n) = a P'(h) + 2P2'(h) gy

K(o) + h

Enfin, en introduisant la granulométrie originelle 1—Fo(h) = K'(h)
et la granulométrie F (VF = VCFC + err + veFe), on ‘trouve

1 - FO X

v (1-F) =

+
h + K(o) [h + K(0)]?

et on en déduit :

1 -7
v [1-F.] = v(1-F) - o _1 v (1-r)
¢ C h + X(o) 2 e
1 < 7.
v [1-7 ] = o _ 1y (1-1)

cette derniére relation permet de reconstituer sans peine la

[»o]
granulométrie originelle [avec m, = K(o) = J/r h dFO(h) = Efwh ar(h)]
: 0 (o

- _ 1 _ : :
(e) 1 =T = (m+m) [ v (1-mn)+ 5 v, (1-7,()]
On peut aussi partir de la relation

K(n) = (n, + 1) 2(b)
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qui donne
(e,) t - F (h) = XK'(h) = -P(h) - (m  + h) P'(n)
(1a comparaison des résultats obtenus expérimentalementalement

par (e1) et (e2) doit constituer un test de la valeur des hypo-

theses faites sur le schéma).

Supposons que la partition aléatoire définie ci-dessus

soit réalisée dans l'espace & deux dimensions IRZ a partir d'un

grain primaire A convexe. Nous désignerons par S et 2X1la sur-
face et le périmétre de A, ot par Fo[ds, i(2=2)] 1a 161 de ces
deux variables aléatoires. Supposwis de plus que l'observateur
dispose de la vision en relief, e* soit capdhle par suite de
décider si une classe donnée de l.a partition aléatoire corres-
pond, ou non, & un grain primaire Ai entier (et en relief). Ces
grains primaires intacts cons-
tituent les composantes connexes
(et convexes) d'un ensemble alé-

atoire E., égal & leur réunion.

Cherchons le nombre et les carac~
téristiques de ces grains primai-~
res en relief.

La probabilité pour qu'un grain

primaire A germe en 4df entre les

temps -t et -t + dt et admette
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une surface S et un périmétre 2.2 est adtdf FO(dS, di2¥). Ce
grain primaire est disjoint des grains primaires %ui lui sont

-at(X oS - Kc')of
postérieurs avec la probabilité e

Ainsi, le nombre spécifigue V. des grains en relief est

- at(Xk +S - K. 2)
v = /FO(dS, a2 ) a[e gt o* dt

r

Soit

[/ (a5, a22) |
(4 'r —/KO+S-KC');8

[avec E (8) = K, » BEE) = -TTK&] —~ Désignant ensuite par Fr(dS, a2sf)

la loi de la surface et du périmetre, on a :
P (ds, d2.%)

K +8S-XK' &
0 )

(47) v, B (as, d2&) =

On voit ainsi le biais qui affecte les fréquences de
la surface et du périmétre des grains intacts vis-a-~vis de leurs
fréquences originelles. Multipliant (4') par Ko + S - Kégz’

avant d'intégrer, on trouve aussi :

(4") v [, (8) +B.(8) + LB (® B, @] =1

(EO et Er désignant les intégrales selon Fo et Fr)

Exemple Si les grains primaires sont des cercles et Fo(dr)

leur granulométrie en nombre, le nombre spécifique v, et la
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granulométrie en nombre Fr des cercles intacts sont :

| ® p (ar)

° TT(m2 + 2m T 4+ T

(5)
Fo(dr)

v_F (dr) =
rr TT(m2 + 2m,T + r2)

]

(m, = ,ér ® F_(ar) )

o0
Désignons par m' = _4: r Fr(dr) les moments de la

loi F,. In multiplient la seconde relation (5) par r" (m2+2m,r+r

avant d'intégrer, on trouve :

+ m!

n+2) = mn/Tr

(5") vy (m) my + 2m, mp

Inversement, si l'on a mesuré le nombre spécifique
Vo, et la granulométrie en nombre Fr des cercles en relief, on

peut reconstituer la granulométrie originelle Fo, qui est :

(6) Fo(dr) = T'l'vr(m2 + 2m,r + r2) Fr(dr)

1

les moments(inconnus) m, et m, de la loi Fo dtant déterminés

par (5') pour n = o et n =1 :

(6') volmy + 2mmty + m'y) =

- 1 -
v, (mm , tamm', 4 m'3) = m,

les équations (5') pour n>1 doivent alors &tre vérifides, et
ceci fournit un test pour la validité du schéma. En pratique,

si 1'on se limite au calcul des 4 premiers moments de la loi
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expérimentale Fr(dr), on devra vérifier que la condition supplé-
mentaire suivante est satisfaite

1" t t ] —
(6M) TTvr (mzm o+ 2m1 m's + m 4) = m,

Probabilité pour gue B soit contenu dans un (méme) grain en relief

Soit mw (B; S, 242) la probabilité d'avoir B<TA lorsque
A est un grain primaire, germé en O, dont la surface est S et le
périmetre 25L. Alors la probabilité pour qu'un grain A germe en
£ en un temps (-t, -t + dt), ait une surface S et un périmetre
2 £ et ne soit pas rencontré par les grains postérieurs est :
~at(X +5 - K's2)
adt df (B—F= ; S, 2&) T (ds, d2&) e ° °

En intégrant en t et en §, on en déduit la probabilité
Pr(B) pour que B soit contenu.dans un seul grain en relief (si
B n'est pas connexe, Pr(B) n'est pas égal a4 la probabilité pour

que B soit contenu dans la réunion des grains en relief).

w(B-.; S, 238) F (ds, d2
. R2 K, + 8 - Kl &£

Cette relation conduit, en particulier, & la granulo-

métrie lindaire des grains en relief (que l'on distinguera soi-

gneusement de la granulométrie des traversées en relief _o=———_ _
du paragraphe précédent : une traversée en relief ne reléve

pas nécessairement d'un grain intact).

: e - Lorsque les grains imaires sont des cles C
Lxempl orsq g prim d cercl >

dont le rayon r (aléatoire) est soumis & la loi Fo(dr), on a :
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(s e}

v
2 Fo(dr) = % Mes(Cr ®3B) Fr(dr)

Mes (Cr © B)

r.(B) =

0 T((m2+2rm T

1
Désignons par g(h) le covariogramme du cercle de rayon unité, et

prenons pour B le segment d'extrémité x et x + he On a

r

»_(n) = V%wrz 5 () 7 (a0)

d'ou la granulométrie lindaire.

Mes (Cr@B) - g (ll-) , et

V -~ NOJERE DE CONNEXITE

Nous évaluerons ce nombre & partir de la formule (7),

Note 88 - Si le grain primaire A est convexe, on a, au second ordre:

wes (A@ ) = S+ aDb, + b D, + ab

2
(S, surface de A, D‘l et D2 variations diamétrales dans les direc-
tions de a et de D).

31 A, de plus, est s$ans point anculeux on a aussi, au second ordre

tes (A@L) = §-aD, - bD, + ab

(cette relation est fausse si A admet des points anguleux).

Si X (h) = K(x,y) (x et y composantes du vecteur h), on a
E(D1) = k! (o) et E(Dz) = - K}'r (o). D'ow, d'aprés (1), la pro-

babilité T(a,Dd) d’avoirl:f dans une méme composante :
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E(S) - a K! (o) = D K._)'r (o) + ab

T(a,b) =

E(S) + a KL (o) + b K& (o) + ab

a K! (o) + b K§ (o) a Kl (o) + © XK' (o)

+ 2 ’§
X (o) K (o)

Dtapreés la formule (7), on trouve donc :
1 t

Kl (o) K& (o)
[ k (0)]?

En particulier, si K(h) est isotrope (K{n) = K(z), r = {h]) :

o \2 ,.
(8) oo a4 |20 _ o4 (EeB)E L s | 1
: k(o) we E(S) ‘m02 02
(mo = - K(o)/K, est la traversée moyenne, en nombre, du grain
o

primaire) et m celle des composantes de la partition.

2



