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Soit cﬁ 1'ensemble des ouverts de R (ou, plus géhéralement d'un groupe -

SYSTEMES DYNAMIQUES CONTINUS

localement compact) muni de sa topologie G ((3 ) compacte dénombrable, et de
sa € -algtbre de Borel 6 ( (7 ) Le groupe des translations de R" se prolonge sur
en un groupe 'C'e, . h ER d'ope;‘ateurs définis par T‘e‘G {g+h g ¢ G }
et vérlflant T‘e"l" = "(‘ﬁ_',e‘c ) ’ro'.'. I ) j v

Proposition 1.L'application T : (hy8) = Ty G de R":ig sur g est continue.

. ” . . *
Montrons que hn.g. h dans R et G,=> G dans g entraine 'l“c, G“ -—}72(;

dans 5 Comme est compact, on peut trouver une sous-suite 'e;., ‘G‘” <
convergeant vers un G, € , et il suffit de montrer G, T'e‘ G

a/Slx4’G y ON & x(f’l"p‘(} .Eneffet, so:Lt K..d'e"g GQ une suite

convergeant vers x dans R (crltere 1l de la convergence dans ) "+ Comme X -6, 4 6
et (xm‘_3 - )-é x-h,ona x-h # G (critere 2 de convergence dans 5 )
et x ¢Q‘;‘G

b/ Si x # T’q G,ona X (f Gy Par hypothése, on a x - h¢ G . So:.t (eritére 1)
h¢ G, -
<> x une suite avec Xy " ¢ ng » donc aussi :xr,,'i 6 +4 54 ny G‘,,‘

Du critére 2 de convergence dans 5 résulte x = llm(x

Proposition 2. Soit SL un espace topologique muni de sa¢ -algébre de Borel .?) = &0 )
et soit P une probabilité sur - (R ,53) . Les trois énoncés suivants sont
équivalents :

1- Pour tout ouvert V de K1) y P(V)> 0

2- Pour tout BE&® , P(B) =1 entraine B = L

3~ Pour tout B & ?) y tel que P(B) = 1, toute fonction continue
sur B admet un prolongerient continu unique sur [} .

,,,,,,,,




Il est immédiét que 2 et 3 sont équivalents. Si 1 est vrai, et si P(B) =1
1'intérieur de B est vide, et B =R . 5i2est vrai, le complémentaire ve

d'un ouvert V n'est pas dense dans ] et vérifie donc P(VS) <« 1 .

Définition. Soit Sl un espace LCD, 9 1a famille des ouverts de ﬂ ’ J‘% =6l )
la g ~algébre de Borel associée, Te, (h e R" ) un groupe d'automorphismes de -Q
vérifiant T, =T) Ve, Tep = Tayer, tel que 1l'application <3 %, w\—) ?‘e'zo
de R« ﬁ#,ﬂ soit contlnue, et soit enfin P une probabilité sur J2 invariante

pour ?'e, )V hé R’ , et telle que pour tout he R" T’e‘ soit ergodique. Nous
dirons que (1 ,.?’, P, T}‘) est un gystéme dynamique continu.

Progosition 3. Soit ( 81 ,:(3 sy Py "i"e‘ ) un systéme dynamique continu, et A la
~réunion des ouverts V eV de.Q tels que P(V) = 0. Pour tout h € R” s A est stable
pour 'ft", , et P(4) =

En effet, si V€17 vérifie P(V) =0 , on a P(Ty V) = 0 . Corme Ty, est un
automorphisme continu, T V est ouvert et ¥, V< A . Donc A est stable pour T .

Comme A est réunion dénombrable de V, vérifiant P(V,) = 0, on a P(A) = O.

. . j
Remarque. A étant stable pout tout 't",' s la restriction a nac = -Q.

systéme dynamique continu (Q ,‘j'?) , By ‘1“,’) vérifie les trois énoncés équivalents
de la proposition 2. Dans ce qui suit, nous considérerons uniquefnént des systimes

dynamiques continus vérifiant ces conditions.

Proposition 4.(Continuité en probabilité)si () , 55, P, 'l\}, ) est un systéme

dynamique continu, on a lim P(B AT, B) 0 pour tout B € %>
ihl20

BaB' = (BB )U(BSNB') est la différence symétrique. Comme :

P(BaT¢B) £ P(BNT,E') + P(BSnTyB)




t

il sufflt de montrer que Pﬁiﬂ (’U&B) _] tend vers 0 si Ih{ tend vers 0, ou encore

P(B W, B) —> P(B) "

a/ Soit d'abord un ouvert V ed ). Posons By = 'mé.,;'rc'a V S

On a By V0TV dés que W< 1/n, et aussi V= U &

En effet, si @ é V, la continuité de”? entraine que 1'on peut trouver n tel
que (hld 1/n = Q'g,h) ev , d'ott V& U B, et 1'égalité. On a donc :
p(v) = 11m P(B) £ lim P(VAT,V) £ 11m P(Vn T,V) £ P(V)

ce qui etabllt la propog'lt.t’fon pour V ¢ 0 '

b/ 5i K est un fermé KASKCXMMXAAAHHEX on &tablit la proposition en passant au

complémentaire.

¢/ Si B G@’ » on choisira une suite K,< B de compacts croissants vérifiant

P(B) = Lim TP(k,) . Ona:
P(Bo%,B) € P(BoK) + P AY,K) + B(%.K,A,B)
Le premier et le troisitéme terme du second membre sont égaux, et inférieurs a s

pour n = n, assez grand, Pour n = n, le deuxiéme terme est également.majoré

par g pour | h| assez petit (d'aprds b/). Donc P(B &7 B) tend vers 0 pour |h{>Q

Passage 3 1'espace de Hilbert L (R, 3%, P). L'opérateur U, qui , & toute

fonection mesurable f fait correspondre la foriction U,f : &) — £ T, W )
induit dans L (.ﬂ 3% P) un groupe d'opera.teurs unitaires.

2
Proposition 5. U ¢ est fortement continu en h : pour tout £ ¢ L J&EX¥KXX on a :

lin || uf -£f 0
. AL X -]

. D'aprés la proposit on 4, cette limite a lieu pour 1l'indicatdice k d'un ehsemble
B €% , et par suite aussi pour toute variable a.leato:.re étagée g'= Z A Q

Sl g est une variable éléatoira étagée, on a, pour tout £ € L

<U,$,97 = <f, V8>




‘et cette éxpreésion tend vers < f,g8) pdur {h\—> 0 . Comme les variables
aléatoires étagdes g sont depses dans 1t y Ugf converge faiblement vers f pour

h tendant vers O, et par suite aussi 'forten'lent, puisque [} Upf N =\ f“ .

Proposition 6. Si g est une mesure bornée sur R , il existe un opérateur ._
contimu : £~ f, sur L° tel que l'on ait <f,,g> = /4()“{,9) Juede)

?. R”
pour tout g ¢ L°. On écrira £, = / U _?JAMQ) :

iL~_

On remarque que Z.Ue‘f,g D> est une fonc‘cibn continue de h (prop 5) majorde
en valeur absolue par (|Ifli igl) - si g . est une suite convergeant faiblement
vers g (donc bornée en norme), le théoréme de Lebesgue montre que /Zu,.e g,.> Jud 'EJ
converge vers / < U"‘f,g) Jatdﬁ) s ce qui établit l'existepce de 1'élément fJ« o
Enfin, on a ¢ Z
(d e pld e’ Y<ugn [TJNM
i~ /zu‘f,f > pde) = //'4U,‘.f, Ug {7 pede) {

Proposition 7.Si une suite Mn de mesures bornées converge vaguement vers

une mesure (ctest & dire Mn(pV = () pour toute fonction continue ¢
3 support compact dans R") et si de plus XX lim /,ph (d) /yu“-)

f P, converge fortement vers f M dans L .

La condition lim / HPn = / » entraine que JJ.\M’) "})"Cff’) pour toute
fonction ¢ continue bornée. Ainsi, pour tout g¢& L ’ / <y, £,92 Mn(d ﬁ)
converge vers / < Ue. g) Jaddy , et f ar, COTIVETER faiblement vers i}, . Mais
v

o ;,, converge vaguement vers ).w M et :

":ﬁy““ =3 /< U .e 'f> ‘Pn"x)"h (d§\

converge vers “f N“ set, par' suite , f},h converge fortement vers .ﬁ),' .

Régularisées. Soit f? 1'élément associé & 1£1 mesure y(h) dh , avec @ é@

soit : 16?=/U¢,f q?(&\de: On a &




LA

(on le vérifie & partir de < Ug ¥¢,g> = < ‘& ) U-§ 92

D'aprés la proposition 7, les f? pour @ 6’@ fonﬁen‘i: un sous-espace dense de L‘?f
On le voit en prenant une suite de fonctions @,, 69 de somme unité convergeant
. vaguement vers la mesure de Dirac. ‘
Ap_g-lication gradient.L'application f —» (!‘L?:‘i \ de L dans (L‘)n
converge fortementvers un élément 9f e (LY lorsque f appartigpt “ .-

a4 un certain sous-espace L% de Lt . L'application partielle 3; est un opérateur.
auto-adjoint (au signe pres) : £ 907 f£,4> = - <'.f,b{3> : o

&#i f et g sont dans le domaine de 3: . L'application gradient 9 : Lz# (L" \h :
a pour adjointe, au signe prés , l'application divergerce div s (L!)"'-? Lz
définie par div(fg) = %, bR £: o -

” 1 ‘
Proposition 8. Pour ¢ G:D et fel , fP et toutes ses dérivées partielles
2
Dy diy o B“E £ ¢ sont dans Lo |
| Vol ¢ = U4 P(3-60) -P(3). 43
En effet, on a : —a‘r—' ¢ 3 e

et il suffit d‘'appliquer la prop. 7.

2% 2
Corollaire. L est dense dans L et l'application gradient est fermée.

. >
En effet, les f 9’ Cpé@ sont denses dans L‘. Comme 3 et son adjoint a

admettent des domaines denses, Q est une application ferhée, et chacun des

opérateurs ’B" est fermé.

Proposition 9.Soit un systime dynamique continu (2, @, P, T«; ). La relation’
1
D:f = O entraine f = constante pour £ € L(R, 5,p) ..

. . : L
En effet, posons L3(h) = <Uqf,g7 vy €€¢L .Ona:




L )~ Lg( &) R

Par suite L3(h) ne dépend pas de la coordonnée h; . On a alors Ue.,f

i
.

et, par ergodicité, f = constante.

Remargue.Il suffit qu'une seule des n dérivées partielles a'f soit nulle
pour que f se réduisent & une constante, les n-1 autres derlvées étant alors
nécessaircment mulles également. ’

L
Un élément f € Lz peut 8tre dérivable, c'est & dire appartenir au domaine L;
de l'application gradient, sans qu'il existe pour autant dans la classe définie
par £ une fonction f(®) continue pour la topologie def) . En partidulier, les
fonctions continues sont bornées si l'espa.ce.ﬂ est compact, par exemple si .SZ

est l'espace g des ouverts de R" » tandis que les fonctions de la vlasse fe LS

n'ont pas de raison a priori d'@tre p.s. bornées.

Proposition 10.5i B €/ et P(B) = . 0, l'ensemble des h & R” “tels que ToweB

a une mesure de Lebesgue nulle dans R” pour presque tout W ef]

En effet, T est mesurable, puisque continu, et la fonction X(&,h) = 1,si T-,@wER -
=0 si Q‘.‘uf B est mesurable sur R %l . L'intégrale

VARICIAEINIEE . [, P(md8 <0

est nulle, et, d'aprés -Fubini, 1'intégrale fx(w h) dh est p.s. nulle. o

- Réalisation d'une fonetion aléatoire f. Pour toute fonction mesurable (o))
sur (R ,5 ) on posera f(«,x) = U‘f(w) = f(¥.,0) . Cette fonction £(6d,x)
est mesurable sur 2 x R XEX Elle est continue sur Axr"si f(e) est .
continue sur S} . De mlme, elle est scs (sei) sur'ﬂxR" dés que f(w) est scs
(sci) sur S0 . En particulier,pour tout ® éX , £f( @, x) est alors scs(sci)

sur R'". Cela résulte de la contimuité de T .




En particulier, si f(é.)) est 1l'indicatrice d'un fermé (d'un quvert)' (d'un St b
ensemble mesurable) de il ’ f(Q,x) est pour tout wel (et ribn pas simplement T
p.s.)il'indicatrice d'un fermé (d'un ouvert) (d'un ensemble borélien) de R ", - -
Pour toute mesure bornde JA sur R” , 1'intégrale /;,.' e,y prcdx) | o

est une variable aldatoire d'espérance E(f) / Jatdaxy.

g3 3 . . .
Si fel , il correspond a cet élément de L une fonction f(&) définie R
presque partout sur f) ,et pour présque tout € éX ) £(e ,x) est définie '
px"esque parfout dans R"éour la mesure de Lebesgue (prop. 9. .f(a),x) est

’
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continue en moyemnne quadratique, d'aprés la cortimuité forte de l'opérateur U X .

et elle est dérivable en moyenne quadratique si f & L; .
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