NOTE GEOSTATISTIQUE n° 101

Intégrales et mesures & valeurs dans S
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Nous avons vu, dans une Note précédente, comment
construire une intégrale de Riemann ou de Stieltjes a valeur
dans l'espace ‘%b des compacts noen vides de R™, Je me propose,

dans ce gui suit, de transposer la théorie de l'intégration, avec la
~dualité du point de vue fonctionnel et du point vue de la mesure.
Te point de vue de la théorie de la mesure conduit - par une
trensposition facile des raisonnements classiques - & associer

3 toute mesure & valeur dans J% une fonctionnelle croissante,
convexe et semi-additive (I (£ + £') = I(f) @ I(f') seulement si
les ensembles {f > O} et {f' > O} sont disjoints) - seules étant
additives les fonctiomnelles assocides aux mesures a valeurs
convexes — Le point de vue fonctionnel, inversement, conduit

% associer b toute fonctionnelle croilssante convexe et semi-addi-
tive une mesure a valeur dans &%, dont elle est 1l'intégrale et
qui ne prend ses valeurs dans C(y%) que si la fonctionnelle est
elle-méme additive. C'est dans l'espoir de caractériser les
familles B(A) & 1 parametre croissante pour 1'ordre propre » dans &%
que j'ai entrepris cette construction. Mais des difficultés
subsistent, du fait que le théoréme de Radon~Nikodym ne se
généralise pas. En particulier, il n'est pas certain que toute
famille B()\) croissante pour 4 et admettant une dérivée continue
soit 1'intégrale R.M. de sa dérivée (ce qui impliquerait qu'elle
est obligatoirement dans C(&%), bien que cette circonstance soit
plausible.
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I - Les espaces _ﬁ, @ et @34,(E)

Soit E un esﬁace L.C.D., & partir duguel on construit

" l'espace @;(E) des fonctions s.c.i & valeurs dans la demi-droite

compacte &'

, l'espace @k(E) des fonctions s.c.s bornées a support
compact, et l'espace CE(E) des fonctions continues & support
coilpact. On munit @+ de la topologie L.C.D. induite par celle de

%(E x BY), @, de la topologie L.C.D. induite par S (E x BY) muni de
la topologie myope, et G?K(E) de sa topologie limite inductive habi-~

tuelle.
Une fonction ¢ est dans <?£(E) si et seulement si elle

est & la fois dans @g et déns @i. On notera toutefois que ¢ n'a
pas méme graphe dans G(E x B") et dans S((E x R) : 1le premiér
est un ouvert C de B x B , le second un fermé C de E X R, avec
d'ailleurs 8 = % et C = g. La relation f < f' entre fonctions
positivessignifiera donc toujours @ Yxe E, ou bien f(x) = 0
ou bien f(x) < £'(x) strictement. Ainsi, pour ¢, ¢' € Gy

¢ < ¢' signifie que le graphe fermé C de ¢ dans E x R

o)
contenu dans le graphe C' ouvert de ¢' dans E X R .

Les ouverts de Qg'sont engendrés par les sous-ensembles
de la forme {g : g > k}, k ¢ @k et. {g ¥ go}, g, € @g‘ Ceux de @k’
de méme, sont engendrés par les {k : k< g}, g ¢ @g et
{k: k & k }, k, € @ . On vérifie sans peine que les topologies

de @g et N sont encore engendrés par les :

g>CP}:{g

{8 g * o} 4, 9 € @%L pour l'espace ®g

{k: k< g} k£9}, o €Cy pour l'espace &,

w
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On vérifie aussi que les restrictions a @}ﬁdes ensembles

de. ces quatre types sont des ouverts de Ck, lesquels, inversement,

eﬁgendrent a4 eux tous la topologie de C,. Autrement dit, une suite

¢, converge vers ¢ dans(qisi et seulement si elle converge vers ¢

a la fois dans @k et dans ég

En ce qui concerne la convergence monotone, on noters :
9 9€Cq , 0, T 9 oug Lo =q -9 das C,

g€e ,8, 78 oug lg =g -g dans &

g g

k » ked ., k, * k ou k¥ k = k - k dans @,

En ce qui concerne l'addition, on note que

(k, k') » k + k' af

+
S8.C.S. k X @k

+
(5y 9') = @ + g est une application continue de d§{3<65£ dens €

+X®+

')~ ! | oc.;
(g, 8') g8 + 8 s.c.i T, M

IT1 - Prolongement d'une pseudo-intégrale &

vﬂmmsdmsj%

+
Soit I une application de d;%_(E) dans .&%(m?), Nous

dirons que I est positivement homogéne si I(Ag) = AI(e), A = O,

P 64323 croissante si ¢ < ¢' dans Cg entraine I(9) c L(p') ;

sous-additive, sur-additive ou additive selon que l'on a

(o + 9') « I(9p) @ I(9'), I(p + ¢') D I(p) @ I(e")
ou I(p + ¢') = I(p) ® I(9') ; convexe

o
o4

<



(concave), si I est positivement homogeéne et sous additive

. (sur-additive) ; positivement lindaire, si elle est & la fois

convexe et concave,

Toute application positivement homogéne vérifie
- 1(0) = {0}. Comme on a toujours 0 € I(g) (~K5 désignant l'espace
‘des compacts contenant 0), toute application concave (en particulier

toute .application positivement linéaire) est croissante.

' : n
Nous dirons qu'une application I de @ﬁz dans Jﬁ;(Rh) est
" une intégrale, si elle est positivement linéaire ; qu'elle est

pseudo~-intégrale si elle est convexe croissante et si de plus

*
ltapplication ¢TI de €, dans C (X ) associant & tout ¢ € s
! o\7o ? “

1'enveloppe convexe CI(g) de I(¢) est une intégrale. On vérifie

immédiatement que toute intégrale est une'pseudo—intégrale.

Proposition 1 - Toute application croissante et convexe (en

-t-
particulier toute pseudo-intdgrale) de d%i(E) dans 5%(Rn) est

continue. Toute intégrale, et plus généralement, toute application

concave prend ses valeurs dans Cntﬁé)
v

Soit I une application convexe de @;; dans 5%, et g,

. +
une suite convergeant vers ¢ dans @31°

dans un compact fixe Ko c E, et on peut trouver une fonction

Les ¢n ont leurs supports :

P € Q?; avec @O(x) = 1 pour x € Kb. Pour n assez grand, on a donc

PSP, tEQ s 9 =9+ E QP



I étant convexe et croissante, on en déduit

.I(¢) c I(cpn + £ @0) c I(@n) ® ¢ I(@O), I(@n) c I(gp) ® € I(@O)
Par suite I(@n) converge vers I(¢) dans ~Kb.

Si I est une application concave, pour tout ¢ € @ZE,

_1n _ o 1 @n
on a ¢ = E:.Z) ¢; avec ¢; = g, d'ol I(g) o - (I(9))™", et, pour

i=1
n infini, I(p) > CI(g) : 1l'inclusion inverse étant toujoursvraie,

I(@)'est convexe.

Nous allons maintenant prolonger I sur le compactifié

———

3% = 3% U {w}, w désignant le point & 1'infini de (.

{ - Prolongement sur @;

Dans ce qui suit, I désigne une application croissante

convexe (donc continue) de C; dans \ﬁﬁ, qui ne sera pas, en général,

une pseudo-intégrale, sauf mention explicite du contraire.

Pour tout g ¢ @é, on posera

—

(1) I(g) = 1in{I(9), 9 € Cy 9 < g} € XK

w————s

Lg limite est prise au sens de limite dans .ﬁé de

la famille filtrante croissante des I(@), P € d%; On sait que



cette limite est :
(1') . I(g) = U I(g)
. o < g
si ce fermé est dans S{O - ou, sinon, le point & 1'infini w.

Proposition 2 - I est croissante, convexe et s.c.i. sur @g,

et vérifie la continuité monotone ségquentielle : £ T g dans @é

" entraine I(gn) - I(g) dans jﬁo

On vérifie sans peine que I est croissante. Si g, — &
dans @;, solt 9 < g (strictement), une fonction de @%2. On a gn’> P
pour n assez grand, d'ol I(gn) > I(g). D'aprés la définition (1), il

en résulte lim I(gn) o I(g), et I est s.c.i.

La continuité monotone g, T g entraine 8, » 8 dans @;,

d'ol lim I(gn) o I(g), puisque I est s.c.i., On a aussi I(gn)c I(g)
puisque I est croissante, d'ol 1im I(gn) c I(g), et I(gn) - I(g)

———

dans ~h%.

Soient g, g'\dans @é, P, et @5 deux suites dans @Z:ayec
P Y g, ¢, * &'. Pour A,p réels = O, on a aussi (A o, + B ¢5) N
(Mg + p @'). La continuité monotone et la convexité sur d?;

donnent
I(hg + pg') = lim I(hg, + po!) < lim A I(ey) ® p I(p}) =

= A I(g) @ p I(g")



Corollaire — Si I est une intégrale, son prolongement sur @% est

positivement lindaire. Si I est une pseudo-intégrale, CI est

. positivement linéaire sur @;.

2 - Prolongement de I sur @;

Sur @E, définissons la fonction I en posant

(2) I(k) = Lin {I(g), & € &5 & > K =0 He) e &

(limite de la famille filtrante I(g), g > k, égale dans J(é &
l'intersection de cette famille). Comme tout k € &, est majorde
par un ¢ € <§;, T prend bien ses valeurs dans ka(f (k) # w).
On vérifie, d'ailleurs, que l'on peut, dans la définition (2),

remplacer les g € @ g > k par les ¢ € Cﬁ; ¢ > k. Plus précisément

+
g’
pour toute suite o € c;, Py, v k entraine I(@n) »'f(k) dans ,Kb

(en effet, pour € > 0, solt g ¢ @g avec g > k et
'T(k)—c: I(g) < I(k) @ K, K désignant la boule de rayon € @ -
le support de k étant compact, on a ¢, < g pour n assez grand, d'olu

I(x) c I(g,) c U(k) ® K, et I(g ) - I(k)).

Proposition 3 - L'application I est convexe, croissante et s.c.s.

sur @E. Ta convergence monotone k { k dans @£ entraine T(k ) - T(k)

A

dans J{C. Pour tout g € @i; on a I(g) = lim {I(k), k € @i, k <gle
(=)

Si I est ume intégrale (resp. une pseudo-intdéerale), T (resp.

I = CI) est positivement lindaire.

On vérifie immédiatement que I est croissante.
+
Soit ¢, € Cgavec ¢, > k et I(k) ¢ I(k) ® K . Pour tout

+ - -
k' € &, tel que k' < 9, on a aussi I(k') c (g,) « I(k) @ K.,



dont I est s.c.s. sur @i. Ia convergence monotone kh‘L k dans @i,

entraine k - k et Ifﬁff(kn) - T(k), puisque I est s.c.s. Mais T
étant croissante, on a aussi lim T(kh) > I(k), et T(kn) - 1(k)
dens ST . Pour g € ", on a I(g) o lim {T(k), k < g}. Mais I(g) =

g

lim{I(w), ¢ € dzi, p < g} et ¢;:c @é donnent 1l'inclusion inverse,

et 1'égalité.

Enfin, soient k, k' € @p et o v Xk, o! I k',
'¢n,'@£~€’dzz. on a aussi (Ag, + pel) ¥ (Ak +pk'), X, p 20, d'ol :
Ik + pk') = lim I(hg, + pel) o 1imAI(g,) @ pI(e)) =

A(9) @ pl(e*)

i

et 1l'inclusion inverse si I est concave,

% - L'espace @f des fonctions pseudo~-intégrables

Dans ce qui suit, I désignera une pseudo-~intégrale

(vien que certaines des propositions ci-dessous subsistent si I est
une application croissante convexe)., Nous désignerons par I!

1'intdégrale associde & I, définie par I'(f) = Ci(£f), ou enveloppe

convexe de 1.

Pour toute fonction f (définie sur E, & valeurs dans la

demi-droite compacte ﬁ;), posons

I(£) = 1im {I(e), & € T, & > £}
(3)
I(£) = 1im {I(¥), k ¢ &), k < £}
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—

(I1 s'agit des limites dams & des familles filtrantes considérées
[¢]

Nous désignerons par @: l'ensemble des fonctions £ telles que
I(£) = I(£), et par @Z le sous-ensemble de-éz défini par la condi-
tion supplémentaire I(f) € $¢ . Nous poserons I (= T =1I) sur

@: et @E. D'aprés la proposition 3, @é est contenu dans @;. L'in-
clusion &) @; n'est pas tout & fait évidente, car 1'inégalitd
"k < f est stricte dans la définition 3. Mais, pour an& 0, la suite
k, = (1-e,)k vérifie k < 1;,' et T(k,) - T(k) dans S, d'ol

£ -t
@k c-@o.

Pour deux fonctions f, f' positives quelconques, on

établit sans peine les inclusions :
((I(f) < T(£)

(3") g T(f+f') « T(£) @ I(£")

I(f+fr) o I'(f) @ I'(£Y)

.
(la seconde inclusion s'applique & I et I', la troisidme & I!

seulement) .

Lemme i - 0Ona f € @2 si et seulement si on peut trouver une suite

Er > f décroissante dans @; et une suite kr < f croissante dans ®£

A

telles que I(gr - kf) converge vers {0} dans X . On a f € @f et I(f

T
=N

I(f) = w si et seulement si on peut trouver une suite k < f

croissante dans @i telle que T(kf) converge vers w dans gﬁg.
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Te deuxitme énoncé résulte immédiatement des définitions.
Soit f une Ffonction telle que I(f) # w. On peut trouver une suite
décroissante g, > £ dans @é telle que I(g1) # w et une suite k < f
croissante dans @ﬁzzveclim I(gn) = 1(f) et 1lim I(Kn) =T (k).
La suite g - kﬁ, décroissante dans @g, vérifie I(gn - kn) € 5%,
- (puisque I(g1) # w), et, dans \ﬁg, la suite décroissante I(g -k )

admet une limite A. D'apres la seconde inolusion‘(B'), on a
I(gn) = I(gn"kh+kn> c I(gn_kh) ® I(kn)

et, pour n infini, T(f) < A ® I(f)

Ssi A = {0}, on en déduit I(f) = I(f) et £ € @Z - Inversement,
supposons L € @:. Les deux dernidres inclusions (3') montrent que
1'intégrale I' associde & I est additive

(T(£4£1) = I'(£+£1) = I'(£) @ I'(£') pour £,£' € @), de sorte
gue 1l'inclusion ci-dessus est une égalité pour I' 3

Tr(g) 2 6(A) ® I'(£). Mais T'(£) = I'(£), puisque f € &,

et par suite C(A) = {0}, et, & fortiori, A = {O}.

a7 est stable pour Y, et o' est stable pour A

;—C -‘G

Proposition 4 -

. .t . .
Soient f et f' dams @, et kn,gn(kﬁ,gﬁ) des suites

dans ®£ et @é vérifiant relativement & f (& f!') les conditionms

du lemme 1. Il en résulte que :

1 - k! - 1 LR T
(g, tg', - k-K)) © Ig,~k) @ I'(g; = Ky )
converge vers {0} dans ﬁé, donc aussli son enveloppe convexe :

I'(g, + &) -k, - k) = I'(g, Ve - kNk)) @ I'(gnAgﬁ—knkkh)
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Mals celd n'est possible que si chacune des suites
o Z s t [ t 1 L 1
‘Qecr01ssantes T (gn Yg! -k Y kn) et I (gnjk gl -k A kn?

converge vers {O} dans J(b. A fortiori, on a alors :
e, vogh -k, YK~ {0}, (g A&l - X Ak~ {0]
et d'aprés le lemme, celd entraine f € @z et £' € @2.

Si une fonction f-¢€ 6: vérifie I(f) = w, on peut trouver

dans @i une suite croissante k < favec I(kh) - » dans Jfo. Pour

toute fonction f', 1'inégalité £V £' > k entraine I(FYE) =w

donc £ Y £' € @g, d'aprés le lemme 1.

Proposition 5 - 81 £ et f' sont deux fonctions de 3" onaf + f'e at,

O

Si de plugs £ = f', on a agussi f - f' ¢ @3

Prenons, en effet, des suites g, k, (gﬂ, kﬁ) vérifiant

les conditions du lemme pour f et f£'. L'inclusion de sous-additivité :
I(gn +gl -k - kﬁ) c I(gn - kn) ® I(gﬁ - gﬁ)

montre I(gn + 8l -k - kﬁ) -+ {0}, d'ou £ + £f' ¢ @3, d'aprés le lemme,

Si £~ f' > 0, on a aussi

g, = kﬁ > F = f'A> (kﬁ - gr'l)+

- - - : = L —-gt = - -
g, - & - (k, -g!), ¢ ek-(k-g) = (g% )+(g - X!
On en déduit (croissance et sous-additivité) :

. - e |
I(gn"kﬂ*(kn-gﬁ)+) < I(g,~k,) ® I(g)-k])
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ILe premier membre converge donc vers {0}, et, d'apres

‘le lemme, f - £ ¢ @Z.

Corollaire - gz et ®+ sont stables pour l'addition, et I est croissan-

\)

te .et convexe sur @2 .

Pour @3, cela ddécoule de la proposition. Si f € é;, et

v

I(£f) = w, pour toute fonction positive f', f+f' € & (prop. 4), et

la relation I(Af + pf') = w montre la convexité.

Proposition 6 & est stable pour l'addition dénombrable. Pour toute

o +

N 09
f dans &, ona I(ZFf)=1linI (2 f)c @ I(fg pour la pseudo-
T v n B N n=1 = n=1 T

intéegrale I, et I'( Z)fn)

i

00
® I'(fr) pour l'intédgrale associée.
n=1 B

Soit £ une suite dans @,. Si I(fy,) = w pour un n,,

£ = i} £, vérifie £ » T, d'oh I(£f) o I(fy.), et £ € o7, I(£) = w.

Supposons donc fn € @; pour tout n. Soit g, une suite de réels > 0 agvec
Z)en = g, D'aprés le lemme { et la prop. 5, on peut trouver

+ + .
g, € ®g avec g, > fn’ et kn € @k avec kﬁ < fn tels que :

(a) gy = &) © K

(boule de rayon en). D'aprés la proposition 2, g = Z)gh.et h =2k,

vérifient :

' N N
(b) I(g) = lﬁm I(Zeg,), I(g-k) = lifm I( 2 (g,~k,)
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Supposons d'abord I(g) # w. De (a) résulte i

N
®

' N
() - I ( Z>(gn,_ kﬁ) < n=1

I(gn - kh) < K

et la seconde relation (b) domne I(g~k) c K . Il suffit 4'appliquer

le lemme 1 pour en déduire f € @2.

N N
Mais (c) donne I( Z)gn) c I( Z)fn) ® X . Enfin
(prop. 2), pour N assez grand on a aussi I(g) c I( Z)gn) ® K_, done :

N N
I(f) « I(g) « I( Z £,) ® Koe © (11:3&m I( 2 £)) e L

' N
Par suite I(f) = 1lim I( Z)fn). L'inégalité
N

[»}
I(f) c® I(fn) en résulte aussitdt, par sous-additivité, et
n=1

devient une égalité pour 1l'intégrale associde I' qui est additive.

I1 reste & examiner le cas ol I(gn) # w meis I(g) = w.

On a a fortiori I'(g) = w, et la suite :

N N
I'(Zeg)) =o1'(g))
1

converge vers w (Prop. 2). Comme on déduit de (a) :

I'(fn) c I'(gn) c I'(fn) ® Kgn

on g aussi :

N N
<1Ja I'(g,) c X ® (c;a I (£,))
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N N
Donc @ I'(fn) = I'( Z)fn) converge aussi vers w, d'ol

, . 1
I'(f) = w et par suite I(f) = w.

————

Proposition 7 - gg est stable pour la convergence monotonel , et

;&’Pf dans ®F entraine I(f ) — I(f) dans \Q;.

En effet, posons h1 = f1, h, =1 = fn_1, d'ou

i

N
£y = ;21 h, £f=Xh. i I(fg,)

w pour un n, f = fno entraine
I(£) ='w, et la proposition en résulte, Si fn € @Z pour tout n,

hn € @; (prop. 5), et la propbsition 6 permet de conclure.

+

Proposition 8 - &

\J

est stable pour la convergence monotone $, et

ini'f dans &' entraine I(fn) - I(f) dans J%g.

+ +
Soit d'abord fn S avecfn¢ 0. On a f1—fn € @O

- 1 ) - -
(prop. 5) et £f,-f, " £,, dtol I(f1 ) I(f1) dans ‘H% (prop. 7).
Mais, dans ~y%, la suite décroissante I(fn) admet une limite A,

et I'(fn) converge vers C(A). IL'additivité de I' domne alors

I'(f1) = I'(f1-fn) ® I'(f)

et, en posant & la limite, I'(f1) = C(4) @ I'(f1), d'ol ¢(A) = {0}
et, a fortiori, A = {0}.
Soit maintenant £ | £, f_ € & . On & encore £,-£, € 3

(prop. 5), et f1—fnT f,-f entraine (Prop. 7) f£,-f € @2 et

1 1
I(f1—£n) - I(f1-f). Mais la prop. 5 montre f = f1—(f1—f) € @;,
donc aussi fnff. Comme fn—f tend vers 0, on a, d'aprés la premieére

partie, I(fn—f) ~ {0} dans x%%. Par suite I(fn)cl(f)el(fn—f)
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vérifie 1im (f) e I(f), dtol I(fn) ~ I(£f), puisque f > f.

Plus généralement :

Iémme de Fatou-Iebesgue ~ Soit fn une suite dans @f majorée par une'

fonction & € @g fixe., On a @
1(1§@ sup £,) o 1Im I(f)

I(1lim inf fn) c lim I(fn)

En;par'ticulie:cjJ si une suite £ ¢ ®+ majorée par un g € @f fixe
L4 A\v) W

converge ponctuellement vers une fonction £, on a £ € @ et I(fﬁ)~*1(f

dans 5{0
On a g = Sup £, d'ol sup £ € @: (prop. 2), et
m=n ma=n
I(1lim sup fn) = 1im I(sup fm) (Prop. 8). Comme I(fn) c I(sup £) s
n I man m2n

la premiere inclusion en résulte. De méme, g > Inf f donne Inf f eE@é
m=n m=n

(Prop. 8) et I(lim Inf fn) = lim I(Inf fm) (Prop. 7). De
n n mzn

I(fn) o I(Inf fm) résulte la seconde inclusion.
m>n

Temme % - Pour f ¢ @f et arédel > 0, on a f A a ¢ @;

En effet, soit Kﬁ une suite croissante de compacts

;, puis £A(a 1 Kn)e @; (Prop. 4).

Comme (f A a 5% )T (f A a), la prop. 7 donne (f A a) € @g.
n

recouvrant E. On a 1K € @£ c @
T
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~Proposition 9 - Pour f ¢ @:, on_a 1{f > b} € @: et de méme

1{& > £ > bl € @Z pour a = b > 0.

Pour a > b = 0, posons r, = f'k'z - £ Ab D'apres

le lemme 3 et la proposition 5, on a r, € @: si, f ¢ @Z. Pour a ¥ b

on a raT 1{f > Db} ? d'olu 1{f > b} € @; (Prop. 7) et méme
+ .
: ' + N o
1{a > £ > b € @o, d'apres la Proposition 5,

Corollaire - Pour toute f ¢ ®+, les fonctions :

Xk
r = 25 ==
ox=r 2t (EELsps Xy
2 ot

vérifient rrT f, I(rr) - I(f) dems JL , et 1l'intégrale I' vérifie :

[e9]
Xk
I(f) = lim @ = I' (1
n k=i 28 (Bl p s k)
2 2

4 - Pseudo-Intégrales semi-additives, ou S -Intdgrales

Nous dirons gqu'une pseudo-intégrale est semi-additive

si elle vérifie I(p + ¢') = I(9) @ I(¢') pour g, 9' ¢ €5 & _supports

disjoints.Si ¢ ¢' = 0, les supports de 9 et @' ne sont pas forcément
disjoints,hmais @n = (9 - e ), et ! = (o' - En)+ (8n¢ 0) sont &
supports disjoints, donc I(q)n + ?ﬂ) = I(@n) ® I(@ﬂ). De @n1‘¢ et 9&1‘@
résulte ensuite I(gp + ¢') = I(9) ® I(9'). Plus géndralement :
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Proposition 10 - Si I est une pseudo-intégrale semi-additive, on a

I(f + f') = I(£) ® I(£') pour f, f' ¢ @&t dds que les ensembles

{f > 0} et {f' > 0} sont disjoints.

La proposition est vraie sur d%; et on vérifie immédig-
tement qu'elle subsiste sur @é et @i. Pour f ¢ 55 telle que I(f) = u,
la broposition est encore vraie (par définition w ® K = w dans ~§%)
Supposbns donc £ et £ Ei@é, ef soient kh < f, EA < f' deux suites

croissantes telles que I(kh) - I(f) et I(kﬁ) - f' dans 5%.
Si {£ >0} N {£f' > 0} = @, a fortiori k k' =0 et

I(kn + kﬂ) = I(kh) ® I(kﬁ). Pour n infini, on en déduit :

I(f + £') o 1lim I(kh + Kﬁ) = I(f) ® I(f')

L'inclusion inverse étant vérifide, puisque I est

convexe, on a l1l'égalité.

Corollaire - S1 1a pseudo intégrale T est semi-additive, pour toute

fonction £ ¢ @f, on a @

® x
I(£) = lim ® =TI (1.
o

E o+ 1 k ,’
n k=1 { —— f > "'-"‘}
- : ot

En effet, considérons les fonctions r, introauites
dans le corollaire de la proposition 9. Ies propositions 6 et 10

donnent



- 18 -

et il suffit d'appliquer le corollaire de la proposition 9,

A partir de maintenant, nous ne considérerons plus
gque des pseudo-intégrales semi-additives, que nous appelerons inté-

grales a valeurs dans 3%, ou.;ﬁéﬁintégrales, pour les distinguer

des intégrales proprement dites, ou C(\ﬁ%)-intégrales, qui prennent

leurs valeurs dans C(J{O).

III - Mesures sur E & valeurs dans SZ;,

Soit I wne 3 -~intégrale sur un espace L.C.D, E, et

@z l'espace fonctionnel sur leguel I se prolonge. D'aprés ce gui

précede, @Z contient les fonctions boréliennes sur E, et, en parti-
culier, les indicatrices des boréliens de E. Désignoms parf%:=55(E)
l'ensemble des boréliens. En posant I(B) ;'I(1B) pour B €%, on voit

———

que T appliqueﬂ% dans .&%. Cette fonction d'ensemble est croissante,

vérifie I(¢) = {0}, possdde la continuité monotone séquentielle :

an B entraine I(Bn) - I(B) j Bn¢ B avec I(B, ) # w pour n  entraine
0
I(Bn) — I(B). D'aprés la proposition 10, I est additive sur Jd, donc

gussi o-additive. Enfin, I(X) # w pour K € S (E).

Te corollaire de la proposition 10 montre que I(f) doit

pouvoir se mettre sous la forme‘J/\f(X)I(dx), ce symbole ayant le sens
B

usuel de limite d'intégrales de fonctions étagées.
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En sens inverse, si E est un espace quelcongue muni
d'un cfalgébnéfB, nous dirons gqu'une application p :55-» J{O est une

mesure (finie) & valeurs dans kﬂ% si elle vérifie les 3 axiomes :

1 -B, B' €D, Bc B' » u(B) c u(B') (croissance)
2 - By B' €3, BNB' = ¢= pu(BUB') = n(Beu(B') (additivité)

3-8, e R, B V¢ = u(B). ~» {0} dans .

On note que M(B) est toujours un compact contenu dans

le compact fixe p(E), d'ol résulte en particulier que l'espace image

u(p) est compact dans J%O. Des trois axiomes résultent les propridtés

(¢) = {0}

B,"B, ou B¥B = p(B) - p(B) dans S

ainsi que la g-additivitd : u(U Bn) = @ p(Bn) pour des B disjoints.,
n n

Montrons, par exemple, la propriété de continuité mono-
tone. Soit Bn1‘B dans B, done (B\Bn)¢'¢. L'axiome 3 donne
w(BB, ) - {0} dans S, . De p(B) = u(B)) ® u(B \B,) (axiome 2) et
du fait que la suite p(Bn) croissante dans J{g converge vers la
limite A = ETE(EZT € s (puisque tous ces compacts sont contenus
dans le compact fixe p(E)), résulte alors p(B) = A. De méme, si
B ¥ B dans D, (B \B)V & et u(B \B) ¥ {0}, d'oh
p(B,) = u(B) @ u(BNB) Y u(B) dans S{..
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De méme, une application u de % dans 1le compactifié

o—

..S'CO = 5{0 U {w} sera une mesure og-finie sur E s'il existe dans3

une suite croissante E avec E = U E  telle que “(En) € J{O,

k(B N En) 1 n(B) dans JCO pour tout B € P et que la restriction My

de p & chague E vérifie les trois axiomes ci-dessus.

Une mesure p o-finie est croissante, o-additive, et
vérifie. BnT B = p,(Bn) ~ u(B) dans J’CO pour toute suite B, dems 9.

Montrons, par exemple, la continuité monotone.

Pour Bn’F B, on a dans < 3

(B) = 1i (BAE) = UpnlBRE
u(B) in p(BN g“(”m)

' p(Bn) = 1].;:11:&1 p(Bn N Em) = g w(B, N Em,)

puisqu'il s'agit de suites croilssantes dans ‘Ko’ et de méme :

lim p(B)) = "g w(B,) = Lr{g wl(B, NEY =

= U (U p(B EJ) =UU B E)) =
nmunﬂm Ut w(B, N E

=UUE (B, NE)) =URBNE) = uB)
mn . m

La o-additivité se déduit alors de 1l'additivité simple,

qui se démontre elle-méme sans peine.
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Par contre, la continuité monotone Bn& B = H(Bn) - u(B)
dans 6{6 n'est assurée, au départ, que si les B , 'au-dela d'un certain

rang, restent contenues dans un B fixe.

Enfin, nous dirons qu'une mesure p o-finie sur un
espace L.C.D. E muni de sa o-algébre borélienne est réguliere s'il

existe une ik'—intégrale I telle que p(B) = TI(1 pour tout B € I3,

B
Cela 1mp11que, en particulier, que p(K) soit fini pour tout compact
K eJ((E), et aussi que les restrictions de p & G(E) et & X(E)

soient respectivement s.c.i. et s.c.s. (nous verrons que les condi-

tions sont remplies automatiquement d&s que p est finie pour tout.

compact).

Remarque - Toute mesure pu & valeurs dans 5<O est croissante pour

* 1tordre propre <\sur y% (A% B si Ag

dans B, on a p(B) = u(B') @ u(B N B9, donc'p(B') 4 w(B) @ tel

= A). En effet, pour B' ¢ B

est la raison de la présente étude, dont l'objectif initial était de

caractériser les familles & 1 paramétre BK croissant pour 24 dans &{O.

IV - Construction de 1'Intégrale associée 5 une mesure

3 valeur dans éﬁf

Soit p une mesure finie sur un espace mesurable (E, )
a valeurs dans ~K£, et ¢, l'ensemble des fonctions étagdes positives
sur E (de la forme f =2 x; 1p;y X5 = 0, Bj € 3 partition de E).

Pour f € &, définissons p(f)

f) =/¢ = . B.
a(2) = /2(x) u(ax) © x5 u(3,)
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5i f' est une autre fonction étagdée, de la forme

f'' =2 x5 1Bj’ on a £ + T 21?3 .(xi + X;'-)') 1Bi n B;;) et @

p(f + £') = i‘i’?j (x; + X;)) p (By 0 Bﬁ)

Ta relation (A + p) KA K& p K (X € &%) montre

pl(E £ cpl(f) @ w(£")
. Mais, si £ £f' = 0, on met £ + f' sous la forme
~§)xi 154 +2‘?x'. 1Bj avec BiﬁBj = ¢ des qufa X3 Xy # 0, d'ou

J ;]

wlf + 21) = (@ x; u (By) e@ xy u(By) = u(f) @ u(£)
i J

Ainsi p est convexe, croissante et semi-additive sur &,

A ls mesure p, associons la mesure p' & valeur dans
C(\KE), en posant p'(B) = C(p(B)), B c . sur g0 OB &
p'(£) = ¢(u(£)) et 1'égalité A X @ p K = (A + p)K, valable pour

X ¢ C(J{O), montre que la fonctionnelle p' est positivement linéaire

sur £+.

En reprenant le raisonnement classique (par exemple,
in Neveu, proposition 1I-3-1), on montre que p(f) est l'unique
‘fonctionmnelle convexe, croissante et semi-additive sur £+ vérifiant
“(1A) = p(A) pour A €D, et que de plus ijOuit de la propriété de
continuité monotone séguentielle : fnT f ou fn{,f dans @+ entraine

p.(fn) - pu(f) dens Ko

Puis (en suivant par exemple Neveu, Prop. II-3-2) on

étend p & 1'espace J+ (stable pour ) des limites supérieures
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f = limfrfn des suites croissantes dans &7 . On pose pour cela :
p(f) = lim p(fn) dans \Ké (cette limite existe, puisqu'il s'agit d'une
suite croissante) ; on vérifie gue u(f) ne dépend pas du choix de la

—

sulte fnT f, et que 1l'application p : j+ - ~ﬂ% ainsi définie est
croissante, convexe (positivement linéaire, si p prend ses valeurs
dans C(J{O)) et vérifie la continuité monotone pour T : ﬁnT f dans ;}+

entraine p(fn) - p(f) dans J{o. Enfin, le lemme de Fatou reste valable.

Si une suite f dans .j+'est mzjorée par un g € ¢j+ tel que p(g) # w,

on a 3

p (lim Suf £ ) D 1im p(f)
p (lim Inf £ ) < lim p(f))

En particulier, si la suite fn € j; est majorée par un
g € j+_awec I(g) # w et converge ponctuellement vers f, on a f € :L

et p(fn) - u(f) dans JKé.

Supposons maintenant que E soit L.C.D. et muni de sa
o-algébre borélienne gﬁ. Soit En une suite croissante de compacts

“couvrant E et p une mesure o-finie pour les E , & valeur dans JCO.

‘Pour 9 € @;, le support de ¢ est contenu dans un En’ et u(yp) =J/§ d p

est dans Q%.Cette intégrale définit we application croissante et convexe
de fzéans M;(donc continue, d'aprés prop. 1) dtailleurs semi-additive,
comme on le vérifie immédiatement. I1 s'agit donc d'un63{6~intégra1e I,
et on a p(p) = I(9) pour ¢ e Cr. Cette ,%%—intégrale se prolonge
ensuite sur @Z :)J+, et nous noterons encore I ce prolongement (qui

prend ses valeurs dans le compactifié y%ﬁ). I1 reste a montrer que I
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coincide avec p sur 3+, et, en particulier, que 1l'on a p(B) = I(1B)

pour B & D,

Pour celi, supposons d'abord la mesure p finie (u(E) compact).
: + . +
Pour tout g & ®g’ on peut trouver une suite ¢, € €y avec ¢, te.
I et p vérifiant la continuité monotone T, on en déduit u(g) = I(g),
: 2 oid % + | +
et I elt p coincident sur @é. Pour k € @, on peut trouver ¢, € C,

avec cpn\l' k, et la continuité monotone ¢ montre que I et p coincident

~encore sur c‘@z;. Soit, maintenant, £ & @3. Par définition, on peut trouver

+

une suite kn croissante dans @11; et une sulte = décroissante dans @g

avec k < f « g et lim I(kn) = I(f) = lim I(gn) dans $C . Mais les
. - + : N
suites k et g, ont des limites dans J*, soient k M E y gy VEL, dtol

£, £y € 9" et f, & T & £l Par continuité monotone, il en résulte :

O’

w(t) = I(£) = L(2) = I(£}) = (L)

En particulier, si f € 3+, on a p(f) = I(f), et u coincide

avec I sur 34_.

Si p est seulement o-finie et finie sur les compacts, on
vérifie que le résultat subsiste, par continuité monotone, en prenant
les restrictions de I et de p & une sulte croissante de compacts couvran

E. Finalement :

Proposition 11 - S1i E est un espace L.C.D. muni de sa c-algebre

borélienne N , btoute mesure p o-finie sur B 3 valeurs dans "%o

telle que w(K) € S pour tout compact K C FE est associée de manidére

unicue & une S —Intégrale I vérifiant p(B) = I(1B) pour B € 5 )
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et réciproguement. Il y a donc identité entre l'ensemble des intégrales

des mesures p de ce type, et l'ensemble des pseudo—intégrales semi-

additives I : & - S . Te prolongement de I coincide sur CI, avec

1vintégrale de la mesure L assooiée, et pour tout f & @+, on peut

frouver £, L] dans J+_avec £,-£ f ££! et p(f ) = I(£) = p(£f'), Enfin

I est positivement linédaire (donc & valeurs convexes) si et seulement si

la mesure b associde est elle-méme & valeurs convexes.

Corollaire - Toubte mesure p o~finie sur (E,gb) finie pour tout compact

posséde la propriété d'approximation :

VBe®, p@) =1lin {(pK), K €5(B)}
K B

pa—

(I1 s'agit de la limite dans JKb de la famille filtrante croissante
des p(K), K & 3B). En effet, soit A cette limite dans &%. On a
A cu(B). Soit I la .ﬁé—Intégrale associée & p, et k une suite
. At . _ B
croissante dans & avec k & 1g et lim I(k,) = I(1g) = n(B).
Soit £, = 1imTk, € J, la limite des k. On a aussi u(B) = I(£,) = p(£,)

Soit enJ'O une suite de réels >0, et K les compacts de E définis

par

La sulite croissante 1Kn admet une limite fé dans j+. Mais
1Kn majore 1g, done aussi f_, sur K ; on a done 1z 2 f) » T, d'ou
p(B) = I(fé). Mais I(fé) = lim p(Kn) dans Jfo, donc p(B) < A, et

1'égalité p(B) = A en résulte.
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V - Familles & {1 parsm®tre croissantes pour > dans ~H%

~ Soit B(MA), A » O une famille croissante pour ¥ dans S,
v
_clest-a-dire vérifiant (B(A) © B(u))® B(A) pour A = p. On a vu

(Note Gst n°® 100) gque la régularisée & droite BY(A) d'une telle

famille est représentable & l'aide d'une intégrale S.M.

+A
BY()) = B(0) @/ d B(x)

+0
A toute fonction ¢ € G%{(Bf) continue & support compact

sur la demi-droite enclidienne, on peut de méme associer 1l'intégrale
S.M,

(24

1(9) = 0(0) B(0) ef 9(x) d B(x)

+0

On vérifie que cette fonctionnelle est croissante, convexe
et semi-~additive. C'est donec une J{O—intégrale. Désignons encore

par B la mesure & valeur dans J{O associéed I, mesure qui comporte

1'atome B(0) en x = 0. On a par conséquent :

1(9) = /o) Blax) = B(g)
et de méme :

() = [ 1[5,07 Bax) = B([o,A])

BT(A) © J\é‘ﬁ 2/1[11,?\] B(dx) (b &)
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Les enveloppes convexes des BY()), soient C(A) = C(B*(A)),
forment dans G(SQQ une famille croissante pour 4 , et la mesure C
associée (& valeurs convexes) est la mesure définie par C(A) = C(B+(A)),

A 655, dont l'intégrale est positivement lindaire et convexe.

Il existe effectivement des mesures & valeurs non convexes.
Par exemple, B € 9% désignant un compact non convexe, prenons X € B
et posons :

L) =9 B (p € Cy(E)

Plus généralement, soit x;5 1 € T un ensemble fini ou dénom~
brable et sans point d'accumulation dans E, et Bi’ i &€ I des compacts

de .ﬁé. Posons :

(a) I(p) = & o¢(x;)B; (o e @)

iel

Cette fonctionnelle I est croissante, convexe et semi-addi-
tive, C'est une \%%—intégrale, & valeurs non convexes si les Bi ne

sont pas convexes.

Enfin, on peut munir 1l'ensemble I (E, &%) des mesures sur

E & valeurs dans .%5 de la topologie vague, qui est la topologie la
moins fine rendant continue l'application u - (p — 5{0) de JH dans
l'espace @1(G%j, 9%) des applications continues de Qj; dans .ﬁg. Une
sulte by € Dl converge vaguement vers la mesure p € JCsi pn(@) converge

vers p(9) pour tout g e(:;.
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Dtailleurs, si la suite p, (p) est convergente pour tout ¢ e-@;,
posons ple) = 1lim pn(¢) : p est nécessairement une mesure, car on
vérifie immédiatement que p est croissante, convexe et semi-additive

(donc continue, d'aprés Prop. 1).

oi W, converge vaguement vers p, on a :

u(g) = Lim p,(8) (g € @)
WO D 1T () (e )

et ces conditions nécessaires sont manifestement aussi suffisantes.

En prenant les limites vagues de suites de mesures discretes
du type (a), on pourra obtenir des mesures 4 valeurs non convexes de

structure plus compliguée.

A chaque mesure sur RY et & valeurs dans 3% correspond la
famille & un paramétre croissante pour 4 définie par :

4\
'B(A) -——/ u(dx)
o]

On 2 vu qu'il est possible ainsi de construire des familles
B()A) non convexes, par exemple en prenant pour p une mesure discrete.
Mais, dans ce cas, la famille B(A) n'est pas continue. On voit ainsi

se poser deux questions :
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- Toute famille B(A) croissante pour / et continue est-elle dans 0(5{0)?

~ Dans la négative, toute famille B(A) croissante et défivable est-elle
dans 0(5&0), et, en particulier, coincide-t-elle avec 1l'intégrale

R.M, de sa dérivée ?

La difficulté de ces problémes provient, en partie, du fait qué
le théoréme de Radon~Nikodym ne se généralise pas aux mesures & valeurs
dans 5{0; On le voit déja en notant que si p' est l'enveloppe convexe
de y, p'(B) c K _ entraine n(B) c K., sans que pourtant p(dx) puisse se

mettre sous la forme f£(x) p'(dx).



