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T'éouation B @ B = 2 A, et les demi-groupes continus dans S

1°/ Ta, topologie myope sur X

Dans ce qui suit,-ﬂ»désignera la famille des ensembles
compacts non vides dans l'espace euclidien R™. Nous munirons Y de
1la topologie myope, dont les ouverts sont engendrés par les pariies
de la forme {K € X, X c B}, B ouvert, et {K € X, K “ K}, B € X,
On sait que cette topologie est localement compacte de type dénom—
brable, et coincide avec la topologie définie par la métrique de
Hausdorff. Rappelons également le critere de convergence dans A8

Critére de convergence. Une suite Kn converge vers K dans X si et

seulement si elle véririe les trois conditions suivantes :

- 1 - les Kn sont contenus dans un compact fixe,
- 2 - Pour tout x € K, on peut trouver umne suite Xné;fgn
convergeant'vers x dans mﬁ‘
. = 3 - Toute suite X, € Kh‘ a ses valeurs d'adhérence dans

k e K.

Ce critére permet d'établir la continuité de l'addition
de Minkowski (déf. : K® K' = {k + k', k € K, k' € K} et de 1'homo-
thétie (déf. : AK = {A\k, k € K}, A réel)

Proposition 1 - L'application (K,K') - K ® K' de X x ¥ dans K
et 1'application (A,K) - AK de R x3X dans S sont continues.

Vérifions, par exemple, la continuité de la premidre
application. Soient Kn et K'n deux suites convergeant dans JT
respectivement vers K et K'. D'apres la condition 1, les compacts



Kn et Kﬁ sont contenus dans deux comﬁacts fixes Ko et Ké , donc
les compacts Kn ® Kﬁ sont contenus dans KO ® Ké € X, et la suite
K & K! vérifie 1L - Montrons qu'elle vérifie 2 - En effet, soit
x=k+ k', avec k € K et k' € K'. Il existe (critére 2-)

(e e - ' .
k, €& K et kﬁ € X} avec k = ket ki = k'. Donc la suite

. ) - | - - 3 s "
kn + kﬁ € Kﬁ ® Kﬁ converge vers k + k' = x, et la condition 2 est

vérifiée. Enfin, soit x_ € K_ ® K' une suite convergeant vers
: Y Mk T

un point x. Pour tout k, ona x_ =17y +y! avecy € K et
’ . Ny 0y Cony 0y

. . £ 3 1
yﬁk € Kﬁk. Les yﬁk, ¢tant contenus dans le compact fixe KO ® KO

ont une valeur d'adhérence yé, et Vo = X - yé est alors valeur

dtadhérence pour la suite Yy o D'apres 3 -, on a vS € K' et
k

Yo € K, donc aussi x = Yo yé €K @ K'y, et la condition 3 est

vérifiée : la suite Kn ® K£ converge ver K & K',

Nous désignerons par C(K)bl'enveloppe convexe de K € X

et par C(X) la famille des compacts convexes dans R". C(¥) sera
toujours muni de la topologie induite par celle de ST,

Proposition 2 — L'application K - C(X) associant & tout oompact K son

enveloppe convexe C(K)estume applicationcontinue de X sur CG(X).

En effet, soit Kn une suite convergeant vers K dans X,
et Ko un compact fixe contenant les Kn (critére 1). On a
C(Kn) C?G(KO), et les C(Kn) vérifient le critére 1. Soit x € C(X).
Ce point admet une représentation de la forme

Xom My Xy 4 oeee H A X, Xy €K, A P O Ziy\i=1



Pour chaque i =1, 2;

s ee 5 kK, soit Xn(i> € K une suite
convergeant vers x. (critére 2). Tes x. =Y A. x (i) appartiennent
i n- 4"

by

a C(Kn) et convergeant vers x. Par suite, les C(Kn) vérifient la
condition 2. Si maintenant E est un demi-plan ouvert contenant X,

on a KnC: E pour n assez grand, diapres la définition de la topologie
myope, donc aussi C(Kh) C R. 81 x est une valeur d'adhérence pour
une suite X, € C(KIl , X €8t donc contenu dans le demi-plan fermé

E. Mais C(K)k: EQK.E9 et par suite x € C(K). Ia suite C(Kn) vérifie
donc aussi la condition 3, et converge vers C(K), ce qui établit la
proposition. '

Corollaire — Lg famille CG(X4) des compacts convexes est fermée dans K

En effet, X ~+ K et K = C(Kh) entrainent X = lim C(Kn)zC(E
dtapres la proposition.

- En ce qui concerne la .soustraction de Minkowski (déf.
AeB= (A° @B)° ) rappelons que l'application (K,K') -» K © XK' de
Ax X dans K U{P} n'est pas continue, mais vérifie la propriété
suivante '

(BeK)oK=B, BEOCK), KEX , ¥ = (~1)K

de méme, 1l'homothétie vérifie la propriété

AB® uB = (A + p)B, BECK), A0

Ainsi, compte tenu de la Proposition‘1, la famille
B, = AB (B € C(X) ) comstitue, pour A » O, un demi-groupe continu

&4 un parametre (deft : B}\+u = BK ® BH’ A= p=>B - BH dans R).

A




2°/ Garactérisation des demi-groupes continus & un paramétre

Nous dirons qu'un compact A € 5 est indéfiniment
divisible si, pour tout entier n, il existe un Bn €Y avec

A = Bﬁn (la notation g0 représente la somme de Minkowski de

n termes égaux & B).

Théoreme 1 - Un compact A est indéfiniment divisible si et seule—

ggnt si 4l est convexe.

n
En effet, si A est convexe, on a A = (%A) d'aprés

s propriété de 1l'homothétie rappelée & la fin du premier paragraphe.

Inversément, supposons que pour tout n il existe B e X

avec A = B . On a ev1demment nB C A, Etant contenue dans le
" compact A, la suite n P admet une valeur d'adhérence B C A dans K.
Désignons alors par Cn OO, et CA les enveloppes convexes de Bn’

B, et A.
Montrons CA = C . En effet, pour n et k entiers, on a
n Bnc: A = Bi.;k ck Ck’ d'olr n C,Ck Ck’ et l'inclusion inverse

étant vraie aussi, 1'égalité n Cn =k G = C,. Mais cette égalité
passe & la limite d'aprés la proposition 2, d'ol Co = Cye

Montrons maintenaﬁt CO C A. Soit x € Co, et :
r

une représentation de cet élément. Soit aussi n, B, une suite

partielle convergeant vers la valeur d'adhérence k

B, de la suite n B, . Pour chaque i =1, 2, ...,r, il existe



(criteére 2) une suite y_ (i) € n, B convergeant vers x..
ny k n. i

Choisissons alors des entiers N(i,k) > 0 vérifiant :

. . N{dL,k
EZIN(l,k) =n, , Lliu = A
T k X . i
et posons
1\ . .-
===/, N(i,k) y, (i)
e T T Ty
éBnk
On a Xy c Bn = A, et cette suite converge vers x.
k

Donc x € A, et GO C A,

Les relations Coc: A C:CA = CO que nous avons établies
montrent que 1l'on a A = QA’ ce qui démontre la convexité de A.
(Remarque : les Bn par contre, ne sontlpas obligatoirement convexes,

mais on peut toujours les remplacer par leurs enveloppes convexes
¢, qui vérifient n C, = A).

Corollaire. Dans (X), tout demi-groupe continu & un parametre est

formé des homothétigques AB, A > O, d'un compact convexe B € C().

On a déja vu que les AB, pour B € C(50), forment un
demi-groupe continu., Réciproquement, soit BA’ A2 0, une famille
vérifiant la relation de; demi-groupes BK ® BH = Bk+p' Cette
relation donne Bx = (B)) " done BK est indéfiniment divisible,
et les Bk sont tous coﬁVexes, d'apres le théoréme. Pour n et k
entiers, la relation des demi-groupes donne alors

BA =n B\ = % B kA . S1 le demi-groupe est de plus continu, il
n n



en résulte p Bh = Bhu pour tout réel p » 0, et, pour A = 1,

celd domnne BH = B19 ce qui démontre le corollaire.

%3°/ ILE PREORDRE > (B EST PLUS SYMETRICUE QUE B'). DANS C(5t)

Nous dirons que B est plus symétrique que B' dans C(¥0),
et nous poserons B > B', s'il existe un A € [0,1] tel que B soit
égal, & une translation pres, & A B' @ (1-A) Br. Désignons par T
‘1'équivalence de translation (B v C si B est égal & C & une tran-

slation pres). Ainsi :
B> Ble—s Bt (AB' ® (1-A) B') (A €[0,1])

On vérifie sans peine que la relation » est reflexive
et transitive : c'est un préordre. Nous désignerons par = 1'équi-
valence associée au préordre = (B= B! si B» B! et B'» B), et
nous dirons que B et B' ont méme symétrie si B = B'.

PROPOSITION 3 — Deux éléments B et B' ont méme symétrie dans C(X)
si et seulement si ils sont €gaux & une translation et & une

transposition pres, autrement dit :
' v
B=3B'¢&= B1B' ou B 1B
Pour démontrer la proposition, posons d'abord un lemme

LEMME | ~ Pour B € X , B' € C(%) et A € [0,1], la relation
B=ANB® ({-\) B' entraine A = 1 ou B = B'.




En effet, supposons A £ 1. Montrons d'abord B < B!.
Soit B € B. Formons par récurrence les représentations
B = Aby +(1-A)b} et b, 4 = Ab, +(1-A)b} avec b, € B et bi € Bf.,

On en déduit B ='?\n"brl + B avec‘bniﬁ B et Bﬁ:@—x)b%+(1mx)hbé T e

A2 by

‘B! étant convexe, on a B! € (1-A"™)B'. Comme B et B'
sont Compacts,»xnbn tend vers O pour n - oo, et ﬁﬁ coverge vers

un élément de B'. On a donc pE€B', et BCB',

Montrons maintenant B' < B. Soit b' € B, et B un
élément arbitraire de B. On a AR + (1~A)b' € B, d'ol aussi :

A[AB ¢ (1=0) '] + (1=A)b' = A%B + (1-A2) b' € B

et par récurrence A" + (1-A"™)b' € B pour n entier. Lorsque n tend
vers 1'infini, an.tend vers O, puisque B est compact, et (1 = Kn) b!?
converge vers b'., On a donc b'€&€ B, et Bt © B : le lemme est

démontré.

. Démontrons maintenant la proposition 3. Si B= B', on
peut trouver deux nombres A et p dans [0,1] avec :

. v . v
Ba(hB'® (1-A) B' ), B' v (pBe (1-p) B)
On en ddduit :

B=(ph+ (1=p)(1=A) ) B & (A(1=p) + p(1-1) B @ {n)

pour un h € R". Te lemme montre que 1l'on a : ou bien B = 3 3 une



v
translation prés, c'est-a-dire B 7 B, d'ou résulte aussitdt B! 7 B ;
ou bien A(1-p) + p(i-A) = O : dans ce dernier cas on a soit
v ;
A=u=0, et B'" 7B, solt A =p=1, et B' 7 B.

PROPOSITION 4 — Ia relation > est fermée dans C(X), autrement dit,
si deux suites B1 et C convergent vers B et C dans C(K) en vérifiant

£

_ﬁ_>-0 pour tout a, on a B »=C.

En effet, pour tout n il ex1ste alors A € [0,1] et un
vecteur b tels que B, = A C @ (1~Kn) C ® {h }. D'apres la

condition 1 de convergence, les Bn et les Cn sont contenus dans un

Vv
compact fixe K, et 1l'on peut toujours supposer X = K et K convexe.
Dans ces conditions, on.a aussi :

. v v
Ay C, @ (1-)\) C,C A, K@ (1-r,) K=K

c'est-a~dire B &{-h } ¢ K. On en déduit h € 2 K. On peut donc
extraire de*{hn} une suite partielle hy, convergeant vers un
élément h de R™, puis, de la suite Ay, extraire une suite partielle

convergeant vers A € [0,1]. Il suffit ensuite d'appliquer la Prop. 1
pour obtenir B=A C & (1 -A) ¢ e {h}, c'est-a~dire B > C.

PROPOSITION 5 — Tout élément B € C(5U) admet un plus grand majorant

pour > & savoir son symétrisé % B ® i i E'ensemble des éléments

maximaux pour > coincide avec l'ensemble des éléments symetrlque
(déf. : A est symétrique si A = A)




A = % B & % B est plus symétrique que B par définition.

Si B' ¢ C(5) est un élément plus symétrique que B, on a -

B'gs(A B ® (1-2) ﬁ)pouru1k<5[0,1]. B' ® B' est équivalent &

AB@® (1-A) BOAB® (1-A) B=B@®B =24Ad'oh A>3B', et

A est bien le plus grand majorant de E. Tout majorant A' d'un
é1léments A symétrique vérifie donc A'»> A et A» A', clest-a-dire
A= A' et A est maximal pour > . Inversement, si A est maximal
péur > , 1l est équivalent & son symétrisé, donc est lui-méme

symétrique.

THEOREME 2 — Tout élément non symétricue B € C(50) admet pour >
un plus petit minorant M dans C(<) (unique & une équivalence

preés). M est minimal pour > dans CG(C). L'ensemble CB des

minorants de B constitue une chaine (ensemble totalement

préordonné pour » ) fermée dans C(%)

Montrons d'abord que 1'ensemble Cé des éléments
moins symétriques que B est totalement préordonné., Soilent
¢ et Cr € C% deux minorants de B. On a donc des équivalences

de la forme :



y ' ; v
Bz At 0o (1) &, Bz e (1-p) & ar,uteld1]

14
—12-]3 dégizne le symétrisé de B, on en dédult :

1

B=A A& (1-A) C=p A @ (1-u) C' (A=2A"=1 et p = 2p'=1 € [0,1

Supposons, par exemple A £ p. Comme A, C et C' sont
convexes et compacts, la propriété rappelée & la fin du premier

paragraphe entraine

Beard =(1-A)0 = (1-p)C' @ (*‘M)A A

Mais A & 1, pﬁisque B ntest pas symétrique. On a donc

_ A-p peh oy 2=pmh A%
0= 4 O @i A =5y O @5 O

et par suite C » C' : CB est donc une chaine. Ta proposition 4

montre immédiatement que CB est fermé dans C(%).

- I1 reste & vérifier que B admet un plus petit minorant
M€ CB (qui sera par le fait méme un élément minimal pour > dans

C(%0) ). Considérons pour celd le sous—ensemble Cg C (}; des éléments
C € CB contenant l'origine O : le saturé de C% pour l'équivalence

de translation 7 coincide avec CB’ et i1 suffit donc de montrer que
C)g contient un plus petit élément (unique & une équivalence = pres).

Tes relations
. ’ .Y 11'
OEC,B:AC@U—MC@{h}Z‘hEIR,?\E'.[O,ﬂ

> v . v
(équivalentes & C GCE) entrainent B® B = C® C =2 A, et C T 2 A.



r

Mais dire'que tout C € C% est contenu dans le compact fixe = A
aignifie que Ci% est relativement compact pour la topologie'myope,
L'ensemble C% filtrant pbur > admet donc dans C(Q une valeur
d'adhérence M. Pour tout C € Cg, on peut alors trouver une suite Cn
Gans \jg yérifiant C Gn et convergeant vers M dans C(). La Prop. 4
donne ensuité. C 3 M, ce qui entfaine M e C%, et montre que M est

1

T

plus'petit minorant de B dans C% (donc aussi dans le saturé

de C’% pour = , qui est %).

COROLLATIRE -~ Désignons par JYill'ensemble des éléments de C(30 minimaux
pour > . Tout B € C(¥) non symétrique admet une représentation

nécessairement unigque (& une équivalence preés) de la forme

v
B=AM® (1-A) o, Medo , Ae[0,4], A#

"ol M est le plus petit minorant de B. Un é1ément symétrique A € C(&0

admet toujours au moins une représentation de cette forme, mais cette

" représentation n'est plus nécessairement unigque (sauf si A=M est

lui-méme minimal, et dans ce cas, A= %)

Pour tout élément minimal M € X, appelons diametre
v . . ——
(M, M) de C($7) le saturé pour = de l'enveloppe convexe (au sens
. v
de Minkowski) de {M, M} dans C(%), c'est-a~dire la famille

v . v )
(M, M) = {B, =AM& (1-A) M, A e [0, 1]} (M € o)
v
Bn particulier, si M € Y est symétrique, (M v M), le
4 v ' . A 7z z Ve
diametie (M, M) se réduit & la classe modulo ¢ de 1'élément sSymé-
trique M. La proposition suivante présente sous une autre forme

les résultats précédents



v
PROPOSITION 6 -~ L'espace C() est réunion de ses dismdtres (M, M),
MeX-  Tout diametre est fermé, convexe au sens de Minkowslki,

totalement préordonné pour » et contient un plus petit élément -

of

(M lui-méme) et un plus grand élément (le symétrisé % M @ - 1)

n

uniques & une .équivalence = prés. Enfin, si deux diamdtres sont

distincts, leur intersection est vide ou réduite & la classe

modulo = d'un unique élément nécesssirement symétricue.

4°/ T'EQUATION B ® B = 2 A

Cette équation n'admet évidemment de solutions que si
v

A = A, ce que nous supposerons toujours : A lui-méme est alors une
solution, ainsi que ses translatés, D'apres le paragraphe précéddent

1'ensemble C, des solutions est composé des éléments B moins

2

g

symétrigue quéfA (vérifiant A > B). On vérifie sans peine que C:A
est stable pour les translations et les transpositions (saturé
pour =), convexe au sens de Minkowski, et fermé dans C(§0.
D'apres la Proposition 6, on Voitvque l'ensemble Ck des solutions
est la réunion des diamétres (M, M) passant par A, et que toute

solution non symétrique (c'est-i-dire non équivalente & A) appartient

\

& un et & un seul de ces diamétres. En général, il existe plusieurs,

et méme une infinité de diamdtres distincts passant par A : 1l'ensemble

des solutions n'est pas totalement préordonné, et contient en général
une infinité d!'éléments minimaux M € Y minorant A. Vérifions le dans
le cas de l'espace euclidien & deux dimensions.

Cas de l'espace & deux dimensions.

Dans le plan, un ensemble convexe compact B est caracté-
risé, & une translation prés, par la mesure s(da) dont liintégrale
donne l'abscisse curviligne s(a) des points de la frontidre de B en
fonction de la direction a de la normale positive. la mesure s(do)



i
It
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doit &tre positive et vérifier la condition :

27

(1) - f e 1% g(aa) = 0

0

qui exprime que-le contour de B est fermé. Inversement, & loutbe
mesure positive s(da) sur le cercle unité vérifiant la condition (1)
correspond un et un seul élément B € C(§0) & une translation pres.

On peut donc identifier 1l'espace gquotient C(¥0) /v & 1'espace des
mesures positives sur le cercle unité véritfiant la condition (1),
et, en particulier, munir C(()/tv de la topologie vague, qui est
compacte (puisque, le cercle wnité étant compact, la condition

(1) définit un sous-espace compact de l'espace des mesures & suppoert
sur le cercle unité). De méme, on voit que le sous-espace de C(1)/v
constitué des mesures s admettant un périmetre 2&-:/\2TE s(da) donné

o 2, o)
est vaguemenéécompact.

81 s est une mesure discréte concentrée en n points, B es%
un polygone convexe & n cbtés. Il en résulte, en particulier, que
l'ensemble des polygones convexes est vaguement dense dans C{()A.

o1, au contraire, la mesure s est absolument continue, sa densité
R(«¢) est le rayon de courbure. B

On vérifie sans peine que l'addition de Minkowski et
l'homdthétie ont pour images l'addition ordinaire des mesures
s(da) et la multiplication par un scalaire (pcsitif) : si s et s!
sont les mesures associées & B et & B' € C(50) /7, et A wn réel

positif, les mesures associées & B @ B' et & AR sont s + s! et As.
En particulier, l'addition de Minkowski et 1l'homothétie sont des
opérations vaguement continues. -

Tes deux fonctiomnelles de Minkowski, (l'aire S et le

périmetre 2¢) s'expriment en fonction de la mesure s associde 3




-1 -

B € C() /7 : on trouve

21 . o 2T Q
S(B) = /n' sina s(da)d/nsinﬁ £(aB) =V/p cosq s(da)J/qcosB s(ap) .
Yo ' 0 | 0 0
| Sn
2o (B) = s(da)
i

(les deux expressions de S(B) sont compatibles & cause de la
condition (1) ). Ia fonctionnelle 22 est linéaire et vaguement
continue. S est quadratique, et on.vérifié (en raisomnant sur la ‘
mesure produit s(da) ® s(dB) portée par l'espace compadt [O,Zn]z)
que S est, elle aussi, véguement continue.

Ie préordre > : la relation B » C se traduit par :

(2) SB(da) = A sc(da) + (j—h) sc(n+da) . kx ¢ [0,11)

(On en déduit aussitdt Que deux éléments comparables ont le méme
périmétre). Inversement, cherchons & quelles conditions un B € C(¥)
donné, défini par sa mesure sp, admet un minorant C, défini par sa
mesure s_. Adjoignons 4 (2) 1'équation relative au transposé B, qui
est :

(21) 'sB(n+da) = A Sc(n+da) + (1=)\) sc(da)

[

De (2) et (2!') résulte alors :

(3) (2 A1) sc(da) = A sB(da) - (1-=\) SB(n+da)



._.15“.

On peut toujours supposer A > % (quitte & remplacer

E ou C par son transposé). Distinguons deux cas

a/ B 1n'sst pas symétrique. (SB(da) £ SB(n+da) ). Pour A > %

la formule (3) détermine la mesure s, : s, vérifie la condition (1)
en méme Gtemps que Sp5 et il existe effectivement un minorant C 4 B

associé & s, pourvu seulement que la mesure s, soit positive, c'est-
3-dire que l'on ait pour tout « € [0,27w] :

'SB(da)>.1%A sg (m+da)

On retrouve ainsi le fait que les minorants de B cons-
tituent une chaine et 1'existence du plus petit minorant.

v/ B est symétrique. Pour A %-%, la seule solution possible de (3)

est s, = sg. Mais, pour A = %, le premier membre de (3) s'annule,

et s, n'est plus déterminée. Examinons donc directement & quelles
conditions 1'équation (2), qui s'éerit ici :

(2) s5(da) = 5 (s,(da) + s,(mda) )
admet des solutions acceptables. B étant symétrique, on a SB(da) =

sB(n+da), et, d'aprés (2"), la mesure s, est obligatoirement de
la forme '

(31) ' sc(da) = sB(da) + m{da)
‘avec une mesure 1 vérifiant :
(4) n(m+do) = - n(da)

\

Inversement, pour une mesure 1 donnée, la mesure 8,
définie par (3') convient si et seulement si elle est positive



U..'§b...

et vérifie (1) : on aura donc autant de minorants de B que l'on

pourra btrouver de mesures n vérifiant (4) et les deux comditions

' T R
(a1) o fem n(da) = 0
A o '
(4 Inl < s

Par exemple, supposons que B admette un rayon de courbure
RB(a), c'est-a~dire SB(da) = RB(a) doe, et supposons aussi qu'il
existe b > 0 avec b < Inf{RB(a),.m ¢ [0,2n]}. Dtapres (4"), la mesure
n admet nécessairement une densité n(a) avec Iﬂ(a)lééﬁaB(a). Si llon
prend alors

n(a) = b sin(2k+1)a, ou nla) = b cos(2k+1)a

(k entier positif), la mesure n(a) do vérifie (4), (4') et (4"),
et l'ensemble convexe C défini par son rayon de courbure

Ry(da) = Rp(a) + b cos (2k+1)a (ou +b sin (2k+1)g)

vérifiers bien C @ =2 B. Comme les différentes solutions dorres—
pondant & k =1, 2, ... sont lindairement indépendantes, les ensembles
C ainsi obtenus ne seront pas comparables entre eux : 1l existe donc
effectivement une infinité de diameétresde C(T) passant par un

é1lément symétrique B. '

Exemple : les minorants du disque unité.

Si B est le disque de rayon unité, défini par son rayon
hd
de courbure constant R (a) = 1, les solutions Cde C @& C = 2 B

correspondant & des mesures 7(a) do dont les densités n(a) sont de
la forme '
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cQ
n(a) = zi:.[ak cos(2k+1) + by, sin (2k+1)a]
1’\.: l N .

vérifiant donc (4') et (4), et sont de plus soumises & la condition
(4") 5 qui s'éerit ici :

[n(a)] < 1

I1 est facile de construire effectivement cet ensemble C
en coordomndées cartésienmnes : il suffit de résoudre les équations :

%% = - [1 +'n(a)] sin o , Q% = [1 + nla)] cos «

_ Par exemple, en prenant n(a) = a cos 30 , |a| ¢ 1, on
obtient un minorant particulier du disque, dont 12 contour a pour
égquations :
cos 2 o (1 - cos 2 q)

x(a) = cos a +

1l

o

cy(a) = sin o +

o

sin 2 « (1 + cos 2 a)
et qui présente 1l'allure suivante :

/
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