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NOTE GEOSTATISTIQUE n°® 98

R T s T s S i, T i T g 2 o 1 et T o T e T et T e T

L'ESPACE VECTORIEL M DE MINKOWSKI

Je me propose, dans ce qui suit, d'identifier l'espace
localement compact CO(ﬁJ des convexes compacts de RY contenant
1torigine O & un cone & convexe & base compacte d'un espace vecto-
riel topologique : il y a méme deux manidres de procéder a cette
identification, selon que l'on choisit coume espace vectoriel
topologique € (8) (fonctions continues sur la sphere unité 8 de R™
muni de la topologie de la convergence uniforme ) ou l'espace de
Hilbert L°(
tats pour démontrer que les seuls ensembles aléatoires convexes

S) — Dans une derniére partie, j'utiliseral ces résul-—

conditionnellement invariants par érosion sont les polyeédres

poissoniens.

1 - Le CbOne convexe G

A tput compact convexe - A € 00(50 nous pouvons associer
la fonction ry définie sur la sphdre unité S, représentant le
rayon vecteur rA(w) de la podaire de A pour chaque direction
w € S. Clest une fonction continue positive sur 35, soit
Ty € ¢+(S). Nous désignerons par ® 1'image de Co(&o dans C (89)
pour cette application A - Ty Il est clair que cette application
est bijective et constitue un isomorphisme pour COC%) muni de
1'addition de Minkewski et ® muni de 1'addition ordinaire
(A ® A' a pour image T, + rAﬁ), et aussi pour la multiplication
par les scalaires positifs (A A - A Ty si A% 0). 6 est donc un
cOne convexe, COmMME COCXJ.



Dtautre pard, GO(MQ est un espace localement compact
pour la topologie myope (identigue & la topologie engendrée par
la métrique de Hansdorff). Cherchons 1l'image dans R ge cette
topologie. Si d(A,B) est la discance de deux compacts A et A!
dans C (%), on a '

a(A, A') & e AC A" ®B_ et A'C A& B

Bs désignant la boule de centre O et de rayon e. Mais cela

équivaut 2

Sup —r () | ¢
. Eps I rA(w) T, (w) L L€

Ainsi, la topologie myope sur R coincide avec la
topologie induite par la topologie de la convergence uniforme

sur € (S). Pour cette topologie,él est localement compact, et

constitue donc un cdne convexe fermé & base compacte.

Caractérisation de R — Nous désignerons par (w1, w2) ltangle

¢ de deux directions w, et w, dans R™, et par cos(w1, w2)+ la
fonction égale & cosp si cosg » O et & O si cosg & O.

Proposition 1 - Toute foriction r 66{ admet une représentation de la
forme
(1) r(w) = nggI T cos(w,wi)+ S%p ry & o

pour une famille (r;, w;)

, T. €R,, w;, €5, et un ensemble
ieT i +7 L

d'indices I que l'on peut toujours supposer dénombrable ~ et

inversement toute fonction de cette forme est dans @
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Bn effet, si Aj, j € J est une famille d'éléments a2 C_(X),

la fonction Sup Ty ‘représente la podaire de l'enveloppe convexe
J e d )
fermée de la réunion des Aj‘ Comme' cos(w, wi)+ représente la
podaire d'un segment unité dtorigine O et de direction.wi, Toute
fonction de la forme (1) est dans R. Inversement, d'apres le
théoréme de Krein et Millmann, tout convexe compact A es?t
l'enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux, donc Ty admet
une représentation de type (1), (r,

€

, wi)xdésignant les coordonnées
polaires de ces points extrémaux. Il suffit d'ailleurs de se limiter

& une famille (ri,wi), i¢ I constituant une partie dénombrable dense
dans l'ensemble des points extrémaux de A.

Corollaire. Le cone convexe R est un demi-treillis complet pour Sup

2 - L'espace vectoriel topologique M CI@(S)

Désignons maintenant par M l'espace vectoriel engendré
paxr @V, ou espace vectoriel de Minkowski : M est l'ensemble des

fonctions £ € @(8) de la forme f = r — r' avec r et r' dans R .
Clest donc un sous-espace vectoriel (algébrique) de € (S). Nous
désignerons par Mc 1l'espace de Minkowski muni de la Topologie
induite par la convergence uniforme : Mo est donc un sous-espace

(topologique) de € (S). (Nous aurons l'occasion de munir M d'autres
topologies). Bien que @ soit fermé dans € (8), nous allons voir

gue Mo est dense mais non fermé dans dz(S). Posons d'abord un
lemme important, qui nous sera utile par la suite. Nous désigne-—
~rons par @2(S) lt'espace des fonctions deux fois continument

différentiables sur la sphére unité muni de sa topologie habituelle

(une suite f, converge vers f dans @%(S)\si £, et ses deux pre-
miéres différentielles convergent uniformément vers f et les
différentielles correspondantes). - ‘



Lemme 1 -~ Pour tout f € @E(S), on peut trouver une constante C telle que

r =f + CE€ R. De plus, la constante C = C(Ff) peut &bre choisie de

maniere a constituer une fonction continu de £ pour la topclogie de

L 5).

Donnons d'abord la démonstration dans le cas élémentaire
de l'espace & 2 dimensions. S est ici le cercle urnité, et les

w € S sont repérés par leur angle polaire w e [0, 2n]. On vérifie
sans peine qu'une fonction =r e'ﬁg(S) est dans R =i et seulement

si elle vérifie
r+ 1"y 0

Si donc f est une fonction de @Z(S), il suffit de
prendre

C = O(f) = - Tnf ~ (f(w) + fn(m)
w e

pour avoir f+ C € R. Ia continuité de C(f) dans ¢2(S) résulte
ensuite de )

— Inf (£ + ") ¢ Sup |Ff| + sup [£v]

Dans le cas général de l'espace R™ (n > r), la démons-
tration reste substantiellement la méme, bien que la simplicité
en soit masquée par quelques complication d'!'écritures.

Soit %t (i et tout indice latin = 1, 2,... n) les
coordonnées contravariantes d'un point de R™ dans une base ey dont
le tenseur fondanental est gij = <€, € >, et soit Uy les

, J
coordonnées covariantes d'un point w € S.



Soit maintenant y* = y“(ui) (o et tout indice grec =
1, 2, oo n=1) un systéme leccal de coordonnées sur la spheére
unité utilisable sur un voisinage d'un point Wy 3 la sphere
entiére est couverte par un nombre fini de tels voisinages.
Soit enfin f une fonction dg @E(S), Cherchons l'enveloppe dans

R™ du plan 4d'équation Uy xt = £(w).

i et £ sont des fonctions des ya,

et les coordonnées x- du point de contact s'obtiennent en résol~

Au voisinage de Wy, U

vant le systeme

(a)

1

Pour résoudre ce systéme (a), notons que dans Eﬁ, X est

de la forme
X:L:ful-l-hi

j_ Ve . .
avec un vecteur h™ vérifiant :

(b)

Ta premiére relation indique que ht est de la forme

nt o gt 4P 05 U
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En substituant dans la seconde relation (b), on obtient :

i _
tﬁ,g 0, Uy 0, u. = Ga f

B 7J

NMais le tenseur métrique de la sphére unité S est
justement : '

= gtd :
=g 6@ u; O U

Yap B J

Par suite, on a P = ba f, c'est-a-dire

YaB
. (x N
t5=YBaaf

et finalement :

i .. i3 _ap
(e) 4 xT = fu + g ? oyt éaf GB Uy

: i . . .
Ie graphe de x~ est convexe si et seulement si

1

u, & x & 0 au deuxieme ordre en § y pour toute variation

i ;
des y%, De § £ = & (uy %), on tire :

uy o) Xi =& £ ~ X; § ui - 8 Xi ) uy =

ay® ayP (% baB f - % x* 6&5 u; ~ 9 uy o xT)

B

Mais en différentiant (a), on a aussi :
~ i i
0 f =090, x ba w, + X 5“5 U

of B 1 . i

dtou finslement

-y & Xy o= % ay® dyﬁ 65 xT 0, uy =7 dxy dui



Evaluons donec 4 Xy dul en tenant compte des relations

5 .
uidu =0

(a)

v ui +AyocB ui =0

of

qui expriment : la premiere que.ul est un vecteur unitaire de Rﬁ‘;
la. seconde, que S est une sphere de rayon umité (V est le symbole
habituel de dérivation covariante). Partons de :

dxT = fdut 4 urdf+dnt
Compte tenu de (d), on aura :
i i i
dui dx— = f d uy du + d uy d h

Mais hi = tB 65 ui et

atP o, ul + P v ot ay®

B o

oy
oy

}_!.
it

et, compte tenu de (d)

ant

atf og ut - ut y g tF oy

puls :
du. ant = atf du,; 9 u'

or tF = y*F o_r, daron atf = 4*F v

08 T dyé, et :

i _4 op ' : -
dusdh™ = y"" g ¢ 68 uy GB ut dyé dy~

"

Yep ay® ay® = v_, £ ay® ay®

“



Ainsi

L gt L oav® avB :
(e) 5 dx” du, = 5 dy Ay (£ Yop V&B )
Cette relation (e) généralise exactement l'exgpression

2(r + r") obtenue dans le cas & deux dimensions, et le raison-—
nement se poursuit comme dans ce cas simple : on peut toujours
trouver une constante C telle que le tenseur :

(£(0) + 0) vug () + Vg £(0)

soit défini positif sur S, et la plus petite constante
= C(f) telle que cecisoit réalisé sera une fonction continue
de f pour la norme

Sup ( £( % By £, f4 @ BRY v £ )
up w .+'Y o . B + Y Y aB alB!

De ce lemme nous allons déduire certains résultats
concernant l'espace de Minkowski.

Proposition 2 - L'espace de Minkowski Mo est dense mais non fermé

dans C (9

En effet, d'aprés le lemme, M, contient ¢E(S) qui est
déja dense dans € (S) pour la topologie de la convergence '
uniforme. Mais 1'inclusions M, ¢ C(8) est stricte, et M, n'est
donc pas fermé dans C(S). En effet toute fonction r 661 possede
en tout point sur la sphére S des dérivées directionnelles finies
-(par exemple, sur le cercle, une dérivéed droite et uredérivée a
gauche) et toute f €,MC possede donc 1a\méme propriété : mais ‘

¢ (S) contient des fonctions qui ne vérifient pas cette propriété,



par éxemple, dans le plan, la fonction r(w) dont le graphe en

coordonnées polaires serait le suivant (dérivées infinies aux

points w =k 5 ).

3 —~ Caractérisation de R 5 1'aide de mesures de Radon ”

Désignons par Mle dual de € (8), c'est-a-dire l'ensemble
des mesures de Radon sur € (S), et par @ 1lensemble des mesures
A & X telles que ’

Vvre &, / AMdw) r(w) » O
- "’S .
D'aprés le théordme de Hahn-Banach, le cbne convexe
fermé . coTncide avec 1'intersection des demi-espaces fermés qui le
contiennent. On voit donc, inversement, qu'une fonction r <~_> € (8)

est dans B si et seulement si elle vérifie

VA e &, /A rw) 0
' S}

Toute mesure positive est dans 6{*, soit 311+.C R* Mais O’L%
contient nécessairement des mesures non positives (sinon, @l
lui-méme coinciderait avec l'espace @4_(82 des fonctions positives
sur 8, ce qui contredirait la proposition 2). I1 est facile de
donner des exemples
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* . . »
Fxemple de mesures A\ € R non positives —~ Soit AT une mesure

positive, ef §,, la mesure de Dirac placée en w, € B. Considérons
1z mesure (non positive)

(2) ' A=a AT - By,

Pour avoir A € ﬂf} i1 faut et il suffit de vérifier :

(21) : a U/PA+ (dw) r(w) » r(w,)
' S

pour toute fonction r de la forme (1), (prop. 1). Mais

‘ +/
), > Sup r; U/ph (dw)cos(w,w;)

;/pk+ (dw) Sup ry cos(w, w
. ’, y S

i
g ‘ i

et d'autre part :

r(wo) = Sgp r; cos (woi mi)'+

C e
Donc, on aura A € B si et seulement si pour tout

+
a u/rx (dw) cos (w7 wi)+ > cos(wo,wi)+
9

donc, en désignant par % S(wo) la demi-sphere d'axe W si
et seulement si :

cos(w,, wi)

}/ SU.
w; € i S(wo) J/}+ (gw)oos (w, wi)+

{2") a
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Ayant choisi un a vérifiant (2"), 1'inégalité (21) sera
vérifide pour tout convexe compact et prendra une signification
isopérimétrique.

En particulier, prenouns pour 2t (dw) la mesure dw sur S.

' On a ici n ‘
2 ~
_ oy T2 _
u/n cos(w, wy), dw _t/f Sing d/ dwy 4 = w4
(wn_1 '+ volume de la boule unité de En_1), et (2") est vérifiée
pour :
a »
n-1
Ltinégalité (2') donne alors pour tout w, € 3 :
1 u/pr(w) dw > r(w )
w 7 =70
Il—1 S .
Mais la norme N(A) de A € COQK) est :
N(A) = fr(w) auw
o
. Dol 1'inégslité isopérimétriqgue
(2) N(A) o wy g Taleg)

Exercice : Montrer que 1'égalité est réalisée dans (2"!') si et

seulement si A est un segment d'origine O et de direction W, .
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* . .
A toute mesure M € @ correspond une fonctionnelle
posicivement lindaire (positivement homogeéne et additive) et
continue sux Gi, mais la réciproque n'est pas évidente.

D'aprés Meyer (Probabilités et potentiel, page 273) on peut
seulement dire que +toute fonctionnelle positivement lindaire

et continuesur @A est limite uniforme sur un compact de R®

(par exemple la poule unité de @) de fonctionmnelles lindaires
sur (é(S) représentables par des mesures continues. Mais cette
limite ne se prolonge pas nécessairement sur C(8). Contentons .
nous d'un résultat plus faible, qui concerne les fonctionnelles

croissantes et nous sera utile plus tard.

Proposition 3 - Toute fonctionnelle positivement linéaire croissante

et continue sur @ admet sur € (8) un prolongement continu unigue
de la Fforme d/ﬁk(dw) f(w) pour une mesure posive A sur S.
S

Soit ¥(r) une fonctionnelle positivement lindaire,
croissante et continue sur ®. D'aprds le lemme 1, nous pouvons
la prolonger sur @Q(S) en posant :

¥(f) = ¥(f + Cf)‘f Ce v(1)

ol Cf est la constante (continueen f dans @2(8) ) introduite

dans le lemme. Nous obtenons ainsi une fonctionnelle positivement
linéaire sur @2(5), d'ailleurs positive, pulsque ¥ est croissante
sur . (f + Ce € R et Ceo € = ¥(£f) >0 sif > 0, donc croissante.

Elle est d'ailleurs linéaire (car 0 = ¥Y(f - f) = ¥(Ff) + ¥(-f) ).
Enfin elle est continue sur @2(3), d'aprés le lemme, & cause de
la continuité de Cfo I1 s'agit donc d'une distribution positive

sur éé(s). Mais on sait que toute. distribution positiﬁe se pro-
longe d'une manidre unique par une mesure positive sur € (8).



I
NS
H

4 — Ti'espace M de Minkowski ordonné par le cdne convexe (1

Munissons M de la relation d'ordrek=‘définie rar :
£8. 1 si f-fre @

Entre éléments Tps Tpr € R associés aux compacts A, A

de G (X) cette relation signifie

Ay AY si IBEC (%) : A=A' @B

(autrement dit A& A' si A est ouvert selon le compact A')

T1 est important de savoir si COQKJ est ou non un
treillis pour cet ordre & , autrement dit si deux éléments
gquelconques A et A' admettent un plus petit majorant C = A Y At.
Si cette propriété était vraie, elle signifieralt que tout
compact ouvert a la fois selon A et selon A' est ouvert selon

C=AY A', BEn fait, il n'en est rien, et :

Propdsition 4 - Te cone B n'est pas réticulé pour son ordre propre &

On peut le voir en utilisant deux théorémes de Choquet
(Meyer loc-cit., T. 25, page 282, et T.29, page 285) — D'aprés le
premier théordme, tout élément r ¢ & du coéne convexe & & base
compacte K (K est par exemple 1l'intersection de & et de L'hyperplan

de € (8) défini par Sup |f(w)] = 1 ) admet une représentation
w & S
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comme bharycentre d'une mesure portée par les points extrémaux
de ¥. D'apreés le deuxidéme théordme, cette représentation est
unique si et seulement si le cbne convexe G{est réticulé pour
son vrdré propre. Or, il est facile de donner des exemples de
compacts admettant deux décompositions distinctes a l'taide
d'éléments extrémaux. Ainsi, l'hexagone régulier est somme de
deux triangles équilatéraux et aussi de trois segments séparés

par des angles de 60°.

- NeV = /70\0—

Le théoreéme de Choguet montre donc que le colne R nrest
pas réticulé pour son ordre propre & .

5 - L'espace préhilbertien M. c LZ(S)

Au lieu de munir M de la topologie de la convergence
uniforme, nous pouvons le considérer comme un sous—espace dl'un
espace Lp(S), et le munir de la topologie correspondante.

Pour simplifier nous nous limiterons ici au cas p = 2 (bien

des propriétés gque nous énoncerons se généraliéeraient au cas de
P quelconque), et nous désignerons par ML l'espace de Minkowski M
muni de la topologie induite par celle de l'espace de Hilbert
LE(S), qui est définie & partir du produilt scalaire

Lf, 8> = /f(w) 2(w) dw
S

Ia restriction au cdne convexe @.de cette topologie
permet de définir le produit scalaire de deux ensembles convexes
compacts A et B par la formule



<a,BY = fr(0) wle) d
S

De méme, M et B pourront &tre munis de la topologie
induite par la lopclogie faible de LZ(S) - gue nous appeilerons

encore topologie faible sur M ou sur R .

Ies deux lemmes suivants nous aiderons & caractériser

ces ‘topologies.

Temme 2 — L'intersection du cdne convexe R et de 1a boule unité
de 1l'espace de Hilbert LQ(S) est bornée pour la topologie de la

" convergence uniforme

En effet, soient A € co(x), r, son image dans R et

~

p=5Sup 1,(w)
w e S A
Soit w, un point de S avec o = rA(wo) : le point de

coordonnées polaires (p, wo) est extrémal pour A, et on a :

rp(w) > pocos (wy wy),

Par suite, la norme |[A] de r, dans LZ(S) vérifie :

2 2 2 "D
14112 5 02/ coste, w)? aw = 6, p

1
§S

avec une constante Cn qul dépend uniquement du nombre n des

. . : « o n ‘ s
dimensions de lt'espace euclidien R : explicitement
~ T

2

C. =
n

Pof—

®n ‘ ° n-1

u/p c0s(w, wo)? Ay, ij/\cos?@ Sinﬁmz@ dg U//\ dwﬁ_1=
: - - |



£ \/?z: , dtol

Ainsi, la relation |[A]| ¢ 1 entraine p £ V =

le lemme.

Temme 3 - Deux éléments A et B de C (AK), distincts de {0},
vérifient < A, B> » 0, avec égalité si et seulement si

A et B sont deux segments d'origine O et de directione OPPOSCES.

Bn effet, si le point de coordonnées polaires(p, wo),
p.% O est dans A, on a rA(w) > p cos (w, wo)+,et v, est strictement
positif sur la demi-sphéere ouverte d'axe Wy

Proposition 5 ~ La topologie induite sur le cbdne convexe @_par la
topologie faible (ou forte) de LZ(S) coincide avec la topologzie
myope '

En effet, la topologie myope, c'est-a-dire la topologie
de la convergence uniforme est plus fine que les topologies forte
ou faible de LQ(S). Inversement, soit r une suite d'déléments de (L
convergeant faiblement vers T e'LZ(S). La suite Ty est bornée en
norme dans L2(S), donc (lemme 2) bornée pour la topologie myore.
R étant localement compact pour cette topologie, on peut trouver
une suite partielle 1y, convergeant uniformément vers une limite
r ¢ R, mais celd implique que la suite T, elle-méme converge
fortement (et, & fortiori, faiblement) vers cette limite r ¢ R,
et démontre 1lt'équivalence sur R des trois topologies.

Gorollaire 1 — L'intersection de R et de la boule unité de LZ(S) est

compacte pour les 3 topologies.

En effet, cette intersection est bornée dans R vour 1a
topologie myope, d'apres le lemme 2, donc compacte pour les 3
topologies d'apres la proposition;
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Corollaire 2 — Soit A € C (), et ﬂ" la variété lindaire de L (S)
définie par < F, T, v= IIAJ‘ . L'lntercoctlondlfﬁTr est compacte

dés que A est distinct de {0} ou d'un segment de dr01te d'origine

0. Bn particulier, le cbne coavexe Ffermé L admet des bases

compactes dans LZ(S)

En effet supposons gu'il existe une suite Bn dans
C, (K) avec

ch, my5= (1P et [Im,l] =

B
La suite TTEETT est relativement compacte dans R
: 1
(corollaire 1 ) et admet dans R une valeur d'adhérence B. Ia

B 2
. A ,
relation ¢ A 2> = +%~l+T entraine alors £ A, B> =
’!IBn[ ‘ Bn !

Mzis celd est impossible, d'apfés le lemme 3, si A n'est pas
un segment d'origine O.

Proposition 6 ~ L'espace M. estddehse mais non fermé dans 1'espace
de Hilbert L,(8)

Celd résulte 1mmed1atement des inclusions € (S)CI]M(: C(s)
du fait que @»(S) est dense dans T (q), et de Q(S)GZ L (S)
strictenent.

Cette structure hilbertienne sur ﬂ.pemmet d'établir faci-
lement des théorémes d'existence, et de définir des indices &
signification morphologigue.
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6 — Applications

Ia norme 1[A{|2 = u/nrA(w) dw sur C (0 est invariante
S
par rotation, mais non par translation. 81 h est un vecteur de R™
de module |h| et de direction Wy, , le translaté A ®{h} a pour image
dans @ A(w) + || cos (w, wh) 8i (w g Woy see W ) sont les

directions des vecteurs €15 Cpyeee € d'une base orthonormée
de Epy tout vecteur h est de la forme

h =Zhie
avec hy = |h| cos (wifwh)f et par suite
|h| cos(w, W) = 3 hy cos(w,wy) = |n| 3 cos (w,yws)cos(wysu, )
. i - i : .

Ainsi, les fonctions |h] cos(w,wh) forment un sous-espace

de M de d¢men81on n, pour 1equel les n fonctions cos(w, W )
constltuent une base. Compte tenue de

n/2
h/pcos2(w, wo) dw = w, = _~3Lu_?r.
1

Wn

on voit méme que les cos(w, wi) forment une base orthonormée

de ce sous- eSpace N[ C M associé aux translations. En effet,
. pour tout vecteur h de R , On a

wnA[h|2 = |h|2 u/\cos(w,wh)2 dw = EZ; hyh, \/@os(w,wi)cos(w,wﬁ)dm
5 ) *2d 5 )



Dtou :

'(cos(w,wi)? cos(w?wj)? = W, 613

-Tout élément £ € M se décompose donc de manisre unigue

- sous la forme

avec f € M et f € M - orthogonal de MT : 1'élément £ est le
'translafe ae f de norme minimale. Le rapport entre |]fil2 et ||f

]
oll
est le meme qu'entre le moment d'ordxe deux E(X®) d'une V.A. et la

variance D° (X) = E(X ) -~ (E(X)) , avec ici

ey 12 = 112112 = 112,11

Nous pouvons dire que M* est l'espace des éléments
centrés de M, et la norme [[foll de la projection dans Mi
dtun £ € M est la norme centrée (minimale sur l'ensemble des

translatés de f) de cet élément.

1

“n

‘de M_, il n'y a aucune difficulté pour déterminer la projection
T

Comme les cos(w, wi) forment une base orthornormée

fT de f dans MT (ctest-a~dire la translation minimisant la norme)

on a

n
fT(w) R Z:: h; cos(w, w;)

Ver s
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En'particulier :

12,11 =Y ng :3;- (42, cos(ww;)>)”

i

Indice de symétrie propre

(o]

De méme, considérons dans L°(8S) les deux sous—espaces
orthogonaux EO et E1 constitués respectivement des fonctions
paires et des fonctions impaires, et soit'ﬁb et 'ﬁ} leurs
projecteurs

v
T £

e
H
._l_
H<

M f==3 31T1f=

o

Pour 3A.é.ﬁ_associée 4 A é,CO(K), on trouve

S rA=T12‘ (ry + ) f-Tq ry =3 (ry = )

Ainsi, la projection de A € G (X) dans le sous espace
des éléments symétriques de M est le symetrlse % A® L e C () .

On peut donc définir l‘indioe de symétrie propre de A &€ COGL)

comme le cosinus de 1l'angle ¢ de A et de son symétrisé

v

A® A
A

Tndice d'ellipticité ¢t de sphéricité. On peut de méme considérer

noj—

CoBp =

le sous—espace [ de E o constitué des ellipsoides centrés en O,
et L'axe D des boaleb centrées & 1i'origine, qui est un sous-espace

unidimensionnel de C.
A tout A € CO(%Q correspond donc

P . 21 v
— Sa projection A = 3 A ® A dans B
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-~ sa projection AC dans {, qui est aussi celle de Ao,
c'est-a-dire 1l'ellipsoide le plus proche en norme de
A ou AO.

~ sa projection A&B sur l'axe des boules, quiest la
boule la plus proche de A, de A  ou de AC'

Tes décompositions :

HAHE = Ty =y 17+ i1
Tl = 1y = vy 117+ 1Al ®
[l 11% = [z, - r [ g 12

permettent ensulte de définir des indices naturels pour la symétfie
- propre, l'ellipticité et la sphéricité.

7 -~ Caractérisation des convexes aléatoires invariants

par érosion

A titre dtapplication de ce qui précede, montrons que
les seuls ensembles aléatoires p.s. continus en O et condition-

nellement invariants par érosion sont les polyedres poissoniens.

a/ Relation des demi-groupes

Soit A un ensemble aléatoire de R™ fermé et p.s. convexe,
que nous supposerons de plus p.s. continu en O (P(0 € A) = P(O ¢ Ay,
Nous allons étudier A conditionnellement sous l'hypothese 0 ¢ A, |
et nous désignerons par P (au lieu de PO) les probabilités corres—
pondantes. La continuité p.s. se traduit donc par la relation :

(3) PO € k) =1



N
no
I

Ta loi de pfobabilité de l'ensemble aléatoire A p.s.
convexe et contenant le point O est entitrement définie par la
famille des

P(BC 4) = B(B), B € C (%)

Nous dirons que A est conditionnellement invariant pour

les érosions si, ¥ B' ¢ CO(MQ, la loi conditionnelle de 1'érodé
A © B' prise sous l'hypothése A © B # ¢ est identique & la loi
initiale. Il en est ainsi si et seulement si pour tous
Bet B€ C (%) |

P(B@ B'C Al A®B'=¢) = P(B) |
autrement dit si les P(B) vérifient sur CO(KJ la relation des
demi-—-groupes ‘
(4) P(B ® B') = P(B) P(Br)
b/ Exemple des polyedres poissoniens

Soit A(dw) une mesure positive sur la sphére unité S de R™.
Sur- chaque demi-droite de direction w implantons des points
poissoniens de densité A(dw), et menons par ces points les hyper—
plans perpendiculaires & la direction w. La probabilité pour
qutun B € CO(KO ne soit rencontré par aucun de ces hyperplans
est : . B
_ 1éprB(w)k(dw)
(5) B(B) =€

Cette relation (5) caractérise le polyédre poissonien
le plus général., Si A(dw) = A dw est la mesure invariante par
rotation sur S, on obtient des polyédres poissoniens isotropes.
81 la mesure A est_symétrique (A = X) on optient des polyedres

poissoniens (conditionnellement) invariants par translation :
ils correspondent 3 une partition stationnaire de R™ en polyedres

poissoniens. En désignant par DB(&) = rB(w) + rB(—w) le diamdtre
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de B dans la direction w, ces polyedres stationmnaires admettent
la loi : '

1 f oy
p(B) = € 5 % A(dw) DB(w) (o X)

Ces polyeédres ne sont pas isotropes en général. Par
2 . .
exemple, dans R°, si la mesure A est ccncentrée sur les points

T . o . . Az
k 5y On obtient un rectangle poissonien dont les cdtes sont
paralleéles aux axes de coordonnées.

¢/ Continuité de P(B) pour la topologie myope

lontrons que la condition (3) de continuité p.s.
et la relation (4) des demi-groupes entrainent que P(B) est
continue sur C (ﬁ) pour la Lopologle myope. En effet, soit K
une suite convergeant vers K dans C_ (W) et B,_ la boule fermee
de centre O et de rayon €.

- Pour n assez.grand, on a Kn(j X @ B8 et (4) entraine
P(Kn) > P(K @ BS) = P(X) P(BS)
Lin P(K ) 3 P(k) Lint (B, )
€-0
Mais, d'aprés (3), Lim?® B(B.) = 1, d'oh :
fin R(x) » (K)
~ Mais, de méme, pour n assez graﬁd, Ke kh‘@ B8 entraine

P(K) > P(Kn & BS) = P(Kn) P(Bg)
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d'ou cette fois

Lim P(K,) & F(K)

Par suite ?(Kn) converge vers P(K), ce qui établit la
proposition . '

d/ Ia fonctionnelle ¥(B) sur CU(K)
Posons :
(6) ¥(B) = - log P(B) (B & 0 (%) )

Si 1t'ensemble aléatoire A vérifie les conditions (3) et
(4), la fonctionnelle positive et non décroissante ¥ est additive

(relation des demi-groupes) et continue sur COQ&) (dtapres c/)
pourvu seulement que P(B) ne puisse pas s'annuler sur CO(KJ. Mon-—
trons donc P(B) > 0. Considérons pour celd le demi-groupe continu
& un paramétre AB dans COCKQ ( Ay O ) = P(AB) est une fonction
continue de A, d'apres c/, et la relation des demi-groupes

P( (Ap) B ) = P(AB) P(uB)
donne alors :
(7) S e = (@) )
Or, pour A = 0, la condition (%) donne P(0OB) = P(0 € A) = 1

Par suite, nécessairement, P(B) > O pour tout B € CO(XJ.
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Ta relation (7) montre que la V.A.

A = Sup{r : AB < A}

~A¥(B)
obéit & la loi exponentielle € . BElle montre de plus

que ls Ffonctionnelle ¥ est positivement homogene sur Co.(ﬁ)a

¥(AB) = A¥(B) (A 0)

Ainsi, la fonctionnelle ¥ est positivement linéaire,
non décroissante et continue sur CO(M). Dtapres la proposi-
tion 3 elle admet donc une représentation de la forme

¥(3) = [ry(w) Aaw)
S

pour une mesure positive A (unique) sur la sphere unité 8. Il
suffit de comparer avec la relation (S), caractéristique des
- polyedres poissoniens, pour en déduire la proposition que nous

avions en vue

. Proposition 7 : Un convexe aléatoire fermé p.s. continu en O est

conditionnellement invariant pour .les érosions si et seulement si

c'est un polyedre poissonien.
Y




