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NOTE GEOSTATISTIQUE n° 100

_ Soit A()\) une famille continue & 1 parametre de compacts
non vides de R™. Je me propose de construire l'intégrale de

Riemann-Minkowski df A(N) dn, S (B™) étent muni de 1'addition
a

de Minkowski et de la topologie myope. Par changement de parametre,
on se raméne & la construction de l'ensemble compact

1
T =/J A(N) an € S (R™)

Posons dlabord un lemme

Temme 1 — Pour tout A € K% (R*), la suite % A Converge vers

1'enveloppe comvexe C(A) de A.

Les 1 A@n étant contenus dans le compact fixe C(A),

il suffit de vérifier la convergence dans~f'(R ). On a évidemment

1Tm 1 4% c c(4), et il suffit de montrer C(A) o lim £ A%,

Soit x € ¢(4), et

22 Nh: =1, A, =0, x; €A

une représentation de cet élément. Pour tout n = r, on peut trouver
des entiers N(n, i), avec

S N(n, i)
2 N(n, i) = n , lim —==2—=/= ).
i=

1 ) n n 1
_s N(n,i) 1,80
En posant Xh_—-%? = X, onax, €5 A, et la

suite x  converge vers X, dtol lim % AB 5 o(a).



1
I - Construction du compact I :d/nA(K) aa
o ‘

Soit A(A) une famille continue & 1 parsmétre dans &Qﬁm@).

 L'image de [0,1] par 1'application A — A(M) est compacte dans
jﬂo(En), de sorte que pour A € [0,1], les A()\) sont contenus dans

compact fixe K € ﬁb(ﬁn). De plus, la famille A()A) est uniformément

continue sur le compact [0,1], de sorte qu'a tout € > 0 on peut
associer un n(e) avec

(1) - Ml = nle), A, A € [0,1] = a(a(n), 2(0")) s e

4 désignant la distance de Hausdorff dans K_(R™).

Soit s une subidivision X, = 0 £ X, £ eee < X, = 1 de

1
1'intervalle [0,1] et [s| = Sup {[x; - x;_¢l» 1 =1, 2..n} son
module. A tout choix = = (51, 527"€n) de points g. € [Xi_1, Xi],
associons le compact
n
) i=]
et désignons par js la famille des Is(g) pour tous les choix

possibles des gi.

a/ J, est compacte dans l'espace L.C.D. H;(Eﬁ)

Comme les IS(E) sont contenus dans le compact fixe C(KO),

il suffit de montrer que JS est fermé dems K . Soit donc
= = (5,0, £,(0,..0 £ (1) )

une suite de choix possible du vecteur = tels que les By = IS(E k)

convergent vers un compact B. Comme chacun des gi(k) appartient a
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un intervalle compact, on peut trouver ume suite partielle kj telle
o) 0 o}
que les 'ij convergent vers un vecteur =, = (51, 52,.. gn)

constituant encore un choix possible de =. La continuité de @
montre ensuite que les Bkj convergent vers Is(tzo). On a donc

B = IS(:EO) € js et JS est bien fermée dans 5.

b/ Pour |s

< n(e), le diametrs de J_ est < ¢

si |s| = n(e), pour deux choix =, et =, du vecteur =,

les relations (1) entralnent pour chague 1

A(g;) - A(Zi) ® B A(a.i) = A(EJJ ® B,

8’
dtou 1lton tire, par exemple

n 1 n j2)

I ( '::1) = . ©

n * 2
=B, ©® (,@1 (x; = x3..) AEL)) = I (=,) @ B
1=

et la relation réciproque, d'ou résulte bien :
(I, (=), I,(=,)) =«
Considérons meintensnt l'ensemble S des subdivisions

de [0,1], qui est filtrant pour la relation + (81 - 8, si s, est
plus fine que 82).

¢/ Montrons gue la famille filtrante J, s € S converge dansg 3{(%0)

Pour tout S € S, et tout ghoix possible de = , on a
I(=) c ¢(X,), donc Jg 7(C(Ko))" ) ot 1a famille J , s € S est



-4 -

c
donc contenue dans le compact fixe V(C(Ko)) de l'espace &((&%).

I1 suffit donc de montrer que cette famille vérifie le critere
de Cauchy pour la distance de Hausdorff & dans &((S%).

Soient s ét s!' € S deux subdivisions de [0,1] avec s = s',

— —_—

| . . .7 by
= et = deux choix possibles des vecteurs = assocles a 8 et s'.
Pour |s'| = n(e) (donc a fortiori aussi |s| = n(e)), on vérifie
comme en b

1,(=) c I,.(=") @ B, I, (=" c I,(Z) @ By

donc, dens J(O
(1, (=), I(=") ) = ¢
et par suite aussi, dans KX (Rg) :

6(38’ js|) £ €

Soient alors s € S avec |s,| s e, et s et s' deux

subdivisions guelconques plus fines que s . On a :

s.? 78 So’ js') < 2

et la famille filtrante Us’ s € S vérifie bien le critere de
Cauchy. Comme elle est contenue dans un compact fixe de\ﬁl(&%),
elle converge donc vers une limite J eS(QKO).

a/ Cette limite J € K(K) est constituée d'un unigue ¢lément

I G'Kﬁ’ gque nous noterons

]
I:f(A(x) aa
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I

Celd résulte aussitdt de b/, puisque le diamétre est

vne fonction continue pour la topologie myope : le diametre de J

est nul, et on a donc J ={I} pour un I € A, -

e/ A toute subdivision s € S associons (de manidre quelconque)
Alors, la famille filtrante

~un choix :%Sdu.vecteur'z.assooié.

IS('E%), s € S converge vers I dans 5{0.

Fn effet, cette famille est contenue dans le compact

fixe C(KO) donc admet une valeur d'adhérence J dans 5{On Mais

IS(E;S) € Js’ et la famille filtrante js’ S € S converge vers

d = {1} dans H;(Hg). On a donc nécessairement J € § , c'est-a~dire

J

li

Convexité de 1'intégrale R.M. -

I. Par suite, la famille IS(::S) converge elle-méme vers L.

Adinsi est achevée la construction de 1l'intégrale de
RIEMANN-MINKOWSKI. D'aprés e/, on peut en particulier écrire

(%) I =V/pA(k) drn = lim

1 k
n A(E)

Plus généralement, 1'intégrale sur un intervalle [a,D]

stobtient sous la forme

1

d/ﬁA(x) an
(0]

pour des subdivisions

choix gquelconques des
relation dtadditivité

= lim @ (Xi—Xi_1) A(gi)

|s|—-o i

< x, = b de module|s|, et des

_1). En particulier, on a la



b c

C
L A(N) da @A A(AN) an =£ A(N) d} (a <D < c)

De méme, si A(A) et B(A) sont deux familles continues,

on vérifie sans peine
b b

b .
(4) / A(N) @ B(A) ax =/ A(N) an @3/ B()\) A
a Vg, '

a

Théoréme. L'intégrale de Riemann-Minkowski prend ses valeurs dans

C(Hg).'Plusgprécisément,Apour toute famille A()\) continue dans ﬁ%,
on g :
b. b
f A(N) aa =/ c(A(n)) an € c(S) (a < b)
a 2

Posons d'abord un lemmue,.

Temme 2. Si A(MN) = A € 8 est indépendant de A, on a :
b
/A(x) an = (b-a) ¢(A) (a < D)

a

En particulier, pour une famille B(A) continue dams K et A.E"R%,

on a .

b ’ b
5 A B an = (b- C(A B d
(5) /3' @(Mx(a)()@fa (\) an

Te premier énoncé est une conséguence immédiate du Temme 1 e
de la relation (3). La relation (5) résulte ensuite de la relation

(4).

Soit maintensnt A(A) une famille continue dans 5{0,

et C(A()N)) la famille (continue) constituée des enveloppes comnexes

des A(A). Il faut montrer gque l'intégrale I vérifie :
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| |
I s[ A(A) ar =[ C(a(n)) dar

(i1 en résultera aussitdt I € C(S{O),'puisque C(}%) est fermé

dans S{O). Posons, pour n entier > O, et o<k <mn :
' k/n
I (n) = A(N) an
k=1

e

n

d'ol résulte :

o J.(n)
I = o J. (n
k=1 £

Soit € > 0, et n(e) le module de continuité uniforme

figurant en (1). Pour n vérifiant : % > nle), on a :

e L, Bl an) cald o3, A < A @ B,

4

On vérifie sans peine que 1'intégrale de Riemann est

croissante pour <. On a donc, pour A € inl k

= n]’ compte tenu

du lemme 2 :

g cdcad) ed s =1 (3 ecaE)

1 C(A(%)) 1B e J(n)

Prenons la somme de Minkowski dé ces relations. I1 vient :

(1- 6 s cB o (e o))
e 1 e eoq B n
n
1 k
< 2 n c(a(3)) € B @I
_

(B boule fermée de centre O et de rayon €).

e :



Pour n tendant vers 1'infini, on en déduit, d'apres (3)

1 .
IcB @‘é' C(A(N)) an

1
/ C(A(M)) dh c B_ @ I

Il suffit alors de faire tendre & vers 0 pour obtenir :
1 .
I =f c(a(n)) an

Te théoréme est démontré.

Proposition 1. Une famille & un paramétre de compacts convexes
des A(MN)

A(N) eC(KO) est continue si et seulement si les images Ty

dans le cdne convexeﬁvérifient :

a/ Su Sup rx(w) < o pour tout intervalle fini |a,b]
A€ fa,b] w € S,

b/ Pour chague w €S, l'application A - rk(w) est continue.
b

L'intégrale I =/ A(N) dr admet alors dans @ 1'image
r; définie par : a

' b
(6) r(w) =/€; r, ()

La condition a/ est nécessaire, car la famille continue
A(N), A € [a,b] est compacte dans CC%b), donc contenue dans un
compact fixe. La nécessité de b est évidente. Inversement,

si a/ et b/ sont vérifides, soit A, Uune suite convergeant vers
Ao De a/ résulte que les A(r,) sont contenus dens un compact
fixe. Soit alors A une valeur d'adhérence dans &io de la suite

A(N. ), et T, son image dans @.. De b/ résulte r, = r donc
n A A ko,



A = A(xo) et la suite A(An) converge elle-méme vers A(ko).

| T1 est alors immédist que 1'image dems B de 1'intégrale I
est donnée par (6).

Remarque 1. Plus généralement, si p est une mesure & support compact

sur la droite réelle, on peut associler & toute famille continue
-A(M) € C(Hy) 1l'intégrale

T ='J/“A(x) p(an) ec(x)
définie par son image dans @{ :
rI(w) =~/frx(w) p(an)
(il suffit de prendre une suite de mesure by a4 supports finis

convergeant étroitement vers p pour s'assurer que T est bien

dans @,).

Remarque 2. L'intérét de 1'intégrale de Riemann—Minkowski -est 1ié au

probldme suivent, qui se pose lors de la définition des granulo-
métries : caractériser les femilles B(A) & un paramdétre A = O dans
K, telles que A = p entraine que B(\) est ouvert selon B(u)

(7) CB(A) = (B(A) © B(y) @ B(p)

clest-a~dire B(A) croissante pour & (A% B si Ag = A)

Si A(MA) est une famille continue dans 540, et ¢ € K un
compact quelconque, la famille :
A .
(8) B(A) = C @J/’ A(N) ar (A = 0)
0
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vérifie, pour A =2 p ¢

A
(8") B(A) = B(p) @f A(0) ax
3] L

donc, virifie la condition (7). B(A) n'est pas forcément conVexe
(& cause de la constante arbitraire C ¢ CCKO)).

Mais cette constante C ne Jjouant pas un rdle essentiel
'on-pgut prendre C = {0}, et la famille B(\) est alors dans O(&%).
Elle est évidemment continue en A, d'apres la proposition
ci-dessus. Elle est méme dérivable en A, comme on le déduit de (6).

En sens inverse, on peut se poser la question suivante
& quelle condition une famille B(\) croissante pour P dans J{O
est—elle de la forme (8), et, en particulier, est-elle comvexe

& une constante preés C € Ko e

Si B(\) est de la forme (8), pour A = p, on a, d'aprés (8)
et le théoreme :
A

B, © B =uén c(a(n) an € o(K))

I1 en résulte, d'apres ce qui précede, que les dérivées
3 droite et & gauche '

ar B(A) = lim 4 o3
an B —E»i% T (Bh+e x)
& 50 - i L (5 o}
T B(A) = lim - (Bk ® By ¢

E~+0

existent et coincident. Nous désignerons par Bh leur valeur

QlIQ-'
>)

commune, ici égale & C(A(N)) :
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&5 5, = 00 € 0%,

Cette dérivée est de plus continue en A.
Ces conditions sont évidemment nécessaires pour qu'une

famille B(A) posseda.nt la propriété (7) soit de la forme (8). Il
reste & voir qu'elles sont suffisantes : celd découlera immédiate-

" ment de la proposition 2 ci-dessous.

11T -

Mesure sur R & valeur dans C(“Ko>

Considérons d'abord les applications positivement
linéaires de (ﬁ (R) dans C (S{O (espace des ovoides contenant
1'origine) :Ldentlfle 5 (L . A toute fonction positive a support
compact f € CCJ{ (R) est ainsi associé une fonction r(f) € 6, et,
pour tout w sur la sphdre unité S, le nombre rw(f) . A w fixé,
la fonctionnelle rw(f) est positivement linéaire et continue. I1
existe donc une mesure positive sur R, soit rw(dk) avec :

(9 ry(0) = fr a0 £

et cette mesure posséde la propriété : (w - rw(f) ) e@,
¥ ¢ (Bj{ (R). Bn désignant par A(Ff) 1l'ovoide associé & cette
application w - rw(f) , on peut écrire (9) sous la forme

(9') A(E) :fA(dm £(0)

et définir ainsi une mesure A(d)\) & valeur dans C (S'() : on note
gque toute application positivement linéaire de @H ([R) dans C ()'Y)
est nécessairement de cette forme.



- 12 -

. Soit maintenant f - A(f) une application positivement
linéaire de(ﬁ&;(ﬁ) dans 0(5%) : 1l'ovoide A(f) ne contient plus
nécessairement 1'origine. Parmi les translatés de A(f) qui com-
tiennent 1l'origine, soit Ao(f) celul dont 1l'image dens ® minimise

la norme dans LZ(S). On vérifie sans peine que l'application
A - A est continue dans G(Kg). Adnsi A(Ff) est de 1la forme

A(T) = A (f) @ {h(£)}

avec:Ao(f) =‘/pAO (dan) £(A) pour une mesure Ao(dk) & valeurs

dans co(y%). Le point h(f) représente la translation Ao(f) - A(f).
On vérifie sans peine que h(f) est une fonction positivement.
linéaire et continue de f : il existe donc une mesure (vectorielle)
h = (h1,.. hn) 3 valeurs dams R7, telle que : h(f) =/h(ar) £(a).

Finalement, la forme générale de la fonctiomnelle A(f)
est :

(o) A(T) =‘jFAO(dx) t(A) @ {J/‘h(dx) (A}
ce gue l'on peut écrire symboliguement :
A(T) =~/PA(dx) £(A) ,  A(dr) = A (dr) @ {h(ar)}

Passons maintenant & la caractérisation des familles
B(A) vérifiant la propridtéd (7).

Proposition 2. Soit B(A), A = O une famille & un paramdtre dans

C(¥X ). B(A) est ouvert selon B(u) pour tous \,pn vérifisnt
A=y >0 siet seulement si on a B(A) = B(0) @ " A(dx) & une

o)
translation prés pour une mesure A(dx) & valeurs dans COC§%).
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T1 est clair, tout d'abord, que la propriété de 1l'énoncé
est invariante per tramslation. On peut donc supposer 0 € B(A).
T'additivité de 1'intégrale montre qu'une famille de la forme :
+A

(10) . B(A) = B(0) @f A(dx)

+0

“vérifie la propridté. Inversement, soit B(A) une famille vérifiant -
cette propriété dans CO(HO);.et r()) 1'image dams (R de B(A).

" Pour .A = p, r(A) - r(u) est dans &{, donc, en particulier
r(r) = r(p). Pour tout w € 8, la fonction numérigue r(n,w) est
non décroissante, et 1l existe une mesure rw(dx) telle que

+\
(10") r(Ayw) = r(o,w) ﬁj{; r, (ar)

De plus, pour tout intervalle I, la fonction
w - rw(I) est dens . on en déduit que pour f e(ﬁ; (R), 1a

fonction w ~ rw(f) est encore dans @{, de sorte que rw(dx) est

1'image d'une mesure A(dA) & valeurs dans Coﬁh%) d'ol résulte
la représentation (10).

Corollaire 1 - Pour gu'une famille B(A) possédant dens COLE%)

1la propridété ci-dessus_soit & une constanie pres 1'intégrale de

Riemann-Minkowski d'une famille A(A) continue, il faut et il

suffit qu'elle admette en tout A une dérivée continue, nécessai-

rement dgale & A(N).

Corollaire 2 - Dans J{C, tout demi-groupe B, 4 un paremétre A = 0,

tel que O € Bx‘pour tout A est constitué des homothétigues A B

pour un B € co(go).

En effet, d'aprés le théoréme sur les compacts indéfini-

ment divisibles, les B, sont convexes. On a donc B, € Co(é%).
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L'image Ty de BA dans vérifie rk+u Ty + rp :

s'agissant de fonction = 0, r, est nécessalrement de la forme

A
"rx =xr pour un r €bl.

Remargue': On note qu'il n'est pas nécessaire de supposer la continuité
du demi-groupe ; ou, si l'on préfere, que tout demi-groupe dans -
'Co(hb) est continu. Mais le résultat ne s'étend pas a C(&%). On sait,
en effet, qu'il existe des fomctions h(A) : R, - R™ (non mesurables?
. vérifiant h(A+p) = h(A) + h(p) sans étre de la forme A h pour un

h € B* : pour B ¢ C(h%), la famille

(11) B(A) = A B @{n(r)]

constitue alors un demi-groupe non continu dans C(h%)

Corollaire 3% - Tout demi-groupe non continu dans C(K ) est de 1la

forme (11). Autrement dit, tout demi-groupe dans C(5C) est de la
forme A B, B € C(¥) & une translation preés.

En effet, soit B, un tel demi-groupe, et, parmi les

A
translatés de Bh qui contiennent O, soit Cx 1'élément dont 1l'image
dgens ® minimise 1a norme dens I°(8). On a G, = B, @ {b',}, d'ob
= 1 frsend 1 — 1 p— H
Cray = Brey © {h ?i+u} G, ©C, e (4,70 hp}

Mais les éléments de norme minimale dans(R-forment un

cbne convexe dans Lz(S), de sorte que C, @ Cu est lui-méme de

. . — 1 - t 1
norme minimale., On a donc OK*M CK ® CM et h K+M h A + h "

Comme Ck est dans Coﬁﬁé), le corollaire 2 donne CK = A C pour un

C ¢ CO(&%) et, avec h, = - h! dtol

A A’

B, =2C@® {h

A K}
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gvec une translation h, vérifiant h(r + p) = h(A) + h(uw)

A

Nous avons ainsi caractérisé les familles B(\) vérifiant

(7) dens C(4).

Nous allons voir, maintenant, que toute famille B(A)
dans .&% vérifiant cette propriété admet une enveloppe convexe

c(B(\)) vérifiant encore (7).

' v
Temme 3 — Pour A, B esc, on a C(A® B) « c(a) ©® G(B). Si A est

ouvert selon B (AB = A), On a :
(12)  o(aed) =0 eo(d), ap= (o) e o) e o)

v ¢ N
Fn effet, (A © B) ® Bc A donne C(A © B) @ C(B) « C¢(4),
Y
puis C(A © B) « C(A) © C(B). Ces inclusions deviennent des égalités

si AB = A,

Proposition 3 - Si une famille & un parametre B, dans -k% est

A
croissante pour le préordre » (A & B si Ay = B), les enveloppes
convexes C(Bk) constituent une famille croissante pour », et
admettent & une translation pres une représentation de la forme
+A
¢(B,) = C, @l; Alax) (A 2 0)

pour une mesure A & valeur dans ¢, (7).

' v
En effet, d'aprés le lemme, (BK @ BH) ® Bp = B, entraine

(c(3) e c(d)) o c(3) = c(B)

et il suffit d'appliquer la proposition 2.



met-la dérivée & droite C{0} = {0}, d'oh C(Bx) = C
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Corollaire -~ Si une familie B

, croissante pour > dans 5{0 et

vérifiant 0 € Bh admet en tout A = 0 une dérivée a droite égale

& {0}, elle se réduit & un compact B, indépendant de A.

La propriété est vraie dans Co(ﬁg), d'apres la proposition

2, corollaire 1. Dams I, d'aprés le lemme 3, on a pour A = p :

v v
B, ® B“ c C(Bx) ® C(B“)

Mais(le passage & l'enveloppeconvexe étant continu)C(Bk)ad~
ste d'apres la

v
proposition 3, et C(BK) <) C(BM) = {0}. On a donc B, © %H = {0}, et :

h V4

I1 resterait & étendre la proposition 2 et son corollaire

1 & 1l'space .ﬁb lui~méme, Si une famille BA dans 3% admet une

dérivée continue A()N), on vérifie assez facilement 1l?inclusion
?

B

x © BO(DJf A{N\) dN. Pour montrer que 1l'on a 1l'égalité, il faudrait
O V

Byin © By
——g

établir que les convergent uniformément vers A(A) sur

tout intervalle borné. Si cette propriété est vraie, toute famille

Bx 3 dérivée continue sera l'intégrale R.M. de sa dérivée, et sera

donc convexe & un compact constant preées. Je laisserai provisoi-
rement cette question de coté.

I'intégrale de Stieltjes — Minkowski

Pour montrer qu'il existe dans 5{0 des familles Bx

croissantes ne se laissant pas ramener & des familles
convexes, nous allons en construire effectivement & partir d'une
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intégrale S.M.

" Soit A()) une feamille comtinue & 1 paramdtre et F(A) une
fonction non décroissante de A. En remplagant les Xi~X3_qs gui
figurent dans la construction de 1'intégrale de Riemann, par les
F(Xi) - F(Xi_1), on s'apercoit sans peine que les raisonmements
faits ci-dessus restent valables, et l'on obtient ainsi 1'intégrale

de Stieltjes-Minkowski

b

(12). /; A(N) -AR(N) = éifo g{) (F(z;i) - Flxy_,) AE3)

Mais le lemme 2 ne subsiste plus, en général, et le
Théordme n'est plus valable : 1l'intégrale de Stieltjes-Minkowski

ne prend plus ses valeurs dans CCR%).
+A
Te famille B(A) =d/j A(A) aF(\) est croissante pour ¥
+0

+A
B(7) = B(p) @_[ A(x) a8(x) (= p)
2

|

(ctest-a~dire B(\) ouvert selon B(u)), et les B(A) cette fois me

sorit plus nécessairement convexes.

Par 1l'intermédiaire de 1l'intégrale de Stieltjes, on peut
associer & toute famille A(A) continue & support compact (c'est-a-
dire A(A) = {O} d¥s que A n'appartient pas & un intervalle [a,b].

donné) son intéerale selon une mesure positive p donnée : on
X

prendra F(x) iJ/’ u(dy) pour x = a, et on posera :
a
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: +b
(121) /A(x) plan) = A(N) F(an)

-a
Mais des anomalies vont apparaitre. Par exemple, si une

suite by de mesures converge vaguement vers une mesure |, les

lntegralesg/ﬂA(x)pn(dx) ne convergeront pas obligatoirement vers

/A(?\) n(dn).

Pour le v01r, supposons que les by soient des régularisées

de 1eur limite wvague M9 et admettent des densités f (x) continues,

On montre alors

I, =/A(7\) b, (AN =/fn(x) A(N) A

(la seconde intégrale étant prise au sens de Riemann). Comme la
famille fn(K) A(M) est continue, le théorime montre que I est

convexe 3
T, = [2,00 oa) an e o)

L'image de In dans &iest alors 1l'intégrale de 1'image
r, de c(a(n))
r- (w) =‘/Ff (A) (w) an
In
et la convergence vague de fn(x) dA vers p montre gue In adme’t

une limifte J d'image :

rJ(w) =U/qrx(m) n(aan) e 0
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Mitrement dit

J =fc(A(x)) p(ar) € cit)

La continuité de l1'application A = C(A) permet ensuite
“de vérifier

J =0 (/A(N) u(ar))
T1 suit de 1& que c'est sur C(&%), plutdt que sur 5(0
Iui-méme, que la théorie générale de 1lt'intégration conduira &

des résultats intdéressants.

Par contre, la fonctionnelle positivement lindaire définie

par :

(13) I(A) =/A(7\) n(an)

est continue dens le sens précis suivant : Si une suite Ah(x) de
familles continues & 1 paramétre vérifie les deux conditions

suilvantes

- les An(x) ont leurs supports dans un intervalle fixe [a,b],

c'est-a-dire A (N) = {0} pour tout n dés que A £ [a,D]
. Ay

- les An(x) convergent vers A dans ~k% uniformément en A alors,
on a I(An) - I(4A) dans j{o, comme on le vérifie sans difficulté

& partir des définitions (12) et (12').

On voit ici se poser deux problémes relatifs & S{o :

1/ - Comment caractériser la topologie (plus forte gue la topologie
vague) la moins fine sur l'espace MY ges mesures positives
sur la droite réelle telle que l'application :

" »/A(x) u(dn)
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de OH dans ¢, soit continue pour toute famille A(N) € St
continue & support compact ?

2/ - T'ensemble des fonctiomnelles I(A) positivement lindaires
(au sens de Minkowski et continues dans le sens ci-dessus
coincide-t—il avec l'ensemble des fonctionnelles de la forme
(10) °

Nous n'étudierons pas ici ces questions. Ayant établi
L'existence effective des familles BA croissantes non convexes
dans'~%', montrons que l'on peut associer & chacune d'elle ume
mesure & valeur dans jx . A toute fonction p051t1ve continue

4 support compact dans E, soit f € d?h:(R), ‘associons 1l'intégrale
S.M.

. Y
(14 10 = [26) apto) = un e ey (B e b, )
gl-0 1 i i—1
dont on établit l'existence en reprenant les raisonnements
utilisés pour comstruire 1'intégrale R.M. On montre également
sans difficulté que 1l'intégrale I(f) est une fonctionnelle

pogitivement lindaire et continue sur d}; (R) (si les fn

convergent uniformément vers f en conservant leurs supports

dans un compact fixe, on a I(fn) - I(f) dens St).

On note de plus I(o) = {0}, d'ol résulte aussitdt que I(L)
est croissante pour ll'inclusion < (f = g = I(f) o I(g). Si 1l'on

désigne par BY 1a régularisée & droite (BY = lim B ) la famille
A A
A=+0O
B; se représente comme intégrale de cette mesure B :
' A

= B)jS; AB(x)

Inversement, on peut se demander si toute fonctionnelle
positivement lindaire, continue et croissante pour < appliquant
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@;;(E) dans J{O admet une représentation de la forme (14) pour

une famille Bk croissante pour 4 . S'il en est ainsi, nous aurons

identifié ces fonctiomnelles avec les mesures dB & valeur dans 5{0,

et, en particulier, caractérisé compléetement les familles B

A
(ou plutdt leurs régularisées B{). Ceci va nous conduire 3

construire la théorie de 1l'intégrale & valeur dans }fo’



