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Note du Traducteur — C'est le 6eme et dernier chapitre du livre

de Hadwiger (qui occupe d'aillleurs 3 1lui seul le tiers de 1l'ou- f
Vrage) qui présente le plus d'intérét pour la morphologie mathé-
matigue. Mais il n'est pas poesible de lire ce chapitre sans
avoir pris connaissance des chapitres 4 et 5, qui contiemment™:*
d'ailleurs eux aussi des indications utiles pour la morphologie
mathématique., dJ'ali donc laissé tomber les trois premiers chapi- |
tres (comsacrés aux polyédres et & la notion de volume) et traduit '
(en abrégeant souvent considérablement le texte de Hadwiger) seu-
lement les trois derniers chapitres ( & 1l'exclusion de la derniere
section du chapitre VI, consacrés au probleme des isopérimdtres) .

Jtai souvent omis de reproduire les démbnstrations, tantét parce-
gu'elles pouvaient se reconstituer avec facilité, tantdt au cor-
traire parce qu'elles étaienf'%rop longues (donc asussi pius diffi-
ciles). Dans tous les cas, J'indique entre crochets les pages du
livre de Hadwiger ol elles figurent+ De temps 3 autre, Jj'inter-

pole entre astérisques *,....% de bréves comparaisons entre les
résultats de Hadwiger et les méthodes de la Morphologie Mathéma-—
tique. 4
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CHAPITRE IV

ETUDES DE GEOMETRIE ENSEMBLISTE

N° 1 — CARACTERISTIQUES LINEAIRES DES ENSEMBLES DE POINTS

4-1-1 Largeur, Diametre, Epaisseur

Dans cette section, nous considérons uniquement des en-
sembles bornés non vides de Eko

Soit A un tel ensemble, u un vecteur unitaire, Eu un
hyperplan (ne passant pas obligatoirement par 1'origine)ortho-
gonal & u, H(-u) celui des deux demi-espaces fermés définis par
E. qui ne contient pas le vecteur u. On dit que H(-u) enveloppe ‘
A si A cH(-u). ILe plus petit des demi-espaces orthogonaux a u |

gui enveloppent A (c.a.d. l'intersection de ces demi-espaces)

s'appelle le demi-espace d'appui H(As;-u) dans la direction u,

le plan E(Aj;u) qui limite H(A1—u) s'appelle plan d'appui de A
dans la direction u, et la distance h(A,u) de l'origine & ce

plan est la distance d'appui- On appelle largeur b(A,u) de A

dans la direction uw la distance = 0 des deux plans d'appuil

(orientéds) E(A,u) et E(A,-u). On a :

(1) b(4,u) = h(A,u) + b4, )

La largeur est une fonction continue de la direction u.

Comme la sphére S de rayon unité est compacte, b(A,u) atteint ses



bornes supdérieure et inférieure. On peut donc, pour tout ensem—

ble borné A, définir deux caractéristiques simples :

le diamétre D

(2) D =D(A) = Sup b(4,u)
ul=
et l'épalsseur :
(3) d = d(A) = Inf b(A,u)
u|=1

Le diametre est aussi la borne supérieure de la distance eucli-

dienne de deux points de A
(4) "D(A) = Supfd(p,a), P € A, q € A}
On a évidemment pour toute direction u :

(5) a(A) = b(A,u) = D(A)

Epaisseur et diamétre de A sont invariants pour le groupe des

déplacements. Ils sont positivement homogénes :
(6) a(ra) = |A] a(a) , D(AA) = |A| D(a)
Enfin, pour ANB#Z @, on a :

(7) D(AUB) =D(A) + D(B) ¢ d(A.yB) s d(A) + da(B)

4—-1-2 Les Boules Inscrite et Circonscrite

Solent A et B deux ensembles bornés non vides. On
bl



s'interroge sur l'existence d'homothétiques de B contenant A ou

contenus dans A.

Ceci conduit & définir deux parametres : R, borne inférieure
des A < » tels que A soit contenu dans (un translaté de) AB; T,

borne supérieure des A > O tels que A contienne un translaté de

AB.
(8) R = R(A,B) = Inf {A : A'C AB (A'= A)}
(9) r(A,B) = Sup {A : ABCA' , A' = A}

S'il n'existe pas de tels A, on pose R = o, ou respectivement

r = 0.
On & la relation évidente
(10) r (A,B) R(B,A) =1

Te cas particulier le plus important est celui ou B est
1a boule fermée de rayon unité. R(A) = R(A,B) est alors le

rayon de la plus petite boule fermée contenant A (boule circons-—

crite) , r (A) = r(A,B) le rayon de la plus grande boule fermée

contenu dans A (boule inscrite). On peut avoir r = 0, mais on a

toujours R < o

4-1-3 Inégalités Simples

Soit K une sphére circonscrite é'un simplexe régulier
de diamdtre D = 1 [simplexe : enveloppe convexe dans Rk de k + 1

. . Y A o . g 7 .
points non coplanaires| ; soit de méme S wun simplexe régulier

] - : ' ' )
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circonscrit & une boule de diamétre unité. Ie rayon de K est

o_ \/_Ek_
r = D Kt+o

et les ar8tes de S° ont la loulgtueur

s® = |/ k(1)

2

Soit alors A un ensemble de diamdtre D = D(A) = 1. On a alors

(13) R(A, %) s 1

et 1'égalité si, et seulement si, A est un simplexe régulier.

@

De méme, on a
(14) R(4, 8%) + R(4, T°) < 2
i désignant le symétrique du simplexe s° par rapport a l'origine.

L'indgalité (13) signifie que ‘tout ensemble de diamdtre 1
est inscriptible dans (une translatée de) 1la boule'KO, et véri-
fie

(15) R(A) = 5 §+2 (Inégalité de Jung)

De méme, (14) montre qu'un nsemble A de diamdtre 1 est inscrip-

tible dans (une translatée de) s® ou dans TO, De plus

s = \/k 2?1 (Inégalité de Gale)
. [

s = s(A) désignant 1'aréte du simplexe circonscrit & A.

1 ' [ U SIS YR St L Ly 1.




N° 2 -~ TLES OPERATIONS DE MINKOWSKI

4=2=1 Addition et Soustraction de Minkowski

La somme de Minkowski : A @ B de deux ensemhles A et
B est l'ensemble C constitué des C de la forme C = a + b, a € A,
b € B.

La différence D = A/B est l'ensemble des points d qui,

pour tout b € B, admettent une représentation d = a - b avec un

a € A. On peut avoir D = ¢

*La notation utilisée par Hadwigef est A X B, je la
remplace par A ® B pour éviter toute confusion avec le produit
cartésien, et pour rejoindre l'usage dé la Morphologie Mathéma-
tigue. La différence A/B correspond & A @ gwdans leé notations

de la Morphologie Mathématique*

Noter : A@@pd=0 , A® RS =iRk , AD = RE 5 A./XRk =@

et les regles :
(21) (A®B)/B oA (A/B) @ Bc A

*I1 s'agit de la fermeture selon B et de l'ouverture selon B *
. ( » e
(22) A/B= (A°@ $° , AreB: (8°/5)°

L'addition de Minkowski est associative et commutative.

La soustraction vérifie

(24) (A/B)/C = A/(B @ C)
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(23) (A®B)/C o Ao (B0)

et, plus généralement :

(26) (4 @ B)/(C®D) o (4/0) o (B/D)
Ces opérations sont monotones :

(27) AcC,BcD = A®B c CeD

(28) AcC,B2>D = A/B <0C/D

Al

Relativement & la réunion et & 1'intersection, on a les regles :

(29) (AUB)@®C=(A@cC) U (B®C)
(30) (AnB)@®@Cc(A®C) N(B®C)
(31) (AU B)/C < (4/C) U (B/C)

(32) . (AnB)/c = (4/C) n(B/O)

On a 1'égalité en (30) si A et B sont fermés, et C et AU B
. convexes. De méme, on a = dans (31) si A, B et C sont fermés,

A et B disjoints, ‘¢ comnexe. -

Relativement & l'homothétie (dont le centre est en 0y .

(35) N (A@3B) =AA@AB
(36) - A (A/Bfj =ANA/ANB
- (37) - AA@uA>(A+ ) A

i (38) AApA c(h-p) A (M>p >0, Afermé)



En (37), et en (38)on a 1l'égalité des que A est convexe.

En ce qui concerne la distance d'appui h et la largeur b

relatives & une direction u donnée :

(39) n(A ® B, u) = h(A,u) + h (B,u)
(40) b(A @ B, u) = b(A,u) + D (B,u)
(41) n(AA, u) = A1 (4, u) ;  b(A, u) = Ab(A, u) (A > 0)

Par suite, pour le diametre et:l'épaisseur :

(42) D(A @ B) < D(A) + D(B)

a(A @ B) > d(a) + a(B)

Pour les rayons R et r des boules circonscrites et inscrites :

(43) (Ao B) <RA) + R(B) ; rLed) sz (4) + ()

Mentiommons enfin les implications suivantes, relatives &
1l'appartenance & la classeX des compacts (fermés, bornés) ou

3 la classe Q des ouverts bornés de Rk :

(44) A€y ,Begx = A @B, A/BEX

(45) AcQ,BecQ = A@BE&®, A/Bex
(46) Acg%z,BeQ = A@BeQ, A/BEX

(47) A€Q,BeX = A@oBe€Q, A/BEQ



On voit que la classe % des compécts est stable pour les

deux opérations, mais non celle des ouverts Q.

En associant l'addition de Minkowski et 1l'homothétie (de

centre 0) on obtient les combinaisons linéaires a A ©( B

(ay B =0). Si, de plus, o + B = 1, nous diroms qu'il s'agit

d'une combinaison linéaire bornée.

4=2-2 Erosion et Dilatation

% Je traduis par érodé, selon la terminologie Morphologie Ma~
thématique, le terme allemand "ensemble interne", et par dilaté

le terme "ensemble externe™ ¥

Ia somme A @ p B est le dilaté de A par B selon le module p ;
la différence A/p B ( 0 < p < r(4,B) est 1'érodé de A par B se-

lon le module p. (r(A,B) est défini en (9)).

Pour A et B fixes, les érodés et dilatés de A par B cons-
tituent une famille & un paramétre C_ : . C = A/(~0)B pour

-r (A,B) <0 <0, CG=A@GB(050‘<°0)

4-2-% Ensembles Paralléles

Les érodés et dilatés' d'un ensemble A par une boule
"B présentent un grand intérét: Ils constituent des ensembles
paralldles (internes et externes). ' Leur utilisation en géométrie

ensembliste et en théorie de la Mesure remonte & Cantor et 3

Minkowski .



Soit K la boule fermée de rayon unité centrée & l'origine O.

Ia dilatée A @p K=A_ (0 s p <) de A par K selon le module

p est l'ensemble éxtern: paralldle & A & la distance p (ensemble
des points p vérifiant d(p,q) < p pour un q € A). IL'érodé A/p K
-(O < p < r(A)) de A par K pour le module p est le paralléle inter-
ne de A pour la distance p. ‘r(A) est ici le rayon de la boule

inscrite dans A. Pour p < - r(A), on pose Ap = ¢, et la famille

des ensembles paralldles a A est ainsi définie pour —© < p < + ,

Si A est fermé, borné, non vide, : il en est de méme des pa-

ralléles Ap (-r(A) < p < x)

Propriétés élémentaires des ensembles paralleles & A.

(49) pKécK=(p+c)K ;s pKloK=(p=-0)K (0 < <p)

(50) (A )% = (&%)

P
(51) P <0 = Apc: Ay, ASB = Apch
(52) (Ap)g = Ap+c ; (A—p)46"=.A;p—c o (p, o = 0)
(53) (A gy e A, < N 0)
(54) A,@B; = (L@B) () 0 = 0)

(55) A, ®B; < (A@B),

(56) &,/ B > (/B
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(57) (AU B)p = Ap U Bp s (AU B)_p > A_p U B_p (p = 0)
(58) (ANB), < & NE 3 (ANB)_, =4,NE, (p 2 0)

(59) A, = 4 U (FL. ), (A fermé, p = 0)

(Fr A désigne la frontitre de A)

Démonstration de  (59) : F_A < A entraine Ay 2 Ao U(F, 4).
Inversement, si p € Ap’ solt q € A avec d(p,q) = p. Sip f/A;p’
on a p € (Ap)p et il existe q' e A® avec d (p,q') = p. ILe seg-
ment gq' contient un point p' € FrA : comme on a alors d(p,p') < P,

on doit avoir p ¢ (Fr A)p. Ainsi, on a toujours p ¢ A;p U (FrA)p.

4—2-4 Familles lindaires, convexes, et concaves d'ensembles.

Soit A [¢] une famille d'ensembles & un parametre §
(défini sur un intervalle borné ou non). Cette famille est con-

vexe si ¢
(60) Alag + gn] < o A[E] @B Aln]

concave, si
|
1

(61) Alag + 8n] o o A[E] @B A[n]'

linéaire, enfin, si

AlaE + Bn] = a A(E) @B A(n)
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Exemples

1 — TLa famille A[C] = CA des homothétiques de A est

convexe (et lindaire si l'ensemble A est convexe)

2 - TLa famille A[Z] = B® ¢ C (0 ¢ < %) des dilatés

Il

de B par C est convexe. 81 B et C sont convexes, cette famille

est méme lindaire.

3 - S8i Bet C sont convexes, la famille des édrodés et dila-
tés de B par C est concave. ©i B et C sont homothétiques; elle

est linéaire.

N° 3 — ESPACE METRIQUE g DES COMPACTS NON VIDES

4=%-1 Métrigue et Convergence

Nous désignons par ¥ l'emnsemble des compacts (fermés
bornés) de Rk. % est stable pour (J finie, N quelconque, et ®.
Ses éléments sont des ensembles mesurables au sens de Lebesgue:

Dans les constructions qui suivent, il convient d'exclure l'en-

semble vide. %5 désignera donc la classe des compacts non vides :

nous allons munir %, d'une métrigque qui en fera un espace locale-—

ment compacte.
Ii vl

Rappeloné qu'une application d : %, X go - R est

une distance i :

Il
o
k|3
>
il
to

1 - d(4,B)

2 - 4(A,B) < d(A,c) + d(C,B)

! 1 (SR S
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3 - d(A,B) =‘d(B3A)

4 - 4(A,B)

v
(@]

Nous prendrons :

(63) a(4,B) = Inf {p : p= 0, A > ‘B, By o A}

On vérifie facilement les axiomes 1 & 4 (p. 51) et on montre

(64‘> d(A U B, C U D) = SU.P { d(A,C) ’ d—(B’D)}
(65) i(L @B, C® D) < d(4,0) + da(B,D)
(66) a(hy, By) = d(A,B)

Convergence : une suite An € %, converge vers A¢sgx, 81

d(An, A) = 0.

tersection A =N A non vide. Alors. #im A = A pour la mé-
n>o 1 — 00
trique (63). :

[démonstration élémentaire ]
Lemme_2_~ Soit A une suite de Cauchy dans %b,(c.a.d. : d(An,Am}e 0
pour n, m - o), Alors; il existe A ezo tel que {im Aﬁ“: A

%o est un espace métrigue complet.

Démonstration : on pose S_ = (J A, , et soit S 1la fermeture de
0 tysn VY n '
Sn' L'hypothése du lemme entraine que les §£ sont bornés. Ils

‘ formeqt'une suite décroissante dané %o; done (lemme 1) cette suite

[




- 1% =

converge vers A= S, . Pour e >0, g M avec S < A_ pour n > 1
Y A

donc AV c A8 pour v > M.

D'autre part, on peut trouver N avec (Av)a ) AH pour v, U > N,
(puisque A, egt une suite de Cauchy). Donec (A.v)a > 8, pour v, n > N,
b‘ = . 7’ . =~
et on peut remplacer ® par Sn puisque (Av>e est fermé. Mais S A,
donc (Av>a —~ A pour v > N, ce qui achéve de montrer A - A.
Pour terminer cette section, voici quelques regles relatives

aux rapports entre cette convergence et les opérations ensemblis-—

tes : les convergences Ah - A et BIl - B entrainent :

(68) | A UB, —~ AUB
(69) P;le A NB, = C = Ccin?B
(70) | A, ®B — A@B

Démonstration élémentaire — On notera que (J et & sont des opéra~

tions continues, mais non N -

4-3%3-2  Le théortme de Compacité.

Le théoréme suivant exprime que l'espace %b muni de

la métrique définie ci-dessus est localement compact.

Théortme 1 - Soit ¢ une famille infinie/de ‘compacts non vides A & %

1 !
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une suite d'ensembles An ¢ ¢ convergeant vers un compact AO cU

non vide -

[ Demonstration page‘154 - 155 : analogue & la démonstration du
théoréme de Helly, et repose sur le procédé de dlagonalisation

de Cantor)

4-3=3% Pamilles d'ensembles Continues et Semi-Continues

Soit A(Z) une famille & un paramétre d'ensembles com-
pacts. Nous supposons gue les A(L) sont localement uniformément
bornés : pour tout intervalle borné I de variation du parametre
¢, on peut trouver un cube U avec A(L) < U pour tout § ¢ I.

On suppose que A(L) n'est pas vide pour un C au moins. Soit Ev
(v = 1,2,...) une suite de valeurs du parametre { convergeant
vers une limite & et telle que les A(EV) soient non vides et con-

vergent vers une limite AO dans e

On dira que la famille est semi-continue supérieurement

(s.c.ss.) si pour toute suite év de ce type on a :
(73) A(E) - A c A (3)

semi-continue inférieurement (s.c.i) si

(74) S A(E) » A > A ()
et continue si

A (8)

(79 CA(g) - A
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Une famille est continue si elle est 3 la fois s.c.s et s.c.i.
Pour une famille continue, toute suite A(EV) est convergente deés
que la suite iv est elle-méme convergente. Il n'en est pas de

méme dans le cas d'une famille seulement s.c.s ou SeCols

il

1 = La famille A(Z) ¢ A est continue.

2 - La famille A(%) BalC (0< <) est continue.

Il

N° 4 — LE VOLUME

4=-4-1 Familles d'ensembles et volumes, Théoreme de BRUNN

I1 s'agit ici d'examiner les relations entre les cons-
tructions de la géométrie emsembliste et la théorie de la mesure.
Nous nous limitons & la classe % des compacts (qui sont des ensem-

bles mesurable au sens de Lebesgue) -

Soit A ¢ %, un compact non vide, Ap (0 <p < w0 ) 1la
famille des dilatés de A par les boules de rayons p, V(Ap) le vo-

lume de Ap : Ja fonction
(77) £ (p) = V(Ap)

est continue sur 1l'intervalle ouvert (O, ), et continue & droite

en p = 0.

. [on remarque Apo = N A, et on applique la continuité mo-
T P>P, - ’
notone de 1'intégrale de Lebesgue, d'ou la continuité & droite en
i . . AUERY

=
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. o )
en tout p, = O. On montre ensuite Apo = U A et A =4
_ P<Pq
‘et on ddéduit alors des propriétés de la mesure de Lebesgue la re-

lation V(Kpo) = V(Apo), d'oll la continuité & gauche en p_ > 0]
En particulier :

(78) Jimn V(a) = V(A)
p— +0 P

Sl AIl est une suite convergeant vers A dans oo les V(An) ne

convergent pas nécessairement vers V(A), mais on a toujours :

(79) Lim V(A) s V(4)

Démonstration .: Soit p > 0, et N tel que A.Il c Ap pour n = N.

On a @iﬁ'v(An) < V(Ap), et il suffit d'appliquer (78).

Si A(Z) est une famille s.c.s. & un parametre, la fonction
(80) £(g) = V(A(L))
est s.c.s., c'est-a—-dire vérifie

&~ g

]

= [ £(8) < £(g)

[démonstration analogue ]

Relations entre le volume et les Qpératiéﬁs de Minkowski

Ces relations jouent un rble capital dans la suite-

Pour A, B compacts non vides (e %O), on a
(82) @ wem)/E = @ w)E + ([ (@)E

J\}-l
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(x, dimension de l'espace euclidien). ®Si de plus A/B # @, on a

(o G am)/E s GwyVE - et

[on note que (8%) est une conséquence de (82), compte tenu de
(A/B) ® Bc A. La démonstration de (82) occupe les pages 159 &
161].

Soit A(C) une famille concave au sens de 4-2-4. La relation

1/k
(86) o = ()

4éfinit alors une fonction concave de §, c'est-a-dire vérifiant :

(87) f£(ag + Bn) = a £(8) + B £(n)

Ceci s'énonce

Théordme II (BRUNN) Pour une famille concave (ou lindaire) d'ensembles

\ dme

4 1 paramétre, la racine k du volume est une fonction concave

du parametre.

4=4~-2 Sections Efficaces

Pour k > 2, Soit E, un plan 5 i dimensions (0 < i < k)

passant par l'origine, et A ¢ %, un Sompact non vide. Par tout
\ )

1 A /

point de A, menons le supplémentaire orthogonal Ekﬁi de Ei gplan
projetant). L' ensemble des projections p = Ei N Ek—i des points

de A est un ensemble A < El, compact et non vide. Nous appelons
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At = AlEi le contour apparent de A dans le plan Ei' Si Ej c Ei

(0 < j < 1) est un plan contenu dans Ei’ on a manifestement :
(88) : (ah)9 = Al

Entre le contour apparent et les opérations de Minkowski, .

on & les relations évidentes :

(89) Gmioal . aemt= altes

H

Le volume & i dimensions V'(Al)‘du contour apparent de A

dans Ei s'appelle section efficace & i dimensions de A dans la
direction,EkFi * littéralement mesure transversale externe & 1

dimensions¥

On peut se demander s'il est possible de trouver une majora-
tion du volume d'un ensemble & partir de ses sections efficaces.
T1 résulte d'une indgalité due & Loomis et Whitney que celd est

méme trés facile.

Rapportons l'espace & un systéme orthonormé (e1, e2,...ek).
Il y a Ci i-plans de coordonnées (sous-tendus par une combinai-

son de i vecteurs choisis parmi les vecteurs de base).

Désignons par Alv (v'= 1,2,... Gi) les contours apparents

3 1 dimensions de A sur ces plans,de coordonnées. On a les iné-

galités : 1
. : o 'Cl.{"'i
(90) V(&) = [ V(%) ... VA )] B (1 g4 g k1)
| L Yk

et 1'égalité si et seulement si A est un cube dont les ardtes
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sont paralldles aux vecteurs de base.

En particulier, pour i = k-1, le volume est majoré par la

moyenne géométrique des k sections efficaces 4 k-1 dimensions

relatives & k directions deux & deux orthogonales
1
(91) V() s [V Lovgh 1

[démonstration page 163]

Cas Particulier : Soit P un polyedre dont les aretes sont paral--

1ldles aux vecteurs de base, F(P) la surface de P. On vérifie fa-

cilement :
k

2, mEEh < L

V=1

Comme la moyenne arithmétique majore la moyenne géométrigue,

cette égalité jointe & (91) donne :
-k

| r(p) 1
(92) ve) = HEL

avec égalité si et seulement si P est un cube. (Inégalité isopé-

rimétrique pour la classe R, des polyedres d'aretes paralleles
aux axes de coordonnées : le cube réalise le minimum,de la sur-
face & volume donné parmi les,polyddres de cette classe)

Coel I

4—4~3 Traversées, Théoreme de Fubini

l

Soit k> 2et O<ick, A €%, B, un plan & i-dimen-

sions(ne passant pas nédessairement par l'origine). ILe volume &
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i dimensions V'(A.r@i) s'tappelle traversée & 1 dimensions de A

(relative au plan Ei>' Les i-plans Ei orthogonaux a un (K-1)-
plan fixe passant par 1l'origine 0 constituent une famille de

i-plans paralléles.

On en déduit la définition générale d'une opération de symé-

trisation transformant l'ensemble A en un ensemble A c Ek+i+1

symétrique par rapport a Ek&i' Précisons cette définition : on
prend O ¢ Ek—i c Ek—i+1° Les Ei constituent la famille des i-plans
orthogonaux & Ek—i' Par tout point p du contour apparent Ak—l de

A dans E ; Ppasse un i-plan Ei qui rencontre A, et en particulier:

k-
une droite Ek-i+1 N &y orthogonale a Ekﬁi“ Sur cette droite, nous
portons le segment fermé de centre D dont la longueur est égale a
la traversée V'(A N Ei). A est la réunion de ces segments. La

classe %6 est stable pour cette opération. [démonstration simple

p. 164 : on montre que X est fermé].

Théoreme III (Pubini)- Soient A et B deux compacts, 8 une famille de

i-plans paralldles (C < i < k). 81 pour tout E; € &4 les tra-

versées de A et B vérifient : V'(A N Ei) < V(B N Ei), on a V(A) <

SV(B). o

Gorollaire — i 1tom & V'(A'NE;) = V(B A E;) pour tout B, ¢ 8.
on a sussi V(A) = V(B)

[démonstration p. 165]
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N° 5 —~ SYMETRISATIONS.

4-5-1 Ta Symétrisation de STEINER

Soit B un (k~1)-plan passant par 1l'origine (plan de
'syméﬁrisation) et @& une droite (de symétrisation) appartenant &
la famille des droites orthogonales & E. Si p est un point du
.contour apparent AIE d'un ensemble AG&EO, la droite Gp(menée par
p orthogonalement & E, ou droite projetante) coupe A selon 1'en—
semble non vide AN Gp de volume (é une dimension) V'(AFWGP).= S.
On porte sur Gp le segment de longueur s centré en p. ILa réunion
de ces segments est un ensemble A symétrique par rapport a E.
Ltapplication :

(a4

S: A-sSA) = &

est la symétrisation de Steiner (cas particulier de 4-4-3). On

~
a Ahea%.

Diapres le théoreme de Tubini, le volume est inva-

riant par la symétrisation de Steiner :

(94) vV [8(a)] = V()

Si A et B sont deux ensembles 'mon disjoints, la régle suivante

est applicable Cop

(95) v [S(ANSE)] =V (ANB) + 7 [S(AnB®) [} s(BNA%)]

-(gb’ Zp fermeture'des complémentaires de A et de B)
' . . . L , P o ) |

’\{“; A RNt o i [ t MY I
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Démonstration de (95) - Pour une droite symétrisante G quelcongue,

on a :: [

[S(A)NS(BYNG] = Inf { V'(ANG) , V' (BNG)]

(ANBNG) + Inf | V'(ANECAG) , V'(BNACNGE)] =

il

(ANBNG) + 7' [S(ANB®)NS(BNE®) Ne]

i

et on applique exnsuite le théoreme de Fubini -

Notons encore les regles simples

(96) AeB == S(4) < S(B)
(97) S(M) = AS(A)  (A>0)
(99) S(K) = K (K, boule ﬁnité de centre 0)

- On en déduit que les rayons r et R des boules inscrites et

circonscrites vérifient :

(100) r(s(A)) > r(A) ;3 R[S(A)] <€ R(A)

En ce qui concerne les opérations de Minkowski, on a les

regles partlcullerement 1mportantes queEV0101 :
I | v A [

(101) S(A@B) o> S(4A) & 3(B)

A ST I o [
(102) S(A/B) <  s(a) / s(B) (A/B £ @)

1 / i [ I BT
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En particulier, les ensembles paralleles Ap vérifient

(103) 5(4,) = [8(4)] (05 p <)

P

(104) s(a_) e [swl,  (0sp <)

[démonstration p. 167]

L'opération de Steiner n'est pas continue *mais seulement

S.Cc.8.% BElle vérifie cependant l'implication :

(105) A - A, s(a,) -1 = A< s(a)

4=5=2 Régularisafion par Rotation

Soit n >0 un entier, et §, (v =1,2,...n) n rotations

autour de l'origine, et Xv n coefficients non négatifs et normés
n : :

(A,>0, >, A, =1). Désignons par A% 1e transformé de A par
v=1 :

la rotation o, . T'opération T de régularisation (relatives aux

rotations 6v et aux qoefficients KV) est définie pour A&l&% par :

) )

(106) % sle....on "

fi
H
7~
'
p—
1l
>

1

f " [P A o
I1 résulte de (44) que A€

. , { i f
Voici quelques p%opriétéé simples de 1l'opération T.

On déduit d'sbord de (82) et de 1l'invariance du volume pour les

. i
‘rotations
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(108) v [T(A)] > V(4)

Mentionnons les régles simples :

(109) AcB = T(A) « T(B)
(110) T(AA) = A T(4) (A > 0)
(112) T(K) = K (K, boule unité centrée en 0O)

On en déduit :

(113) r(T(4) =r(4) ; R(H(A) = R(4)

En ce qui concerne les opérations de Minkowski

T(A@B) = T(4&) ® T(B)

(114)
(A / B) < T(4) / T(B)

En particulier, pour les ensembles paralleles :

(115) m<Ap>' = (2(4), - {0gp<)

(116) T(A_p) c (T(A)‘)_p (0Ogp<r)
- i

1

Contrairement & la symétrisation, la régularisation par

rotation est une opération continue. On a :

{ o X
lim A = A =3~ T(A ) - T(4&) (dans &)
n—o o 1 n o

t

4-5=3 Théoréme de la mise en boule

Cv I, } I O A (o
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On peut réitérer les opérations S et T introduites ci-dessus,
en faisant varier les éléments qui les définissent : en effectuant
. rd 3 0 i 3 r
successivement les symétrisations S= autour de difféisents plans

Ei passant par 1l'origine, on obtient une symétrisation multiple

s*, De méme, en effectuant successivement plusieurs régulari-
sations selon différents choix des rotations év et des coeffici~
ents kv, on obtient une opération T¥ : mais ici, il se trouve

que T est encore une régularisation simple par rotatione.

Si AG:%% est un compact non vide, on peut considérer la
classe Sdes symétrisés S*% (A) et la classe % des régularisés
T%(4A), S%(T%) décrivant l'ensemble des symétrisations multiples
(des fégularisations par rotation). *En appliquant & ces classes
le théoreme de compacité, on obtient les deux théoremes suivants
qui expriment que ces opérations conduisent, 4 la limite, & des

boules * :

Théordme IV - BSoit A&iﬁ%, et & la classe des ensembles déduits de

A par symétrisations multiples. On peut extraire de S une sui-
te An convergeant dans é%o vers une boule fermée KO admettant

méme volume que A : V(KO) = V(4)

tion déduits de A. On peut extraire de Bune suite An conver-

geant dan5<ﬁ% vers une boule K, vérifiant : V(4) < V(Ko)

-ldémonstration pages i71—173]
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4-5-4 T' Tnégalité de Bieberbach

Te second théoréme de "mise en boule" permet de ré-
soudre certains problémes d'extremum, et par exemple de retrouver
la propriété comnue de la boule de posséder le plus grand volume

possible & diamdtre D(A) donné.

Cette propriété extrémale se déduit de l'inégalité

suivante, dfie & BIEBERBACH :
~k k
(120) v(h) < 27F w d(4)

avec égalité si et seulement si A est une boule (wk, volume de

la boule unité de Ek)

[démonstration p. 173-174]

4-5-5  Rayons volumiques, Théorémes d'Erhard SCHMIDT

On peut donner une forme élégante aux inégalités
de Brumn-Minkowski obtenues en 4-4-1, en introduisant la notion
de rayon volumique : le rayon volumique v(A) d'un ensemble Aﬁi&%

est le rayon de la boule admettant méme volume que A :
k
(121) (4 = w, (v(4))
Tes inégalités (82) et (83) .se mettent alors sous la forme

(122)  v(A@B) > v(A) + v(B) ; v(A/B) <v(A) = v(B)

On a 1'égalité lorsque A et B sont des boules
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[nouvelle démonstration de (122) &' partir des théordmes de mise

_en boule, p. 174, 175]

Soit K 1la boule unité centrée en 0, et considérons les trois

famillesd ensemble

' v
A, = A@pK ;- A = AJPK AP = oK/A

. |
(A, transposé de A *en notation M.M., AP = K& Ax)

b

Ap : ensemble des points situés & distance < p de A

Akp: ensemble des points situés & distance > p de A

AP : points situés & distance < p de tout point de A.

De (122) résultent alors les indgalités de Erhard Schmidt :

(123) V(Ap) =>v(A) +p V(A__p) <v(4) - p

v(4°) < p - v(4)

avec égalité dés que A est une boule.

Si A et B sont deux ensembles bornés, on pose

(124) D(A,B) = Sup {d(a,b), a€A, b € B}

(125) D' (A,B) Inf {d(a',b), a'€A®, b € B}

I

<§vec manifestement D(A,A) = D(A), diamdtre de A, et D'(A,4) = q>.

E. Schmidt a établi les inégalités :
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v(4) + v(B) £ D(4,B)
(126)
' v(4) - v(B) > D'(4,B) (A > B)

avec égalité si A et B sont des boules concentriques. Ia seconde
relation (126) généralise 1'inégalité (120) de Bieberbach, que

1'on peut écrire 3,

(127) 2 v(A) € D(A)

[démonstration p. 176)




- 29 -

CHAPITRE V

VOLUME, SURFACE ET ISOPERIMETRIE

N° 1 — Ta Surface au sens de Minkowski

5=-1-1 - Surface relative intérieure et extérieure

Minkowski a eu 1'idée fructueuse de ramener la
mesure de la longueur d'une courbe et de l'aire d'une surface ’
34 la mesure beaucoup plus simple de volumes de l'espace ; il
reprend les ensembles paralldles externes, déjd introduits par
Cantor, et définit ces quantités & 1'aide”de passages & la 1li-
mite effectués sur le volume de ces paralldles. Ces idées,
convenablement systématisées, conduisent 4 une méthode générale
pour la mesure des domaines sous—-dimensionnels de l'espace, et
apportent une plus grande simplicité conceptuelle qu'aucun autre
systéme. Il se trouve, en particulier, que la mesure des ensem-—
bles (courbes, surfaces) de diffeérentes dimensions dans un méme
espace se détermine selon le méme procédé trés simple, qui per-—
met de plus une généralisation au cas ol la dimension est un

nombre réel quelcongque non entier. Par contre, ces grandeurs

'
\

introduites par Minkowski, comparablés 8 des volumes, ne sont
pas des mesures : elles sont bien additives, mais non, en général,
o-additives.

Dans ce qui suit, nous exposons la mesure des

‘surfaces au sens de Minkowski. DNous nous limitons au cas des

i
ool [ o . 1 1 R T
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ensembles de la classe éEo (compacts non vides).

Tes 4 relations qui suivent s'appliquent pour A,B,C Eiﬁ ;
V est la mesure de Lebesgue, C) ett/ de81gnent les operatlons

de Minkowski et pC l'homothethue de C 'dans l'homothetle de cen—

tre O et de module p -, Pour p — 0, nous posons
(1) r(4,0) = fim (V(A@pg) - V(A))
(2) P (4,0) = Cim (Y(A) —pV(A/p¢)
(3) F (4,0) = &im V(A@pg) - V(A)
(4) 7 (4,0) = Gm L&) = V(A/pC)

p

et nous dirons que ces nombres > 0 (pourvu qu'ils soient < )

sont respectivement les surfaces relatives (de A par rapport

3 0) inférieure externe, inférieure interne, supérieure externe

‘W le cube unité, ona : . {"

et supérieure interrze. Lorsque les limites ci-dessus n'existent
pas, on convient de dire que les surfaces correspondantes sont

infinies.

Dans les cas uéuels, ces nombres eiistent tous les quatre -
et coincident : dans ce cas, 1eur valeur commune F(A, C) s'appelle
simplement surface relatlve de Mlnkowskl (de A relatlvement a C)

Exemples simples, mais importants : si K est la boule unité, et
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Il

.

it

(5) CFW,W) =k, F(‘.K,K)‘

(6) P(W,K) = 2k, F(K,W) =k w,_,

(w;, i-volume de la boule & i dimensions de rayon unité)

Mais il peut arriver qu'aucun de ces 4 nombres n'existent

[exemple p. 180], ou que certains existent mais non les autres
[exemple p. 181].
Torsqu'ils existent tous les quatre, on peut se demander

511l existe nécessairement des relations entre ces nombres. Il

est manifeste que l'on a :

(7) B, (4,0) < Fy (4,0)

Mais 1'inégalité peut &tre stricte [exemple p. 181].
Tes relations entre les deux nombres externes ont été bien étu-

dides, le cas des deux nombres internes reste encore obscur.

Propriétés Simples.
Ces nombres sont invariants pour les translations(de A et

de C), ils sont >0, vérifient des relations du type

(10)  F(A4, uo) = A= uF (4,0) (A >0, p > 0)

o
.

Pour deux ensembles disjoints A et B, on a

{

(1) F(4,0) + Fy(B,0) S F(AUB,0) < F,(4,0) ¥, (B,0)
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et

(12) T (A,0) + Fy (B,0) 2 Fy(AUB,0) = F,(4,0) + Ty (3,0)

Ces fonctions d'ensembles sont donc définies > 0, inva-
riantes par translation, homogines (de degré k-1 relativement &
A, et de degré 1 relativement a ¢). Enfin, les nombres inféri-

eurs sont suradditifs, les nombres supérieurs sous—additifs

5=1=2 Aire relative d'un ensemble superficiel

Tes définitions ci-deswus s'étendent au cas d'un ensemble

gui n'est plus "spatial", mais "superficiel". Pour A,Céi&%, po-

sons ¢
(13)  £(4,0) = fin l’%—?@ (o = + 0)

(14)  £%(a,0)= Em ﬂ%?-p—cl

Ce sont les mesures superficielles relatives (de A par
rapport & C) inférieures et supérieuresel Elles peuvent &tre in-
finies. Ie caractére "superficiel" de A (par rapport & C) se manis-
feste par le fait que 1l'un au moins de ces nombres est fini. Une

étude plus approfondie conduit & la'mnotion de dimension de Min-

kowski de A par rapport & C. On peut procéder comme suit. Pour

1

p>0, = o &7 <o, on introduit les "quotients caractéristiques”

a. (4,0,p) = ;11;;; V(A @ p0)
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.et 1l'on cherche, pour p -» O, les deux limites :

a. (4,0) = lin q_ (4,0,p) ; qi(A,G) = Cim g (4,C,p)

On pose ensuite 3

b (4,0) = Inf {7, q_(4,0) = 0}, i (4,0) = Inf {7,q,(4,C) = O}

Ces deux nombres existent toujours, vérifient

¥*
0 € u(A0) < p (AC) € k

et s'appellent dimensions inférieure et supérieure de A par rapport

Y

4 C. Ils peuvent &tre différents 1'un de l'autre. On dira qu'un

*
ensemble A est superficiel (par .rapport & C) si p(4,C) = p (4,C)
=k-19

Si les nombres (13) et (14) existent, ils vérifient :
4 _ *
(15) f (A,C) < £ (4,0)

Si 1l'on a 1'égalité, on dira que A admet une mesure superfi-

cielle relativement & C, au sens de Minkowski, qui est la wvaleur

commune f(A,C) = f*(A,C).

1

I1 est naturel de se demander quelles relations peuvent
exister entre les surfaces relatives d'un ensemble "d'espace" A

et la mesure superficielle de sa frontidre Fr A = A'. Lorsque C

v ) ¢

est convexe, on a les inégalités -



- (19) F (4) =4

(16) 2 £(A1,0) > P (£,0) + F (4,8)
(17) 2 £ (41,0 < F (1,0 + B(4,0)

(g, transposé de C) [démonstration p. 183 - 184]

Ta forme de ces relations suggére que les convexes C admet-—
tant un centre, c'est-d-dire vérifiant C = 5 & une translation
pres) vont jouer un rdle important s si les 4 nombres (1) & (4)
coTncident pour A, et si C est un conﬁexe centré et propre *c'est—

3-dire d'intérieur non vide il résulte de (15), (16) et (17) que

les nombres (13) et (14) coTncident également. Ainsi

Théordme 1 Si A€ ¥ -ddmet une surface relative F(A,C) relativement

3 un convexe propre centré C, sa fronticre F.A admet une mesure

superficielle relativement éIC, et 1'on a

(18) F(A,C) = f(FrA,C) s

5-1=3 La. surface usuelle au sens de Minkowski

Tes résultats ci-dessus sont particuliérement signifi-

catifs lorsque 1l'ensemble C est la boule unité. Tes nombres (1)

3

by

4 (4) se déduisent, par paésége 3 la limite, des volumes des ensem—
bles paralldles & A. Dans ce cas particulier, nous ous—-entendrons
1'«<nsemble C, et nous écriroms (pour p - +0) 3 |
V(a,) - V(A)

.p» |
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v(4) - V(A_,)

(20) ¥ (4) = lin - |
: N V(A ) - V(4
(21) F (4) = U () (a)
P
v(a) - V(A_,)
(22) F(4) = €Im —=

¥

. Lorsque ces limites existent, hous les appelons surfaces
(inférieures, externes, etc...) usuelles de Minkowski de 1'ensem—l
ble A. | |

De méme, les relations (13) et (14) sont remplacées dans ce

cas particulier par :

V(A )
(23) £(4) = Aim —2——p£’— - (p=+0)

(24) () = im —L=  (p-+0)

TLorsque les nombres (19) & (22) coincident, leur valeur
commune F(A). s'appelle surface usuelle de Minkowski de 1'ensemble
A. Dans le cas d'un polyddre, F(A) existe, et coincide avec la
surface telle qu'on la définit en géométrie élémentaire.

Plus précisément, si V_.et V__ sont les volumes des ensem-—

Y p
bles Ap’ A;p paralléles & un polyedre A, on a 3
(25) Vp =V + Fp+ 0(p)
(26) V =V -7Fp+ 0(p)
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Si le polyedre A est convexe, V son volume, F sa surface,
’ o
r >0 le rayon d'une boule fermée contenue dans A, on a les iné-

galités. plus précises (qui seront utilisées par la suite) :

(27) V+Fp<V <V+Fp+2k(-l1:)2v,32

P

2
k 2 : k 2
28 V- F - =3 Vv v V.- F =
( ) P , p < *p'< P+ - Fop

On remarque que ces expressions ne font intervenir (abstrac-

tion faite de r) que le volume et la surface du polyedre.

[démonstration p. 186 - 187)

N° 2 — L'INEGATLITE DES ISOPERIMETRES

5—2~1 Le théoréme de Brunn-Minkowski

Ta notion de surface au sens de Minkowski est un point
de départ commode pour 1'étude du probleme des isopérimetres (re—
1atif & des ensembles fermés quelconques). Le théoreme de Brumn-— -
Minkowski va jduer ici un rble important. Nous allons étudier ce.
théoréme sous sa forme compléte, en examinant les conditions dans

lesquelles les indgalités (82) deviennent des égalités.

Théoreme III (Brumn-Minkowski) Si. A et B sont deux compacts non vides,

2e)  Ga@m)VEs Ge)VE .« GeE)'E

1

1
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Pour V(A), V(B) > 0, 1'éegalité est réalisde si, et seulement

si A et B sont convexes et homothétiques.

Dans les mémes hypothéses, on a encore :

Corollaire A - Ia soustraction de Minkowski vérifie la relation

0)  Gum)'E < Gu)VEL GepVE wa 49
On passe de (29) & (30) & 1l'aide de 1'indégalité :

(31) V[ (4/B) @ B] < V(4)

5-2-2 Le théorétme des Isopérimetres

L'étude des relationé entre la surface de A relative-
ment & B et les volumes de A et B conduit aux inégalités des isopé-
rimetres. Elles généralisent une inégalité classique céldbre selon
laquelle la boule posséae, & volume donné, la plusApetite surface
possible. Ia classe des ensembles dans laquelle sfeffectue la
comparaisoﬁ dépend évidemment‘du concept de surface que lion uti~-
lise. Dans notre cas, il s§agit dé la classe 360 des compacts

non vides,

Dans 1'inégalité ci-dessous (dont nous donnerons la
démonstration dans une autre section), il faut élucider les con-
ditions sous lesquelles 1'égalité est réalisée. Pour celd, nous

limiterons légérement la classe d'ensembles sur laquelle nous

!
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travaillons, Introduisons d'abord une notion auxiliaire dfie a
Erhard Schmidt. Soit A un ensemble mesurable au sens de Lebesgue.
Un point a & A est dit étranger en volume & A si 1'on peut trouver
une boule K-de rayon > 0 et de centre a avec V(AN X) = 0. .8inon,

l'on dit que = est 1ié en volume & A. IL'ensemble des points étran-

gers en volume & A est le voile A" de A. Crest manifestement

un sous-—ensemble de la fontiere Fr A de A. L'ensemble des points

ove

A=¢,

on -dit que A est un ensemble sans voile. Ainsi, la fermeture d'un

1ids en volume & A est 1l'intérieur volumique A° de A. Si

domaine ouvert est un ensemble sans voile. Il y a des ensembles

sans voile dont 1'intérieur est vide.

Nous nous contentons ici d'énoncer :

vides, et F+(A,B) la'surface inférieure externe de A relativement

& B. On a 1'inégalité :
k=1 1
(52) T (4,8) > k() * @®)"

Si A et B sont sans voiles et de volumes >0, 1'égalité est réa-

lisde si et seulement si A et B sont convexes et homothétiques.

Corollaire B — Ia surface inférieure interne F.(A,B) de A relati-.

vement & B vérifie 1l'inégalité :
k-1
k

1
(53) F_(4,B) > k(V(4)) UHE
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Drapres (7), ces inégalités sont vraies aussi pour les surfaces
supérieures interne et externe. Enfin, (16) montre que la mesure
superficielle f(A',B) de la frontigre A' = E} A vérifie aussi 1'iné-

galité des isopérimetres
1 A
(34) £(ar,8) » k(@) = FE)D

pourvu que B soit convexe, propre et centré.

3-2-3 3 5-2-5 [Démonstration des Théordmes III et IV, pages
189 & 195]

5-2-6  Propriétds isopérimétriques de la Boule.

Prenons comme ensemble B la boule unité, afin dfexa-
miner 1'inégalité des isopérimétres dans le cas de la surface usu- l
elle, au sens de Minkowski. Elle prend la forme, pour Aéiéﬁa :

1 k-1
(47) Pa) >k () () ©

Wi gésigne ici le k volume de la boule unité de mk

Si 1la frontidre A' de A admet une mesure superficielle,

on &a : ‘
_ 1 k=
(48) £(h) 2x (w)f F@) S

Abstraction faite d'un voile, ces inégalités deviennent

"des égalités si et seulement si A est une boule.



CHAPITRE VI

TES FIGURES CONVEXES ET LA GEOMETRIE INTEGRALE

N° 1 — ILBES FIGURES CONVEXES ET TLEURS CARACTERISTIQUES

6-1-1 Tes tAches de la Géométrie des Ovoides.

On appelle ovoide un ensemble fermé, borné et convexe.

" Les polyddres convexes sont des ovolIdes qui jouent un rdle impor-

tant dans la théorie. On dit qu'un ovoide A est propre si son in-
térieur n'est pas vide, impropre dans le cas contraire: dans ce
dernier cas, il est contenu dans un plan E : Ac E. ILes notions ‘

de plan d'appui, d'ensemble d'appui, de demi-espace d'appui, et

de distance d'appui se définissent comme dans le cas des polyedres.
Indiquons quelques-uns des résultats de la géométrie élémentaire
des corps convexes. Un ovolde est l'intersection de ses demi-es-—
paces d'appui. Deux ovoides A et B disjoints se laissent séparer
par un plan E, de sorte que A tombe 3 l1l'intérieur de l'un des de-
mi-espaces définis par B, et B & 1'intérieur de l'autre. Par un
.point frontiére ;)eﬁ} A d'un ovoide A il passe au moins un plan

dtappui. On dit que p est régulier ou singulier selon que ce plan

d'appui est unique ou non. Un ensemble d'appui qui admet un point

intérieur (pour la topologie induite dans le plan d'appul corres-—

pondant) est une face plane. Si l'origine O € A, la distance



d'appui h(A,U) (de O au plan d'appui admettant la normale orientée
U) est une fonction > O et continue (fonction d'appui) de la direc-
tion u. Les points p appartenant & 1l'ovoide A sont caractérisés

par le systéme d'inégalités :
(1) <p, u> £ h(4,u) (p € A, u € S, sphére unité)

Nous désignerons par& la classe des ovoIdes. On a ¢ ef{.
On désignera aussi parf(.' y requﬂf' la classe des ovoIdes propres,
resp. impropres. Ils contiennent encore'i"ensemble vide ¢. ILa
classe Kest stable pour les opérations suivantes : N , intersec-—

tion par un i-plan, passage au contour apparent dans un i-plan,

soit @

(2/) : Ay BeK = ANBeL

(3) rel == ANE , AR e
On a encore : |

(4) Ae K = Mek (A > 0)

(5) ABeX =-A®B, A/BeEK

I1 résulte de (5) que tous les paralliles Ap (-r£p < x)
d'un ovofde sont encore des ovoides.

. [Démonstration élémentaire page 200]

Enfin, si § et T désignent la symétrisation et la régula-

risation par rotation, on a aussi :
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(6) A e X = S(A)’, T(A) € K

Si une suite An d'ovoides converge vers A dans é%o’ A est

encore un ovoide
(7) Ane.K,An—vAz;\.-AG,J{_

[Démonstration élémentaire ]

-

Te théoréme de compacité montre que de toute famille infinie

d'ovoides contenus dans un méme cube, on peut extraire une famille
convergeant vers un ovoide (contenu dans ce cube) : la classe JC

est localement compacte.

Les figures convexes de révolution possédent un haut degré

de symétrie. Les rotations autour d'un axe‘ﬁ (axe de révolution)
les laissent invariantes. Ia symétrie de révolution d'un ovoiIde
A est caractérisée par le fait que tout plan orthogonal a R coupe

A selon une (k—1)-boule dont le centre est sur R.

On désignera par S)1a classe dés ovoides de révolutions
admettant le méme axe R (passant par liorigine). R contient ¢.

Pour les ovoIdes non vides, on a les regles
(8) AeR =ane B (A > 0)

(9) . = A,Be R.=»A @B, A/ BeGy

Un 2-plan contenant l'axe R coupe un ovoide Ae R selon wn .
. . |

ovoide plan symétrique par rapport & R. Son contour est la méri-

dienne de A. TLe plus grand rayon a du cercle d'intersection de A
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par un plan orthogonal & l'axe R est le rayon équatorialsy. Ia lar-—

geur de A dans une direction orthogonale & R est donc 2 a. Ia
largeur de A dans la direction de l'axe R est la longueur @«ie A.
Tes deux nombres a(A) et /Z(A) vérifient les relations (40) et

6-1~2 Fonctionnelles sur la Classes des OvoIdes:

Soit ¢ une fonction définie sur la classe JC des ovoides,

qui, & tout A € K, fait correspondre un nombre réel ¢(A). Nous

adopterons toujours la convention

(10) ' <,0(¢)‘= 0

et nous dirons alors que ¢ est une fonctionnelle sur K. vVoici
quelques propriétés importantes que peuvent vérifier, (ou non)

ces fonctionnelles.

- Invariance pour le groupe des déplacements
— Invariance pour les translations

— 8tre définies >0, strictement défihie gelon que

(13) 9(A) >0 ot (p(A)‘)O Yae s, A£D
- monotonie : |

O ACBE = 9) < ()

—~ 3i pour tout cube W il existe une'cons%ante C avec :
(16) ‘ VieK, acw = |gpa)] <o

on dit que ¢ est bornée.
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~ ¢ est homoggne de degré i si :

(16) o(Aa) = AT p(4) (A > 0)

- @ est coritinue si :

A~ A = cp(An) - cp(A).

- ¢ est fortement additive (ou additive) si 3

(18) AB, AUBe K == ¢(A] + ¢(B) = 9(AN B) + ¢(4 U B)

I1 est important de distinguer le cas particulier ou l'ovoide
AU B est décomposé en A et B par un plan (rencontrant A N\ B); si

1l'on a de plus en péfeil cas 3

(19)  9(4) + 9(B) =9(AUB) - (ANBEK, ANBeRM)

on dit que ¢ est simplement additive. Une fonctionnelle simplement

additive est une fonétionnelle fortement additive qui s'annule sur

la classe K " des ovoides dmpropres.

On dit que ¢ est sous—additive si :

]

(20)  ¢(h) + ¢(B) > 9(4 UB) (AU BeJs; AN BES

et suradditive si :

(21) 9(h) + 9(B) < ¢(AUB)  (AUBEK, AnBel)

Exemples simples :

¢(4).= V(4A) (volume) est simplement additive.
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p(A) = b(A,u) (largeur dans la direction u) est additive.

D(4) (diamétre) est sous-additive.

9(4)

it

Certaines fonctionnelles ont un rapport étroit avec les
combinaisons lindaires normées de Minkowski : si pour tout A, BEJT
non vides, et tous o, >0 tels que o + B = 1 1l'une des trois re-

lations suivantes est vérifiée

(22) 9(a A®B B) > o 9(4) + B 9(B)
(23) p(c A@B B) = « p(A) + B @(B)
(24) e A®BB) = g(4) + B 9(B)

on dit, respectivement, que la fonctionnelle est concave, convexe

ou lindaire au sens de Minkowskil.

Exemples — Ie rayon r(A) de la sphére inscrite est une fonctionnelle
concave, le rayon R(A) de la Sphére4ciroonscrite une fonctionnelle
convexe, et la largeur b(A,u) dans la direction u une fonctionnelle

linéaire.

Ces‘propriétés ne sont pas indépendantes. Compte tenu de
(10), une fonctionnelle monotone est définie =20, et de plus elle
est bornée. On vérifie sané peine qufune fonctionnelle invariante
par translation, monotone et homogéne est continue sur la classef(’
des ovoides propres. .Mais oglé n'est pas toﬁjours vral sur la
classe M . Exemple : ép(A) =0 'ou 1 selon‘ qu'eAAGK" ou Ae K.
Nous verrons-plus tard que toute fonctionnelle additive, monotone

i



- 46 -

et invariante par déplacement,est nécessairement- continue. On ne.
peut d'ailleurs pas remplacer l'hypothése de monotonie par celle
¢ est bornée : ¢(A) = zz: fV(A'), ou F(A') est le k-1 volume
d'une face plare de la %rontiﬁwe de A, et ol 1la sommation est
étendue & l'ensemble (dénombrable) de ces faces planes, est bor-

née, additive et invariante par déplacement, mais non continue.

Lemme 1 _ Soit N une famille uniformément bornée d'ovoIdes (il existe .

\ »
un cube U avec A< U, VAC ). Toute fonctiomnelle continue ¢

est uniformément continue sur No: Ye>0,T 6> 0 tel que
A,B € HGet d(4,B) < & entraine |p(A) - 'cp(B)l < €.

[Démonstration : p. 204, se déduit du théordme de compacité ]

6-1-3  Aovproximation par des Polyddres

On peut approcher une figure convexe par des polyedres
avec une précision aussi bonne que l'on veut, précision mesurée par
la distance d(A,B) définie en 4-3-1. Si nous munissons la classe
J de cette métrique, le sous-espace é5des polﬁédres ovoides est
dense dans JC.Ce fait a une grande signification théorique. Il
justifie le procédé connu qui consiste & établir d'abord uné pro-
priété dans le cas des polyddres ovoides, et'é 1'étendre au cas
d'un ovoide quelconque par passage & la limite. C'est en ce sens
gque l'on parle d'approximatiqn,par des polyedres. Ia lemme sui-

vant est fondamental.
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Théordme I (Premier théoreme d'approx:Lmat:Lon) Soit A € Y un ovoide,

et €>0. On peut trouver deux polyedres Pet QES avec P A C Q,
a(4,P) < £ et d(4,Q) <€, '

Démonstration: Recouvrons & & l'ailde d'un nombre fini de cubes

égaux d'arétes s~<.a/\/'f, dont chacun rencontre A. Soit Q 1ten—
veloppe comvexe de la réunion de ces cubes. On a manifestement

AC Qet QCA g, dlob a(4,Q <e.

Recouvrons maintenant A par un nombre fini de cubes égaux |
d'aréte s<2¢/Vk dont les centres appartiennent tous a4 A. Soit
P 1'enveloppe convexe des centres de ces cubes. On a PC A et

aussi AT P, VE? d'ol d(A,P) < €.

Te théordme suivant est également fort utile

Théordme II (Second théoréme d'approximation) Soit A € ¥ un ovoide,
et A> 1. Il existe un polyedre convexe P € % tel que Pc A< AP,

pourvu que l'on choisisse comme origine un point convenable de A.

Démonstration: Supposons d'abord que l'ovoide A solt propre.

Prenons comme origine un point O 6'2 intérieur & A, et soit K
une boule de rayon p>0 centrée en.0'et contenue dans A. Choi-
sissons € -~ O plus petit que la distance A des frontieres A' et

K' de A et K, et tel que la condition

&) =D p>ce

‘s0it vérifide. D'aprés le théoreme I, il existe P € &avec
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(b) - 'Pc-AcPE

Comme e<A, on a K C P - Dans 1l'homothétie P — AP, un plan d'appui
dont la distanceld'appui est p est repoussée vers l'extérieur de
la quantité d = (A=1) p. Comme p>p, (2) montre d > €, et 1'on
vérifie alors P_C AP. Il résulte ensuite de (b) que 1'on a |

bien P< A < AP~

Si A est un ovofde impropre, il existe un plan Ei de dimen~
‘sion minimale i < k contenant A. Considéré comme sous—ensemble
: 4 .
de E., A est un ovoide propre, et la comnstruction précédente s'

applique.

6-1-4  Volumes et Surface des Figures Convexes

Un ovoide est mesurable au sens de Lebesgue, puisqu’
il est compact, et admet dond’un volume. S'il est impropre, ce
volume est nul. Mais cela ne permet pas encore de définir sa
surface. Nous disposons bien des surfaces usuelles, au sens de
Minkowski, introduites en 5-1-3. Mails il faut examiner si ces
différents nombres existent et Coinoidént. Nous le ferons ci-

dessous.

En fait, la structure simple des figures convexes
permet de comnstruire la notion de volume et 'de surface de ces
figures & l'aide des notions correspondantes de la géométrie
élémentaire. Ia théorie des figures convexes est ainsi largement

indépendante de la théorie générale du volume.




|
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- On proctde de la manidre suivante : On part du volume I(P)
et de la surface F(P) d'un polyédre convexe P. -Ces fonctionnelles
sont monotones sur la classe des polyedres convexes. On peut donc

définir pour tout A -€ J{les quatre nombres

(25) V(A)

i
il

Inf {I(P), P= A}, V(4) = Sup {I(Q), Q< 4]

(26) T(4) Sup {F(Q), Q < 4}

i
i

Inf {F(P), P2 A}, E(4)

P, Q pafcourant la classe é;des polyedres convexes. la mono-

tonie montre de plus I(Q) I(P) et F(Q) < F(P), d'ou :

(a) T (M) <T(A) , F ()< (4

Mais prenons P = AQ, A>1 ; on trouve

(b) T (&) =2rF 7 (a) |

F (a) = A5 1p (a)

Le second théoreme d'approximation montre que (b) est véri-

fiée pour tout A X 1, et, compte tenu de (a), il en résulte :

(e) Y (A) =V (4) ;5 PFQA) =T (4)

On désignera par V{(A) et F(A) ces valeurs, et on dira qu'

i1 s'agit du volume et de 1la surfaoe de l'ovoide A.
b

Ce procédé permet d'étendre & la classe JC les propriétés

l . , i } X Py

élémentaires vérifides par les fonctionnelles I et P sur la

- classe %5. Ia fonétionnelle V(A) est invariante pour les
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déplacements, définie> 0, monotone, bornée, homogene de degré k,

continue et simplement additive. Ia fonctionnelle F(A) est inva-

riante pour les déplacements, définie > 0, momotone, bornée, homo-

géne de degré k-1, continue el additive.

V(A) coincide avec la mesure de Llebesgue de A. Si A est un

ovoide propre, et A (-r < p < ©) un ensemble paralltle & A, in-

P
terne ou externe, on a pour p -+ O :

(29) V(&) = V(&) + p F(4) + 0(p)

Celd se déduit de la relation (25) de 5-1-3 établie pour les po-

lyedres ovoides et du théoreme de l'approximation polyedrique.

Les régles. (52) et (53) de 4~2~2 domnnent ensuite la régle de dif-

férentiation :

‘ d
(30) F:a"gv

. (-r < 0 = o)

o

(on a posé V = V(A ), F, = F(A ). Pour ¢ = 0, en particulier,

la régle (30) donne

(1) F(A) = F,(4) = 7, (4)

1l

Ainsi, la surface F(A) d'un ovoide propre coincide bien avec
la valeur commune des quatre surfaces usuelles au sens de Minkowski

(cf. 5-1-3). TLe théoréme 1 de 5-1-2 montre encore que l'on a

;‘(32) B(A) = £(AY) = f*(A’)
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La sﬁrfaoe de la frontiere A' = FrA de l'ovoIde propre A est donc
mesurable au sens de Minkowski, et la mesure superficielle de A

coincide avec F(A).

Pour la boule X de rayon unité, on trouve :

(33) . V(K) =w_ 3 F(k) =k Wy

avec une constante Wy (qui intervient constamment en géométrie

intégrale) définie par :

(34) wk. = '(l_——-

(35) T(14n) =nt ., T(ur4) = VT 2L o o,q,2...0)

6-1-5 Ia Formule de Cauchy.

Cauchy a établi, dans le cas de l'espace usuel, une
relation exprimant la surface d'un corps convexe en fonction de
1'intégrale de son contour apparent étendue aux directions de

ltespace. On a la formule

(36) P(4) = ﬁ/m, ) du

ol A est un ovoIde, V'(A,u) le (k-1)-volume du contour apparent
de A dans la‘directioh d'un plan E(u) passant par l'origine (sec-

i'tion efficace dans la direction u), enfin du désigne la densité
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de direction, c'est-a-dire 1'élément de surface de la sphére unité

S. Ia section efficace V'(A,u) est une fonction

direction u, de sorte que l'intégrale étendue &

existe au sens de Riemann.

continue de 1la

la sphere unité S

Démonstration de (36) Désignons par ®(A) le second membre de (36).

a/ Soit P un polyddre ovoide. On vérifie
n H

2V (Bu) = 2 T(2) | cos(uu)]

V= /

sans peine

(sommation étendue aux n faces Pv’ v =1,2...n de P, u_ normale

& P, orientée vers l'extérieur, I', (k-1)-volume
voit que V'(P,u) est une fonction continue de u.

et J/Tcos (uv,u)l du = 2 w,_, résulte ensuite :

(a) 2(P) = ¥P)

Vv
élémentaire). On

De F(P) = y_ I'(2,)
v |

b/ S0it A un ovoide quelconque, et P un polyedre tel que

PecACAP (A\.>1). Ona V'(P,u) < V'(4u) =< 5™

1 Vt(P,u), de

sorte que V'(A,u) est limite uniforme de fonctions continues de

u, donc est elle-méme continue en u, pulsque A>1 est arbitraire

(2°1€ théoreme d'approximétion). En intégrant cette relation

compte tenu de (a), on trouve

k-1

F(P) < a(4) = AF! m(p)

Mais on a aussi F(P)'< F(a) < A1 B(2), dton F(4a) = a(4)
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6-1-6 Tes Fonctionnelles de Minkowski - Formqle de Récurrence
de Kubota

Te 'volume et la surface d'un ovoide sont (& un fac-
teur pres) les deux premiérs termes d'une échelle de nombres fon-
damentaux affectés & un ovoide dans la théorie de Minkowski. Il

s'agit des fonctiomnelles de Minkowski Wi(A) (i = 0, 1,...k),

qui sont, comme nous le verrons, rangées par degré d'homogénéité
décroissant. Il y a plusieurs manigres de les introdulre ; nous
utiliserons une formule de Kubota qui permet une récurrence sur
le nombre k des dimensions de l'espace. L'intégrale de Cauchy
amorce petfe rééurrence. Ce procédé de récurrence établit les
propriétés principales de ces fonctionnelles en méme temps que

leur existence.

Pour k = 1 (sur la droite euclidienne), un ovoide

est un segment de longueur s, et nous posons

(38) W(a) = V() =s 5 W(a)=TA) =w =2

Pour k > 1, on posera par récurrence

I3
-

Lo _‘ . S J 1  _ |
IR R ACER ORI ACES [y aw aw (3= 1,2,0000

©0€ fonctionnelle du contour apparent

Wi_1(A,u) désignant la (i-1)
de A dans la direction u calculée dans le (k=1)-plan E(u) dont le
vecteur normal est u. L'intégrale est étendue & la sphére unité

S de ®*. Les trois premidres et les deux dernidres fonctionnelles
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de cette échelle présentent un intérét particulier, et sont liées

& des caractéristiques classiques. On .a :

(40) wo=v;k‘w1=F;kw =M kW_, =N, W =0

V désigne le volume, F = F(A)‘la surface, M = M(A) 1'inté-

grale de la courbure moyenne, N = N(A) 1la norme et Wy la constante

habituelle.
Pour k < 3, on a les identifications suivantes :

a/ k=1 (A est un segment). W, =V=0N=s (longueur)

W1='F:(1)1=2

b/ k=2 Wo=Vs=rf (volume & deux dimensions), 2 W, =N-= é
(périmdtre) 2 W, = M = om.
¢/ k=73 W, =V (volume) - 3 W1 = F (surface) « 3 W, = M =

(intégrale de la courbure moyenne = Norme) - Wy =

Dans le cas d'ovoides dont la frontidre est réguliere, au
sens de la géométrie différenti?lle, on peut représenter les fbnc—
tionnelles Wi a l'aide d;intégraleskde surface faisant infervenir'
certaines fonctions symétriques simples des k~1 courbures princi-
pales. Le nom conventiomnel de la fonctiomnelle M réppelle cette ’
circonstance. Nous n'étudierons pas ici ces relations,vqﬁi sor-

tent du cadre de la géonétrie ensembliste.

Dans le cas de la boule unité, ces fonctionnelles premnent

des valeurs trés simples. ‘On déduit de (39) :

1) o W(E) = ey (1= 0,1,...%)
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et par suite :

(42) o N(K) = M(K) = (K) = k V(K) = k 0y

Passons maintenant aux propriétés les plus importantes

‘la fonctionnelle de Minkowski W, est invariente pour les dépla-

cements, définie = O, monotone, bornée, homogdne de degré k - i,

continue et additive. Wb(A) est méme simplement additive.

-
Démonstration - Ces propriétés sont vraies pour k = 1, d'apres

la définition (38). Soit k > 1; et supposons que l'existence et
les propriétéé des‘Wi aient été établies pour les dimensions infé-
rieures & k. Soit A un ovoide dans Rk° Diapres lfhypothése de
récurrence, les W'i_1(A,u) sont des fonctions continues de la di-
rection u, car la fonction d'appui h(A,u) est continue en u. I'in-
tégrale (39) existe donc au sens de Riemann, et les Wi(A) sont
bien définies. Comme les contours apparents de A sont uniformé-
ment borrnés, le lemme sur la continuité uniforme (ef. 6-1-2) et

la compacité de la spheére unité S montrent que les Wi(A)ASOnt elles—
mémes continues ; il est utile de remarquer que l'on a d(A,B) =
d(A',B') si A' et B' sont les contours apparents de A et B dans
une méme directiony Les translations laissent invariants les
contours apparents, ﬁonc aussi 1es~intégra}es (39). Une rotation °
autour de l'origine.affecte 1'intégrand de (39), mais non 1'inté—

grale elle-méme, qui est étendue & la sphére unité, et les W,

sont invariantes par rotation.’ Enfin9 il résulte de (39) que les
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Wi sont définies' 2 O, monotones, et homogenes de degré k - 1.

Etant monotones, ces fonctionnelles sont bornédes.

Si AU B est convexe, A' U B' est également convexe (A', B!
contours apparents de A et B), et les relations (AU B)' = A'U B,
(AN B)' = A'N B' sont vérifides. L'hypothdse de récurrence donne :

W£_1(A,u) + vsifi\__1(]3,u) = W:fL_1(_AU B,u) + Wi_, (A N B,u)

-

et on déduit de (39) que les W, sont additives. Enfin WO(A) = V(A)

est méme simplement additive.

6-1-7 Norme, et Iargeur Moyenne

La norme N(A) introduite ci-dessus, et avec elle la
(k—1)eme fonctionnelle Wk?1(A) sont étroitement lides & une carac-
téristique trés intuitive, qui mesure l'extension lindaire d'un

corps, & savoir sa largeur moyenne b(A). Pour k = i, on pose

b(a) = N(A) = s, et pour k > 1, :

(43) B = g S o(a,w) au

%(A) est donc la valeur moyenne, pour toutes les directions u, de
la largeur b(A,u) dans la direction u. Montrons 1'identité :
oy _

Démonstration : Supposons (44) vérifié pour les dimensions < k.

‘ Soit A un ovoide de mk et posons :
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(a) () = T«:J'&)'i; /T)u(A') du

(A', contour apparent de A pour la direction u dans le plan E(u),
3u(Aﬂ) largeur moyenne de A' dans l'espace E(u) & k-1 dimensions.

L'hypothése de récurrence domne, d'aprées (44)

5 (A1) = o2 o2
Py (A1) = 5= o WA = o kol

Portons dans (a) en temant compte de (39). Il vient :

(b) o) = W () = P MW

D'un autre cdté, la définition (43) donne :

o (A') = 1 b (A',v! 1
u( ) (k_1) wk_“ / ( v') aw

ou V' décrit la sphére unité du. (k-1)-plan E(u). Portons dans

(a). On obtient une intégrale double 2
3 1 : |
®(A) = ¥ o, (E-1) o U/C//£K(A';V7) av' du

Mais av.' du = dwv du', v désignant une direction cofincidant

avec v'! mals variant dans tout 1'espace, tandis que u' coincide
avec u mais ne varie que dans le plan E(V) - Avec ce changement
de variables, 1'intégrand ne/dépehd plus de u'. Commeu/nduﬂ =

= (k=1) Wy 19 il reste 3

B(4) = ¢ (lk /b(A,rv) av = b(A)

‘ce qui &tablit (43) et (44) -
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La largeur moyenne et la norme, outre les propriétés communes
& toutes les Wi, présentent la particularité d'étre des fonction-

nelles lindaires 'au sens de Minkowski @

(45) N(ex A® B B) = a N(A) + B N(B) (oc,BZO,oc+ﬁ‘= 1)

La norme est donc, en un sens, la plus simple des fonction-—
nelles de Minkowski, plus simple que le volume ou la surface. On
démontre sans peine (45) en remarquant que b(A,u) est déja linéai-

re. Cette propriété caractérise la norme (& un facteur prés) :

déplacements, continue et lindaire au sens de Minkowski. On a :

(46) ¢(A) = a N(A) + D (A # @)
pour deux constantes a et b.

Démontrons d'abord le 3

Lemme II - Si’¢(A) est une fonctionnelle sur M lindaire au sens

de Minkowski, on a :

(47) e(AL) = A 9(4) + (1-1) (&)
% désignent 1'ofigine des coofdbnﬂéeé,;

En effet, posons f£(A) = ¢(AA)e. .La régle (¢ & + B M)A =

= o (EA) ® B(nA) valable pour les ovoides et la linéarité de ¢

~donnent :
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(o & + B n) = a £(8) + F £(n)

Avec A 2 O, prenons :

(8) &=A n=0,a=+, B=21 (sinrz1)
() E=A nN=0, a=A, B =1=27 (8Li=1)

Dans les deux cas, il vient £(A) = A £(1) + (1-A) £(o),

c'est-a-dire (47).

Démonstration du théortme III - Comme ¢ et N sont invariantes

par les régularisations de yotation (ef. 4-5-2), le théoréme V
de 4-5-3 appliqué a ces fonotionnellesAcontinues montre @(A) =
= @(KO) et N(A) = N(KD), K, désignant la boule de rayon r_ obte~
nu en régularisant A. Compte tenu de (47) et de 1l'homogénéité

de la norme, il en résulte :
9(8) = r [o(K) - 9(8)] + 9(8) , N(4) = r, N(K)

(K, boule unité). En éliminant r,, on obtient bien (46)

6—-1-8 Formule de STEINER pour les Figures Paralléles

Steiner a montré que le volume du dilaté A d'un
ovoide A par la boule de rayon p est un polynome en p, dont les -
coefficients coincident, (&4 un facteur prés) avec les fonction-

{

nelles de Mirikowski. DLa formule :

‘

. k
ae) V(e = \g o W,(4) o (0% p < w)
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montre que le volume de Ap est la fonction génératrice des fonc-

tiommelles de Minkowski.

Démonstration de (48) - Pour k=1, (48) est vérirfide puisque dans

ce cas V(Ap) = V(A) + 2p. Supposons (48) vérifide pour toutes
les dimensions inférieures & k, et soit A un ovoide de Ek - De

(36) résulte

-

(a) ETAU)lz wk11 J/EJ(AU,u) du , o >0

Soit A' la contour apparent de A dans le plan E(u). On vé-
rifie sans peine la régle (AU)' = (A')G; D'apres (48) et 1'hy-
. e ,

pothése de récurrence, on a V’(AG, w = », ot

W o(a,u) o,
- k=1 "p ( )

Substituons dans (a), intégrons et appliquons (39). Il vient
k=1
= M p
(b) P(4;) Eég ECM, W) o

p

La régle différentielle (30) donne ensuite V(Ap) = V(4) +d/ﬂFKAU)dG.
‘ o

I1 suffit alors d'intégrer (b) pour retrouver (48).

En fait, les fonctionnelles de Minkowski admettent toqteé

des représentations de ce type, données par la formule générale

de STEINER :

k-1
(49) Wi(a) = 2o Oty Wy () p¥ (1= 0,1,..k)

/ i \ . 1
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Pour établir (49), on remarque Ap+c = (Ap>o et on déduit de
(48) 1'identitd

k

v : v ~V v
a Gy W&(A) (p+c? = g;; O W, (Ap) o

I1 suffit d'identifier les coefficients de o’ pour obtenir

(49).

6—1-9 Cas particulier

Soit A un ovoide impropre, avec A € E pour un plan E
convenable. En tant qu'ovoide de l'espace E & k-1 dimensions, A
permet de définir les k valeurs W (A) des k fonctionnelles de Min-
kowski de 1l'espace m. o« wooient W’(A) les valeurs en A des k+1

fonctionnelles delR ¢ on a les relations simples

i w.
3 i t .
(50) Wi(A) = ﬁfﬁ;:; Wi_1 (A) (1 = 1925 ...k)

Démonstration. Soit ET un plan paralléle & E situé & la distance

T de E. IL'intersection Ap NE_ (-p =7 s p) est égale (& une
translation prés) & 1! ensemole.AVr————' parallele & A dans l'es-
pace E. De (48) on tire le (k-1) volume :

k=1 . /

‘ S : &
’ _ S B Py (A2 282
v (Ap NE) = ;’) Oty W, (4) (g -1%)

. : e . -
liais V(A)) =/ V/(a, NE;) d7. En utilisant la relation
| Lo »
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P VR w
(pz—TZ)Z dt = —%il pLH-1 , on trouve donc :
—-p B
-k
v—1 w
= —V v
'WA& B é; Ot Wy Ww4(A)p

Il suffit de comparer & (48) pour obtenir (50).

Autres formules - Soient P €t Q deux ovoides impropres situds

dans deux plans (de dimensions p et q, p + g = k) supplémentaires

orthogonaux, Wi et‘WU les fonctionnelles relatives & ce p-plan et

& ce gq-plan. On a :

, o, i oV Ci—v o ;
(51) Wi(P ® Q) = 'é‘l— Z ap-'-&g—- w, (P) W, (Q)
% V=0 vV  di=v

En particulier; pour i = o et i = 1 @

V(P ® Q) v/(P) V' (Q)

(52)

F(P @ Q) V(R) F(Q) + F'(P) V (Q)

[Démonstration p. 215 - 216]

[Formules diverses relatives au parallélotope, aux cubes sous-di-

mensionnels, aux corps de révolution etc... pages 216 — 220]

s
i 5 1

6-1-10 Caractérisation des Fontionnelles de Minkowski
R S
Désignons parﬁt(la classe des fonctionnelles définies

sur ﬁ:, invariantes par déplacemenéé, additives et continues., G

est un espace vectoriel,.eﬁ‘contiepthles fonctionnelles de Minkowski.§

[ ' 1 '

! 1 Wi l - B [ ' | o ' . ) \
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En fait, 316 est engendré par les fonctionelles de Minkowski :

pour les déplacements, additive et continue) est de la forme :
. Xk

(75) p(A) = 2. G W (&)

V=0

avec des constantes C, convenables (= 0 < C, <+ ©)

Corollaire I — ©i de plus ¢ est simplement additive, on a
(76) ¢(A) = C V(4) (=0 <C <+ w)

On notera bien que ces résultats ne s'appliquent qu'aux
fonctionnelles définies sur la classe I des ovoides, et on ne
peut pas les étendre sans précaution & des classes plus générales

d'ensembles.

On a des résultats analogues en ce gui concerne la classefﬂ}
des fonctionnelles définies JC, invariantes pour les déplacements,
additives et monotones. 3G n'est pas un espace vectoriel, mais un

cone convexe:

a, b20, 9, ¥ €I = ag+b¥ eI
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. k
(78) p(a) = 2. ¢, W (4) (0 5 ¢, <
V=0

Corollaire II - 8i de plus ¢ est simplement additive, on a

() = C V(4) (0 5 C < w)

[1la démonstration de ces théorémes fondsmentsaux occupe les
pages 222 - 225]

Ne 2 - FORMULES INTEGRALES

6=2-1 Intégrales Cinédmatiques

La géométrie intégrale de Von BLASCHKE étudie des
figures mobiles dans l'espace.et les intégralés invariantes
qu'elles permettent de former. Imaginons une figure (par exem-—
ple un ovoide ou un i-plan) soumise & 1'action d'un groupe de
déplaceménts (par exemple, groupe des rotatiors ou des transla-
tions, ou le groupe complet) et une fonction de cette figure
mobile dont la valeur dépend de la position qu'elle occupe. On

peut comstruire une intégrale de cette fonction étendue au groupe

de déplacements, dont la valeur est alors invariante par les
opérations du groupe. Plus précisément : soit X une figure, G
un groupe de déplacements. DL'opération y € G transforme X en
XY. Soit £(X) une fonction dépendant de la position de X. On
forme une intégrale de la forme :

(80) 3(2) = [2(x") ax

dX désignant la densité de X pour le groupe G (G-densité), et
1'intégration étant étendue au groupe G entier. ILa G-densité
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dX est une forme différentielle :
(81) ax = 0(t > ceet ) Aty e d by

des m parametres qui déterminent la position de x! parmi la
classe des figures déduites de X par les opérations du groupe
G. Nous nous limitons aux fonctions f pour'lesquelles 1vinté-
grale (80) existe au sens Q? Riema;nn° Enfin, nous exigeons une

importante propriété d'invariance ¢ Pour deux opérations a,B € G,

1'intégrale cinématique (80) appliguée 3 la fonction

(82) £ (1) = 2(x*")
déduite de f doit vérifier la condition

(83) 3 () =4d ()

T'indépendance relative & « a le sens d'une invariance de
choix : au lieu de X, tout Xa.(a € G) peut servir de point de
départ * dans les notations de Hadwiger, aY est l'opération de
¢ obtenue en effectuant d'abord a, ensuite y *. L'indépendance
relafive 4 B a le sens d'une invariance pour les opérations de
¢ (G-invariance). Ces deux conditions d'invaridnce déterminent
la densité 4 X & un facteur prés.

~Le choix de cette densité éonfére 4 1l'intégrale (80) quatre
propriétés, qui permettent souvent d'obtenir des conclusions sub-
stantielles sans expliciter les calculs : l'intégrale est iava-

riante, lindaire, monotone et définie 2 O.




; 66 —
(J(af +bg) =ad(f) +bd(g) , £=20=J(Ff) = o)

Donnons guelques indications sur les densités qui conviennent

dans les cas les plus usuels.

Examinons d'abord les densités qui conviennert & un multi-

vecteur orthonormé. Soit 1 = j = i = k et Ei un i-plan passant

par l'origine. Un j¥vecteur Qij = (u1, ...uj) contenu dans Ei
est constitué de j vecteuré"uv < B, normés et deux & deux or—

thogonaux. DLa densité de rotation du 1-vecteur &;, = Q =A(u1)
est d Q; = d_q1,
clest-d~dire 1'é1lément de surface de la sphere unité & i-1 dimen-

sions 8, = 8 N E,. Pour i= 1, on prend d 91 = 1.

Considérons maintenant une rotation de Qij dans le plan B, ;
on peut prendre pour u, une direction quelcongue de Ei’ tandis
que pour U, on ne dispose plus que des directions du (i-1)-plan

orthogonal & u B.. & i -
Ei—1 c Ei g o dans By De méme, pour u3, il ne res
tera que les directions d'un (i-2)=-plan Ei—é’ etc... La densité

d Qij qu'il convient d'attribuer au multivecteur.gij tournant

dans le plan Ei sera donc :

d Q-- =d§2i',‘:oo d@

ij i-j+1

o

produit des densités de directions des vecteurs u1,...uj, compte
tenu des conditions dﬁorthoéonalité qui limitent progressivement

leurs degrés de liberté.

o 3 g et A i e

densité de direction dans le plan E; (ef. 6-1=5) .
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Lo densité de Qkk du k—-vecteur s'appelle aussi densité

de rétation d Pk de l'espace de base. On g :

(86) de=kok=dQ1d§22...d sak

et 1l'intégrale éteﬁdue & l'espace entier est :

_ _ kL.
(87) C‘k—/d T = 5 0 Wgeo vty

-

Les constantes Ck interviennent constamment en géométrie
intégrale. La relation
(88) dE;jar;dTl,_, =4T,

définit la densité de rotation du i-plan Ei sur lequel on fait

agir le groupe des rotations : partir d'un k~vecteur (u1,.°~uk)

pour lequel (u1,°°.ui) est contenu dans E; et (ui+1,..7uk) dans *

1'orthogonal de Ei’ et désigner par d ryetdT les

k-1
densités de ces multivecteurs. Cette construction montre que
deux plans supplémentaires orthogonaux ont la méme densité de

rotation :
(89) 4E =aF

A 1'aide des constantes auxiliaires ( d'emploi fréquent en
géométrie intégrale)

UJ ‘.e'ow -‘
(90) ., = of L=t =L, o =g
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on exprime 1l'intégrale de rotation de Ei par

| / = /= Vi
(91) d By = Jd B s =7 Cix

k-1

La densité d Pi 3 i-dimensions d'gn point Pi mobile dans
un i-plan fixe Ei est la différentielle du volume dans Ei: cette

remarque- simple montre que la densité de translation d EiAd'un

i—plan‘Eisur lequel on faif agir le groupe des translations se

met sous la forme :

(92) - - AdF. =4aFP

Pk—i représente ici le point d'intersection de Ei avec son sup-
plémentaire orthogonal passant par 1l'origine. On définit emnsui-

te la densité de déplacement du i-plan Ei sur lequel on fait a-

gir le groupe complet des déplacements par la formule
(93) 4 E, =485 d&E,

Elle apparailt comme le produit des densités de rotation et de

trenslation. Pour i = 1 et i = k-1, nous parlerons, pour abré-

ger, de la densité de droite d G d'une droite mobile G, et de la

densité de plan 4B d'un'plan mobile E.

Considérons maintenant une figure A quelcongue. Si dP dé-
signe la densité ponctuelle & k dimensions d'un point P 1ié & A,

1la densité de translation de A sera 3
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(94) adE=407P

Si da ', désigne la densité de rotation d'un k-vecteur

k
passant par l'origine et paralléle & un systéme orthonormé 1ié

34 A, on définira la demnsité de rotation de A par :

=4 T

=il

(95) d .

Enfin, la densité de d&éplacement, ou densité cinématique

de A sers @

=1

(96) - d A=4d Aad

Cles®t, 2 nouveau, le produit des densités de translation

et de rotation.

Avec les densités que nous venons de définir, toutes les
intégrales de la forme (80) vérifient, relativement au groupe

G correspondant, l'invariance que nous avons exigée en (83).

6-2-2 Formules Intégrales relatives au Volume et & la Surface.

Soit P un polyddre et E;, un i-plan (0 < i< k) sou~

mis aux groupés des translations. On a la formule :
(97) I' (FNE) aE =1I(P)

(I, I', volumes & k et i dimensions respectivement, d E; densité
de translation de Ei)

[démonstration élémentaire p. 228]
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Ie principe d'approximation polyedrique montre que cette
formule s'étend & 1a classe JC des ovoides : on retrouve ainsi

une méthode connue pour le calcul des volumes.

Soient P et Q deux polyedres, P restant fixe tandis que Q
est soumis au groupe des translations. On a alors la formule

simple :

(98) U/E (PNQ) aq=1I(p) I(Q)
[démonstration -élémentaire p. 229]

Si P est un polydédre, G une droite mobile, désignons par

N(P N &) le nombre des intervalles fermés disjoints qui constituent

1t'intersection PN G. On a alors :

(99) wi 1 u/%(P Ne) dae=m2)

[ddmonstration pages 229 - 230]

6-2-3 Relation intégrale pour deux polyedres

Soient P et P deux polyedres de volume I et I, et
Ps P, deux points variant sur.leurs frontieres respectives.
Soient 4 F et d FO les &léments de surface de ces frontidres en
p et Pyo 6 l'angle des normales orientéeé u et u, des faces de
P et P, contenant p et P, et r'la distance des points p et Poe

On a la relgtion :
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) ,
56> (100%«2 cos @ AF AP = 2 k T I_

<+ [démonstration p. 231]

6—-2-4 Intégrale de rotation et addition de Minkowski

Soient A et B deux ovoides, A restant fixe, et B
tournant autour de l'origine. Si 1l'on désigne par d 5 1a dén;
sité de rotation de B, 1l'addition de Minkowski de A et B véri-

fie la formule intégrale suivante :

o k-1
1y (he ) af = L v
(101) Ck‘/wi (ro ) af-gh 2 ol W, w ()

l'intégrale étant étendue & toutes les rotabtions. ILa cons—
tante Ck est définie en (87), et le premier membre représente la

valeur moyenne de la fonctionnelle Wi pour la somme A ® B lors-

_.gue A et B occupent toutes les positions relatives possibles.:

Démonstration — Désignons par ®(A,B) le premier membre de (101).

Comme les Wi(A ® B) sont invar?apts pour les tramslations de A

ou.de B, et que l'intégrale est invariante pour les rotations

de A ou de B, on voit que ®(A,B) est invariant pour les déplace-
ments affectant indépendamment A et B. Fixons B. ¢(A) = &(4,B)
est une fonctibnﬁelle sur &0 invariante pour les déplacements;
Elle est monotone comme Wi' Montrons que ¢ est additive. En

effet : soient A'et A" deux ovoides tels que A' U A" soif encore.
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convexe. Les régles (29) et (30) du 4-2-1 donnent :

1l

(Ar U A") @B = (A' ® B) U (A" ® B)

(A' N A") @B (A’ ® B) N (A" @ B)

Comme W, est additive, on en déduit :

W, (A'® B) + W, (A"® B) = W‘i((.A'U A") @ B) + Wi((A'n A") @ B)

-

et en intégrant selon (101) il vient :
e (A') + ¢ (A") = ¢(A'U A") + ¢ (AN A")

Ces trois propriétés permettent d'appliquer le théoréme V.

On a donc une représentation de ¢ de la forme
k

9 (A) =2 a, W,(8)

V=0

Comme A et B jouent des rdles symétriques, on doit awoir :
@ (A,B) = Z\; zp" ay, W,(4) W (B)

k-1 W, (4@ B), on

k=i

Si 1'on remarque que Wi,(K A®ANB) = A
voit que l'onna la régle d'homogénéité @ (A4, AB) = A ®(4A,B),
et que ® (A,B) = EV; b, W§+1(A) Wk_v(B). Si 1'on prend B = pK
(K boule unité), 1'intégrand LA (A®pK) = W, (Ap) est constant
dans (101). I1 suffit alors d'identifier avec la formule (49)

‘ N N ‘_L.1 AY
des corps paralleles pour trouver bV = EE_ Ck—i .

Ve

1
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6—-2-5 Projections et traversées, Formules de Cauchy et de
Crofton. )
Nous supposons ici k = 2. Soient A un ovoide, Ei
un i-plan tournant autour de l'origine, d ﬁi sa densité de rota-
tion. On désigne par A]Ei = AT le contour apparent (projection‘

orthogonale) de A dans Ei“ On a alors la formule des projections :

1 /' y ! .
(102) F— J W (AlE)) @ By =g W, ;(8) (0=vsisk1)
ik k~1

=i

¢

ou W' désigne la fonctionnelle de Minkowski agissant dans l'espace
4 i dimensions ; l'intégration s'étend & toutes les rotaﬁibns, et

Ciq est la constante introduite en (90).

Soit maintenant Ej un plan se mouvant librement et d Ei sa

densité de déplacement. On a alors la formule destraversdes :

w. W
i “k=v

W (a) (0<v<=<ic<Kk)
W5 O v

i~v @ ) 2 d

“~

(103) -0—1; ﬂv’\j (ANE,) 4 B, =
1

s
W et Cik

ont la méme signification que ci-dessus, et l'intégrale
est étendue & tous les déplacementsc

Démonstration — Désignons par ¢(A) et ¥(A) les fonctionnelles sur JT

définies par les premiers membres de (102) et de (103). Elles
sont manifestement monotones et invariantes par déplacements.
Elles sont également' additives. En effet, soient A et B deux

ovoides, tels que A U B soit encore convexe. Les contours

apparents et les sections vérifient les relatioms ;
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(nUBT =2t UB, (AnNBT =4, NB et (AUB) NE, = (ANE)
U(BNE), (ANB)NE, = (ANE) N (BNE).

Compte tenu de l'additivité de W', on en déduit que 1'inté-
grand est additif a Ei fixé, puisque ¢ et ¥ sont additives. Ces
trois propriétés permettent d'appliquer (78). On remarque ensuite

que ¢ et ¥ doivent &tre homogénes de degré i-v et k-v, d'ou résulte

(a) o(A) = a W_o .(4)
(o) v(a) = b W (4)

Pour déterﬁiner les constantes a et b, on prend B = K (boule
unité). Dans (102), 1lt'intégrand est aloré constant et vaut w,;
d'ol, compte temu de (91), 9(K) = Wy wi/wk-i', Mais 9(K) = a w%,
dtoll a = wi/u)k‘_i°

i-v

Dans (103), pour B = K; 1'intégrand est w. (1-t%) 2 , %
désignant la distance de B, & l'origine des coordénnées (qui est
aussi le centre de K). Laissons fixe la direction de Ei’ et con~-
sidérons la famille des plans paralleles & Ei' Désignoné par
Py = E. A Ek&i les points ol ces plans paralleéles rencontrent
leur supplémentaire orthogonale Ek—i (passant par 1l'origine).
Pk?i se trouve sur la frontiére d'une boule de rayon t contenue
dans Ekﬁi. En intégrant par rapportv aux.translations (densifé
a Ei), on trouve donc,.compte - tenu.de (92) :

| t . 1
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"] i-v )
—_— k—1-1 w. W
-51- (k-1) @ ; w; u/(‘1-—452_) ? t. . at = E&""%TX
ik ' : AEEE ik Ti-v

Wais, d'apres (93), 4 By = 4 E, d E., et, pour obtenir ¥(K), il

faut encore multiplier par d ﬁi et intégrer sur les rotations.
w W
Compte tenu de (91), on obtient ¥(K) = EKTV wl . Mais d'autre
i-v k=i

part ¥(K) = b Wy 9 d'olu la valeur de b, et la relation (103).

Dans le cas particulier i = k — 1 , (102) se réduit & la

formule de récurrence de KUBOTA (39), car la densité de rotation
d E d'un plan-est identique & la densité de direction d u de
son vecteur normal. Ie cas v = O dans (102) est également inté-

ressant : on trouve

W, .
: _ k=1 r = . _
(104) Wk—i(A) = T d/; (AlEi) a E; (1 =1 s k1)
. . ik 71 :
V'désignant le volume & 1 dimensions. On voit que la (kri)?me

fonctionnelle s'obtient aussi en intégrant le contour apparent
34 i dimensions (section efficace & 1 dimensions de 1l'ovoide A,

cf. 4-4-2).

6~2-6 Intégrale de rotation et déformation affine

7’ Id

Soit £ une transformation affine (non dégénérée) lais-
sant fixe l'origine des coordomnées, 0. Elle transforme la boule

unité K centrée en O en un ellipsoide K& éoncentriquea 31 nous
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faisons tourner un convexe A autour de l'origine et Jui appliquons,
en chacune de ses positions, la transformation &, nous obtenons

la formule intégrale :

=l

(105) ~5= /Wi(A‘i) a T= - W.(K%) w,(4)

Tk k
(a K désigne la densité de rotation de A, et 1l'intégrale est éten— 4%
due & toutes les rotations):_ Le premier'membre donne la valeur
moyenne de la idme fonctiomnelle pour le corps déformé Ag C la
constante Ck est celle qui figure en (87)). Cette valeur moyenne
est proportionnelle & la valeur de la méme fonctionnelle pour le
corps initial A : ainsi, la loi simple selon laguelle se modifie
le volume de A dans une transformation affine s'applique aussi
aux autres caractéfistiques de ce corps, & condition de ne consi-

dérer que les valeurs moyemmes de ces caractéristiques pour toutes

les rotations.

Démonstration — Soit ¢(A) le premier membre de (105) : ¢ est une

fonctionnelle définie sur J(, monotone et invarianfe‘par déplace-
ment. L'affinité & conserve la convexité et vérifie les regles
(AU B)E = a5 UBE et (AN B)E = 45 N B, de sorte que 1'intégrand,
dans (105) est additif, et il en résulte que la fonctiomnelle ¢
est elle-méme additive. D'autre part, la régle (AA)S = A A%
montre que ¢ est homogéne et de degré k—i. Le théoréme V montre
alors que ¢ est de la forme @(4) = C Wi(A). Pour A = K, on trouve
9(K) = Wi(KE), 1t'intégrand de (105) étant alors invariant par ro-

tation. Mais 9(K) = C W;(K) = C wy, d'olt ¢ = mi_ Wi(Kg)-

T
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6-2-7  Dérivée affine movemnne:

Soit w un vecteur normé (direction), et A(N,w) le
transformé de A dans 1l'affinité de direction w ét de module A.
[si 1'on prend une base orthonormée contenant w, cette affinité
consiste & multiplier par A les composantes de chague vecteur
de l'espace relatives & w, sans modifier les autres composantes].
On a A(1,w) = A. Nous verrons en 6-4-4 (th. XII) que W, (A(k,wi)

est une fonction convexe de A. Si nous posons, pour A > 1 3

0, (8 A 0) =5y [ QA0Ge) - W (a)]

cette convexité entralne l'existence de la limite :

(106) ‘elm qi(A,?\,w) = % Wi(A)

A= 1+0

Nous dirons que cette limite est la dérivée de Wi(A) dans la

direction w, et nous utiliserons le symbole 395 Wi(A)o

La moyenne de cette dérivée pour toutes les directions de

l'espace est donnée par la formule :

(107) k1‘*’k /63’—(5 W.(a) dw= (1 - l%) W, (4)

Démonstration — Par un raisonnement analogue & celui que l'on a

fait dans la section précédente, on montre d'abord :

y W, [K(A, 0] - w
1 ’ k

T
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K est la boule unité, et K(A,w) un ellipsoIde de révolution dont
la méridiénhe adﬁet ies déﬁi;axeé“1‘ét A. Pour A > 1 fixé,q;(A,h,m)‘
est une fonction'continue de w sur'la sphere unité S qul est cém;
pacte, et, pour une direction w fixée, cette fonction décroit vers
395 Wi(A)'lorsque A~ 1+0. On en éonélut que cette dérivée est
elle-méme intégrable sﬁr S, et que 1l'on peut permuter le signeu/n
et le bassage a lé limite. Un calcul direct effectué sur 1l'ellip-
sofde montre ensuite que le eoefficient de Wi(A) a pour limite |

5 ‘

k.

N° 3 — THEOREMES GENERAUX DE GEOMETRIE INTEGRALE

6-3—1 L'Annmezu Convexe

Nous désignerons par & 1la famille des ensembles A

k . A . - .
dans l'espace R qui sont réunion finie d'ovolides propres ou 1m-—

propres, de sorte qu'ils admettent des représéntations de la forme :

(108) A= U A (A € L)
= vV ;

En particulier, @ € . La classe &3 est un anneau d'ensem-

bles

(109) A,BE®D = AUB, ANBES

& est d'ailleurs 1'ammean engendré par JT . Nous l'appellerons

1l'anneau convexe.
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Soit By un i-plan, A; = ANE; et AT = A|E. la traversée et

le contour apparent de A. On a 1l'implication :
(110) LEC = A, A €S

qui montre gue & est stable pour les opérations de projection

(=]

et de section par un plan.

Ia classe P des polyddmes est un sous—anneau intéressant de

& . Avec 1l'anneau convexe =1 , nous avons introduit une classe

qul contient des ensembles non convexes et & laquelle nous allons

pouvoir étendre les Fformules et les propositions de la géométrie
intégrale sans sortir du cadre méthodologique simple qui a été

le notre jusqu'ad présent.

6-%-2 TFonctiomnelles additives.

Soit ¢ une fonctionnelle définic sur & , associant

3% tout A € & un nombre réel ¢(A) et respectant la cénvention :
(111) o 9 (¢) =0

On dit que la fonctionnelle ¢ est additive, si lfon a 3

(112) G(AUB) + 94N B) = g(&) + o(B)

pour tout A, B €. On dit que ¢ est simplement additive si

l'on a @(A).=~O pour tout Aiapparfenant 5 la classe ©" des en-

" sembles impropres de &, de sorte que l'on a :

(113)  ANBEST = o¢aAUB) = ¢(a) + ¢(B)
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Une fonctionnelle ¢ définie sur & est, par 1a méme, définie sur

JG. Nous dirons que ¢ vérifie conditionnellement une propriété

lorsqu'elle vérifie cette propriété sur la classe J€ des ovoides
on parlers de continuité conditionnelle, de monotonie condition-
nelle etc.-. Ainsi, les fonctionnelles vV(A) et F'(A) sont con&i~‘
tionnellement continues, monotones, déf%pies 2 0 et bornées : la
restriction apportée paf 1'adverbe.conditionnellement est essen—

tielle dans le cas de la surface F(A).

/7
6-3-%3 La Caractéristique 4'EULER — POTINCARE

Nous nous proposons dans cette section d'établir 1!
existence d'une fonctionnelle additive y(A) définie sur 1'snneau
convexe € qui soit conditionnellement constante, c'est-a—-dire vé-

rifie pour tout ovoide non vide 3

(116) Aedl, Ao = x4 =1

T'additivité de y permet de calculer facilement‘la valeur
x(A) pour une figure A €S pour lequel on dispose d'une représen—
tation de la forme (108). En itérant la relation (112), on trouve
en effet :

(117) x(n) = 2 (4, ) -2, Sl N4,) .

e désignant 1'indicatrice définie par 3

0 sih=¢

W T i

1
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et la sommation Z:i étant étendue a4 toutes les combinaisons
Vis VoseeeVy de i indices choisis parmi les n indices 1,...n

qui figurent dans la représentation (108).

Mais une figure A € & admet plusieurs représentations sous
forme de réunion finie d'ovoides. Si nous démontrons l'existence
de la fonctionnelle ¥, nous aurons par 1& méme établi que la va-
leur calculée en (117) ne dépend pas du choix de cette représen-—
tation. Comme les termes qui”figurent au deuxidme membre de (117)
ne prennent que les valeurs O et 1, on voit que la fonotionneile
x(A) ne pourrs prendre que des vaiéurs entieres, positives ou né-
gatives. Ces véleurs sont univoquement détermiﬁées par (108) et

(118), de sorte qu'il existe au plus une fonctionnelle X possédant

les propriétés souhaitées. On voit facilement que cette fonction-

nelle doit possédef une propriété 4'invariance de type topo-combi-
natoire, plus riche que la simple invariance pour le groupe des

déplacements. En effet, si A, B €& admettent lss représentations:

avec des ovoides Aﬁ’ B, indexées par les mémes indices v = 1,2...m

et tels que les conditions

\

e(A , Neee A L) = e(BN N oeee ﬂBvi)

v i V1

soient vérifides pour toutes les combinaisons possibles (V1""Vi)

d'indices nous dirons que A et B sont équivalents au sens combina-

,%oire et nous écrirons A ~ B. La formule (117) montre immédistement
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que l'on doit avoir :
(119) A~B . = x(4) = x(B)

En particulier, y doit &tre invariante pour les déplacements.

Démonstration de l'existence de y — Soit d'abord k = 1. Un ensem—

ble A # ¢ de l'anneau convexe est constitué de N = N(A) segments %

fermés disjoints. Posons x(A) = N(A) et x(¢) = O.

On vérifie sans peine que cette fonctionnelle possede les

propriétés voulues.,

Soit mainténant k > 1. Raisonnons par récurrence, en suppo-
sant quell;existence dg la fonctionnelle y ait été étaﬁlie pour
toutes les dimensions < k. ©Soit G une droite passant par 1l'ori-
gine 0. Considérons la famille & un paramétre des plans EX ortho-
gonaux & G, le paramétre continu x désignamt la distance du plan
E_ & l'origine O. Pour un A €S, ona AN B, 66'; & ¢ désignant
ltanneau convexe défini sur l'espace & k-1 dimensions. Par hypb—
théée, v/ (AN EX) est défini, l'accent indigquant due cette fonec-
tionnelle se rapporte & l'espace & k-1 dimensions. A étant fixé

et x variable, introduisons la fonction auxiliaire :

(a) n(x) = x(ANE) - x"(ANE)

o y/(A N Ex+o) représente la limite & droite de x”(A N Ey) pour

Yy X, ¥ > X. : : . L
On remarque que, si A admet. la représentation (108), on a

! L J L ' i
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f = Z - i

X (AOEX) ! e-:(AV1 ﬂEX) 22 E.(A\)‘l ﬂsz ﬂux) + e
comme il résulte de (117). Ainsi x (AN EX) est une fonction
étagée & o1 valeurs distinctes au plus, de sorte gque la limite
3 droite ci-dessus existe toujours. Il en résulte aussi que la
fonction auxiliaire h(x) ne différe de O qubhuun nombre fini de
points x. Nous pouvons donc poser 3

(v) x(8) = 2 n(x)

X
la sommation, étendue de — ® & + o, ne portant en réalité que

sur un nombre- fini de valeurs non nulles.

(b) définit manifestement une fonctiommnelle sur & *dans la
terminologie Morphologie Mathématique, la fonctionnelle ainsi dé-

finie est dans le cas de 1l'espace & 2 dimensions, k=2

y(4) = N1(u) - l\TO(—u)

Nﬁ(u) et No(—u) désignant les nombres de convexité de A et de
son complémentaire A° relatifs, respectivement, & la direction u

de la droite orientde G et & la diresction opposée —u*

Montrons gque cette fonctionnelle est additive et condition—
nellement constante. Bn effet : pour A, B € &, 1l'hypothése de

récurrence entralne la relation 3

YAaNE) +x"(BNEY = x’[(ANEY U BNAE)] + ' TANE)

N(BNE)]
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Mais on a ¢

(ANEY U (BNEY

1l

(aUB Nz,

1}

(aME) N(BNE) = (ANB) NE

et, de plus, la relation d'additivité pourX'passe a la limite.

On en déduit la relation :

n(A,x) + h(B,x) = h(A U B,x) + h(A N B,x)

-

En sommant sur x, on obtient la relation d'additivité :
(c) o x(&) + x(B) = x(AUB) + x(ANB)

S4 maintenant A est un ovoide, la projection orthogonrale de A
sur la droite G est un intervalle fermé'(a,b), et 1l'hypothese de
récurrence donne 3

1 sias<xsb
x(ANE)= '
0O six<aoux >D

et par suite
0 six#0D

h(A, x) =

: 1 six

1l
o

et (b) montre alors y(A) = 1. Enfin x(¢) = 0. Ainsi, la fonction-
nelle que la relation (b) définit par récurrence est édditive et
conditionnellemenﬁ constante, ce qui acﬁéve de démontrer le thé-
oreme d'existence.

Cette fonctionnelle y est identique & la caractéristique d'

BEuler-Poincaré, invariant topologique bien connu que 1l'on peut
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introduire directement sur l'anneau convexe & partir de ralsonne-
ments topologiques appropriés: Comme cet invariant est lui aussi

additif et conditiommellement constant, 1l coincide avec Y.

6—-3-4 Les Fonctionmnelles de Minkowski sur 1'annegu convexe.

Nous allons maintenant étendre & 1'anneau convexe S
les fonctionnelles de Minkowski, qui n'ont été définies juSQu'ici
que sur la classe G des ovoides, et les fonctionnelles ainsi pro-
longées seront encore sdditives sur & . Pour A € &, nous pose-
rons

‘-—_..._1 4. i = —
(120) Wi(A) = 3 U/Q(A.F]Ei) d E; (i =0y1y0..%1)
ik .
x désignant la caraétéristique d'Euler-Poincaré, C,, la constante
définie en (90), B, un i-plan mobile et d By sa densité cinémati~

que.

T1 est facile de voir, & partir de (108) et (117) que cette
intégrale existe effectivement; en tant que fonction'de Ei’ 1'in-
tégrand est la somme d'un nombre fini de fonctions se rapportant

3 des ovoides. Nous compléterons la définition (120) en posant :

(121) W (4) = w, x(4)

de sorte que les k+1 fonctiommelles de Minkowski sont maintenant

définies sur © . On vérifie gqu'il s'agit bien du prolongement

P —
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des fonctlonnelles deflnles sur JO en prenant A € X dans (120)

et (121) : pour A € JG , on a, en effet

x(&NE) = 3}; W (AN E) -

1'acceﬁt indigquant que W' est la fonctionnelle définie dans l'es—
pace a 1 dimensions. La iormule (103) de Crofton montre ensuite
que l'intégrale (120) 001n01de bien avec Wi(A) Pour (121), la

vérification est immédiate.

*I1 résulte de (120) que l'on'peut reconstituer toutes les Wi a
partir d’observatlons faites dans des plans a k-4 dimensions,

sauf Wy (A), ctest-a-dire x(4) elleaméme*

Dans le cas particulier des pblyédres, (120) coincide avec
1'1ntedra1e de volume (97) pour i = o, et avec 1‘intégrale de

surface de FAVARD (99) pour 1 = 1.

Ta fonctionnelle de Minkowski Wi(A) définie sur S est inva~

riante pour_les déplacements, homogene de degré k-i, conditionnel-

lement définie = O, conditionnellement monotone, cond itionnellemernb

bornée et conditioﬁnellement continue. De plus, elle est additive,
et méme simplement additive pour i= 0. Les fhéorémes fond amen-
taux IV et V s'étendent aux fonctionnelles invariantes pour les
déplacements, addltlves et condltlonnellemenj continues ou, respec-

tivement, conditionnellement monotones : en effet, ¢ étant égale-

‘ment définie sur I admet sur JC une representatlon du type (75)
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ou (78), et la propriété dtadditivité des fonctionnelles de Min-

[ : . R , A —_}
kowski montre que cette représentation stétend & © .

6-3-5 Fonctionnelles associées, et théoréme général.

Soit ¢ une fonctiomnelle définie sur & , additive
et conditiomnellement continue (mais non nécéssairement invariante

pour les déplacements). Posons :

-

(122) s (A) -5-1-£ fcp(A NE;) d& B (i = 0,1500.k=1)
1 ' .

(123) P (8) = wy 9(A)

avec les constantes Cik définies en (90). DNous associons ainsi

3 ¢ une échelle de k+1 fomctionnelles. D'aprés la continuité con~
ditionnelle de ¢, 1l'intégrand dans (122) est une fonction continue
du plan mobile Ei lorsque A est un ovoide, pourvu que nous nous li-
mitions & ceux des plans E; qui rencontrent A. Par sulte 1'inté-
grale existe sfirement pour A € JU. Pour A €S, 1'additivité per-
met de mettre 1l'intégrand sous la forme d'une sémme finie de fonc-—

tions continues de Ej, et 1l'intégrale existe toujours.

Ces nouvelles fonctionnelles sont donc définies sue l'anneau
convexe & , et, comme on le vérifie facilement, elles sont encore

additives et conditiomnellemert continues. On les appelle fonc-

tionnelles assocides & ¢. . ILeur importance résulte du théoréme

suivant :
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Théoréme VI (théordme géndral de la géométrie intégrale). Soit ¢ une

fonotioﬁnelle'définie sur 1l'anneau convexe & , additive et con-
ditionnellement'continue, soient Py les fonctiomelles assocides
4 ¢ et A et B deux ensembles de S. ma:

k

ST \Y
L

(124) --%; /cp(AnB) 4 B=— Cr 9,

_bk V=0 (A)‘Wk'V<B)

Dans cette formule intégralé, A est fixe, B mobile, d B est la
densité cinématique de B, O la constante (87), et 1'intégration

est étendue & tous les déplacements de B.

[démonstration pages 242 - 243]

6=-3-6 Tes formules cinématigues de von BLASCHKE et SANTALO

Considérons ls fonctionnelle y(4), définie sur &
additive, conditiomnellement continue et conditionnellement cons—
tante, et comparoms (122), (123) avec (120) et (121). On voit
que les fonctionnelles associées 4 y sont précisément les fonc—
tionnelles de Minkowski Wi(A). On obtient donc, comme cas parti-
culier du théoréme général (124), les formules suivantes qui re-
lient la caractéristique d'Buler-Poincaré et les fonctionnelles
de Minkowski, et que l'on appelle. formules cinémaiiques de von

“Blaschke et Santalo :

K |
(126) —é—k x(ANB) aB=- D% o W4 W_ (B
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On retrouve les formules de STEINER comme cas particulier.
En effet si 1'on pose B = p K (X, boule unité), 4B = a3 45,
et si 1'on intdgre d'abord sur Tes rotajlono de B (centrée en 0),
on fait disparaitre le facteur 1/0k placé devant le signeu/é. En
intégrant ensuite sur les transiations de la boule B, on fait ap-—
paraitre le volume du paralléle exterme Ap. A droite, on a

Wkev(B) = Wy pY, et 1l'on voit apparaltre le polynome de Steiner

(cf. (48))- -

6-3-"7 Te Formulaire Cinématique-*

. Parvent de la fonctiomnelle ¢(A) = WH(A) définie sur
& additive et conditionmellement continue, nous obtenons p + 1
(0 = p = k) fonctionnelles associées non triviales :
. pt it w wy S
(127) @i(A) = i S b WL (A (k—psis k)

: +i-k
(pri=d) Lt Wy Vg O g e O

et les k-p fonctionnelles restantes sont identiquement nulles :
(128) p,(4) =0 (0=is=k-=-y)

Pour ddémontrer ce résultat & partir de (120) ou (121), on
établit d'abord (bar application itérée de la relation'(SOID, la
formule auxiliaire '
pt it wu ,

3 +i-k
~.(p,+1 k)! k! w“+i7k H

(ANE)

,(129) WH(A N Ei) =
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ou Wf est la fonctiomnelle de l'espace & 1 dimensions. On utilise
ensuite lalformﬁle dé'Ofbfton'(iOB), et on obtient (127), ou (128)
dans le cas A € J. Om étend eﬁsuife le fésﬁltam a 55.par addifi—
vité. 4

Si maintenant nous appliquons le théoreme général VI aux
fonctiomelles de Minkowski, les résultats cil-dessus permettent

d'établir le formulaire complet suivant :
- k

(130) < fWH(A N3B)dB-= 'T;{{ VZ___:k_u Cop WvoiclA) ey (B)

avec les constantes auxiliaires :

k=v w, w W
(131) o, = © Y BVl

1evwbm(%ﬂrk

Vi o w

Pour p = k, on retrouve la formule cindmatique (126). Pour p =0

on retrouve la relation (98) déja établie dans le cas du polyedre.

N° 4 — FONCTIONNELILES CONCAVES SUR JE .

6—4—1 (lasse convexes d'ovoides, fonctionnelles concaves

0 ‘ . .
Une classe KO c L est convexe si elle contient tou-

tes les combinaisons lindaires normées de Minkowski de deux ovoides

A et B ads que A, B €C

(132) A, BEK®, o, B20, a+B=1 = aA®p B e’

TR
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Exemples — I - la classe des pavés d'arétes paralléles aux vecteurs

de base. T

II - 1la classe des polyédres ovoides.

ITI - 1a classe des ovoides de révolution admettant le méme
axe de révolution.

IV — 1la classe des ovoides contenus dans un méme CONVexe.

V — 1la classe des ovoiIdes guil rencontrent un convexe donné.
VI - 1la classe des ovoides gqui contiernment un ensemble donné.

sont des classe convexes.

Une fonctionnelle ¢ définie sur une classe convexe Jfo est

concave au sens de Minkowski si :

(135) o, B20, a+B=1 = 9la A®B B) =ag(a) +B 9(B)

Te fait que cette propriété n'est vérifiée que sur &ﬁo et
non neoessalrement sur JCtout entler, peut jouer un rdle essen—
tiel. On-montre, par exemple, qu'une fonctionnelle deflnle z 0
et concave définie sur une classe convexe JOC stable pour les trans—
Tations est’°nécessairement invariante par translation. Ainsi une
fonctionnelle définie = 0 et concave qui n'est pas invariante par
translation ne peut pas &tre définie sur A toute entidre, et la
restriction & un sous—ensemble . de Jtest,ici dans la natufe des
choses. -

Il y a des rapports étroits entre cette notion de fonction-
nelle concave et la notion usuelle de fonction concave d'une va-

~riable réelle. Donnons un exémple simple. Soit P un ensemble
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convexe, et considérons les points p € P comme des ovoIdes impro-
pres : f est une clasée convexe, car ici a p ® B q = a‘p + Bq.
Une fonctionnelie définie sur lé classe P gtidentifie a une fonc-
tion de point définie sur l'ensemble P. Cette fonctionnelle est
concave au sens de Minkowski si ét seulement si la fonction qui

lui correspond est concave au sens usuel.

Si C(A) est une famille concave (cf. 4-2-4) & un paramétre
d'ovoides contenus dans une classe convexe JA°, et si ¢ est une

. e s 0 ' .
fonctionnelle monotone et concave définie sur {, la fonction

(137) £(n) = olc(M)]
est une fonction;cbncave, au sens usuel, du parameétre A.

On a souventlé examiner si une fonctionnelle de la forme
' 1
p(A) = [2(a)]®

est concave, ® désignant une fonctionnelle homogene de degré p

(¢ est donc lindaire au sens usuel). On peut alors utiliser le

critére suivant :

Critére I - Une fonctiomnelle ¢ strictement positive, linédaire au sens

usuel et définie sur une classe convexe‘KP stable pour les homo-
théties (de centre 0) est concave au sens de Minkowski si et

seulement si il existe p > 0 tel que la fonctionnelle-puissance

a(a) = (p(a)® véritie :
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(138) a, B =20, a +8 =1, ®(A) =&(B) =1=> oo A®p B) =1

[démonstration p. 246

6—4—2 Racines du Volume et de la Surface

/
Dans ce qui sult, on se limite & la classe N des ovo-

ides propres.

[
1l'ovoide propre A € i, les deux fonctiommnelles définies sur &’

par :
1
(139) o(a) = (W(a)*F
1
(140) w(a) = (@a)™’

sont concaves au sens de Minkowski.

Ces deux fonctionnelles sont, de plus, invariantes pour les
déplacements, définies > 0, linéaires au sens usuel (homogénes de

degré 1), monotones, continues et bornées.

'

[démonstration pages 247 - 249]
Plus généralement, on montre que :

=
(142) p(a) = (W (a)™* - (0=i= k1)

est une fonctionnelle concave-s
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6-4-3  Figures de Révolution

Soit @8 la classe des ovoides propres de révolution
admettant un méme axe R passant par l;origine. Le rayon équato-
rial a de A 6050 est toujours positif. 6@9 est une classe con-
vexe stable pour les homothéties de centre O et les translations
paralléles & R. Le haut degré de symétrie de ces ovolides permet

de construire des fonctiommelles concaves tres simples.

-

Théoréme VIII-Si A e RP est un ovoide propre de révolution, a son

rayon équatorial, et Wi 1a 1°0€ fonctionnelle de Minkowski, la
formule :

1 k-1-1
(143) o) = (1) W (k= 1, 0% 1= %1)

. . . é
est une fonctionnelle concave surd% .

[démonstration p. 249]

. * A

tooEe

*“Théoréme IX - La racine d'ordre k-i de la fonctionnelle de Minkowski

w.(A) est une fonctionnelle concave définie sur RO :
ue .

L
(144) w(a) = (wy(a) (k=1, 0=1s k1)

o—4-4 Familles - Canal concaves et convexes

On a vu 1l'importance de la notion de contour apparent
dans la géométrie'intégrale. I1 est donc naturel de considérer la

famille des ovoides admettant le méme contour apparent dans un plan
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E° fixe dommé. Ces ovoides constituent une classe convexe ﬁﬁ .
. . &no : ] n . .

Comme les ovoides de YU~ sont tous inscrits dans un meme cylindre

. . . . o 0 -
convexe T (canal), nous dirons que JL° est une classe-canal. Nous

supposons que le plan E° qui porte le contour apparent commun (ou
base) TO = 1 N E° contient -1'origine O. TLa droite ¢° menée par
0 orthogonalement a E° est 1l'axe du canal. Toute droite paral-

181e & G° et contenue dans le canal T est une droite-canal. Soit

w la direction de l'axe-canal orienté. IL'ensemble des points de
la frontiére d'un ovoide A € ¥ qui n'admettent comme plansd'appul
gque des plans h(u) vérifiant (u, w| > 0 (respectivement (u, w) < 0)

constitue la surfaoe frontiére: superleure (respectivement inférieu-

re) de A.
On &tablit facilement les faits géométriques suivants :

I - 5i Ei est un i-plan mené par une droite-canal G, les intersec-
tions A N By, A € A° constituent dans E, une classe—canal & 1 di-

mensions dont le canal est T N Ei'

II - Si un plan E n'est pas orthogonal & 1'axe G°, les contours
apparents A|E, A € HK° constituent une classe-canal & k-1 dimen-

sions dont le cemal est T|E.

Nous appellerons famille-canal une famille 3 un parametre

A (définie sur un intervalle de la droite réelle) d'ensembles

A(N) appartenant & une classe-canal JL°. TUne famille-canal est

_concave ou convexe selon que l'une ou l'autre des relations 3
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(146) Ala § + Bn) © a A(E) @ 8 A(n)
(147) Ale g +8n) © a A(E) ® B A(n)
est vérifide pour o, B = 0 et « + B = 1, et tous &, M apparbenant

N

3 1'intervalle de variation du parametre sur lequel la famille es?t
définie. Si une famille est & la fois convexe et concave, on dit
gqu'elle est lindaire. On dit qu'une famille-canal A(N) est com—

plétement concave (resp. complétement convexe)si pour tout i-plan

EI .
- By (i = 1,2,... ou k) passant par une droite-canal G la famille-
canal Ai(K) = A(M) N B; est concave (resp. convexe). Une famille-
canal & la fois complétement concave et complétement convexe est

complétement linéaire.

En réalité, pour gqu'une famille—cenal A(A) soit complétement
concave, il suffit qu'elle soit convexe ; pour gu'elle soit com—
piétement convexe, il suffit gue, pour toute droite-canal G, la
famille A(A) N G soit convexe. Ainsi, une famille linéaire est

compleétemert concave, mais non nécéssairement  complétement linéaire.

[@émonstration simple p. 252]
Ces propriétés se comservent par projection :

Temme III — Soit A(A) une famille-canal & k > 1 dimensions complete-

ment concave (resp. complétement'convexe), et soit A'(\) la fa-
mille des contours apparents A(k)lE dans un plan fixe E. Alors
_A'(A) est une famille-canal & (k-1) dimensions completement con-

cave (resp. complétement convexe).



- 97 ~

[démonstration p. 253]

Soit JU° une classe canal, et A € H°. On appelle allongement

de A un ensemble de la forme T=A®c 8 (o=0) ol S estun
segment unité porté par 1l'axe-canal G°. On a évidemment L ey,
L'opération inverse, ramenant de ) A, s'appelle un raccourcis-—

sement. On dit gque deux ovoides A, B € ¥° sont équivalents pour

les allongements si 1l'on peuf'trouver pet o 20 tels que A®p 3

et B® o S solent égaux 3 ume translation prés. Une famille-canal

de la forme
(148) ‘A(N) =A@ A a s (a = 0)

est une famille d'allongement : tous les ovoIdes qu'elle contient

sont équivalents pour les allongements. .On vérifie immédiatement
gu'une telle famille est compleétement linéaire. ILa réciprogue

est vraie :

Iemme IV — Une famille—camnal est complétement linéaire si et seulement

si elle constitue uvne famille d'allongement.
[démonstration page 254]
Voici encore des critéres quil nous seront utiles

valents par allongemenf, il faut et il suffit que ANE et BNE
soient équivalents par allongement pour tout plan E passant par

- "une droite-canal.
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apparents A|E et B|E le sont pour tout plan E parallele & l'axe
canal @°.

oo
4

Lemme VII — Une famille-canal est une famille d'allongement si et seu-

lement si pour tout plan E parallele 4% 1l'axe canal la famille des
contours apparents dans E (resp. la famille des sections par E)

des ovoides de cette famille-canal constitue une famille d'allon-

gement.

[démonstration pages 255 et 256]

Théordme X - Si A(A) esf une famille-canal completement concave (resp.

Minkowski Wi[A(k)] constitue une fonction concave (resp. convexe,

lindaire) du paramdtre A.—

Corollaire I — Soit k = 2, et A(A) une famille-canal complétement con-

cave. La fonctiomnelle de Minkowski Wi[A(k)] (0 = i < k-2) cons-
titue une fonction linéaire du parametre M si et seulement si A(N)

est une famille d'allongement.-

Corollaire II — Soit k = 2, et A(MA) une famille-canal complétement con-
vexe. La i°™® fonctiommelle de Minkowski Wi[A(x)] (1 = i< k1)
constitue une fonction linéaire du parametre A si et éeulement,éi

“A(N) est une famille d'allongement.

:'[démonstration p. 256 - 258]
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Dans une famille d'allongement du type (148), les fonction-—

nelleé de Minkowski constituent des fonotiohs‘linéaires de A.

Celd se voit directement : le volume d'un paralléle est
V(honag) =V(A) +ravVi(al
p( ) (&) a V(A

et la formule (48) de Steiner donne

(149) w.(a@nas) = WA + -—i‘c—@ (k-1) W; (8)

A" désigne le contour apparent de A dans la direction W du canal,
‘ | : .
et Vet Wi sont le volume et la fonctiomnelle de 1l'espace a k-1

dimensions.
Voici quelques applications.

T - Soient A et B deux ovoides admettant le méme contour apparent
A* = A|E = B’= B|E dans un plan E = E(W). A et B appartiennent &
la classe—canal dont le canal admet la base T = A’= B’ et 1l'axe

1la direction W. - Toute droite-canal G rencontre A et B.
Ies relations

(150) c(A) = (1-A) A @ A B

et

Il

(151) p(n) = U (-1 (6N a) enr (6NB)
G-

définissent pour 0=A < 1 deux familles & un parametre. On

vérifie facilement que C(A) et D(A) sont des ovoIdes. Ces deux
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femilles d'ovoTdes relient continument & et B : C(0) = D(0) =
et C(1) = b(1)’= B. De plus, ce sont des fomilles—canal. On vé-
rifie immédiétemént 4 partir des définitions que C(A) est complé-

tement concave et D(A) complditement convexe. D'apres le théorome

X, on a donc
(152) w,CO) = (1-1) Wy(a) + A Wy (B)

(153) Wi(@(xX) < (1-AF W (8) + A Wi (B)

Dans (152), on a toujours 1l'égalité pour i = k-1 et i = k j pour
i=0, 1,... k -2, on a l'égalité si et seulement si A et B sont
équivalents par allongements (corollaire I) - Dans (153), 1l'égali-
t6 & boujours lieu pour i = O et i = k ; elle a liew pour i =
1,2,¢..%=1 si et seulement si A et B sont équivalents par allon—

gements (cf corollaire II) -

On a un cas particulier intéressant lorsque B = X est le

symétrique de A par rapport & un plan E. On pose alors :

(154) E(A) = (1-A) A@ N A

(155) ) = U (-0 naer(enk)
' GcT

et on obtient deux familles.d!ovoides quil relient continument A
5% son image symétrique A. Ie passage de A & 1l'ovoide A = E(%)

symétrique par rapport & E est une symétrisation dé BLASCHKE';
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le passage de A & A= XC%), egalement symétrigque par rapport a E,
redomne la symétrisation de STEINER. Ies relstions (154) et (155)
réalisent une inferpolafioh continue de la symétrisation de BLASCHKE
ot de celle de Steiner : la premidre famille 4'interpolabion est
complétement concave ; la seconde, compldtement convexe., D'apres

" le théortme X, les fonctionnelles'de Minkowski deviennent des fonc-
tions du paraﬁétre A concaves dans le cas de la famille de BLASCHKE,

convexes dans le cas de la Tamille de Steiner.

Pour A =_%, (152) et (153) donnent :

(156) wo(h) = w (s (0sisXk)

(157) w(R) sw(a) (0=i=k

ce qui s'énonce :

Théoreme XI - La symétrisation de BLASCHKE ne diminue pas les fonction-

nelles de Minkowski ; celle de Steiner ne les augnente pas.-—

Cherchons & quelles conditions les fonctiomnelles restent
constantes dans ces symétrisations : cé sont les mémes conditions
que celles qui entraﬁn@xtl‘egallte en (152) et (153). Ainsi, A
doit &tre équivalent & X par allongement Cela n'est p0581b1e
que si A et X sont dgaux & une translatlon preés, c'est-a-dire si

A gdmet un plan de symétrie parallele a E. On peut donc énoncer :
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Corollaire TII - Si A n'a pas de plan de symétrie paralléle & E, la

symétfiéation de Blaschke augmente les fonctionnelles Wi pour

i=a,...k-2, et les laissent invariantes pour 1 = k-1 et 1 = k.

Corollaire IV — Si A n'admet pas de plam de symébtrie parallele a I,

la symétrisation de Steiner diminue 1@5 fonctionnelles Wi(A)
pour i = 1,...,k=1 et les laissent invariantes pour i = 0 et

i=%k =
N\

6—4-5 . Moments des fonctionnelles concaves

Nous allons donner deux théorémes généraux qui mon-
trent que 1l'on obtient encore des fonctionnelles concaves a par-
tir de certaines intégrales cinématiques portant sur la pulssance

eme .
P d'une fonctionmnelle concave,

T - Soit d'abord JL° une classe convexe d'ovoides propres, sta-
ble pour les translations, et & 5 une famille complete dé i
plans paralleles. ILes infersections AN Ei et leurs sous-—en-—
sembles qui sont des ovoides propres dans Ei’ forment, pour

A ei® et Ei 6@31 une nouvelle classe convexé Jﬁio stéble pour

les translations [vérification immédiate]

Théorgme XIII - Soit ¢ une fonctionnelle concave, linéaire au sens

usuel, strictement positive et monotone, définie sur la classe

~ 0 .
convexe Jii , et p > 0. 31 1'on pose :
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. —l
(160) ¥(A) = <;//t@(A N Ei)]P a E& P+%f1

ol d'ﬁi désigne -la densité de tranmslation des i-plans Ei €<35i,

et ol 1'intégration est étendue aux Ei G@Si tels que AN Ei EJ(&O,
¥ est une fonctionnelle strictement positive, monotone, concave,
lindaire au sens usuel, définie sur la classe convexe JCO.
[aémonstration p. 262 - 264] ¢

\

Cas Particulier : Soit JR® 1la classe de tous les ovoides propres,
i=1c¢et 651 la famille des droites paralléles & une direction
dormée. I ° est alors la classe de segments S de longueﬁr s >0

1
situéds sur la droite de 651. Avec ¢(8) = s'et p =1, on obtient :

il
(161) v(a) = @A)F
et on retrouve le théoreéme de Brumn-Minkowski.

II - Soit encore ¥L° une classe convexe d'ovoides propres stables
pour les homothéties de centre O et i;i la famille des i—plané
passant par l'origine. ‘Les contours apparents AIEi, A e KO
forment pour chague Ei é‘%?i fixé uhe olagge convexé 936(Ei)
_d'ovoides propres dans Ei’ et cette classe est stable pour les

homothéties de centre 0 =

. s s o o
au sens usuel et continue, définie sur ld réunion $4i, des Jfo(Ei)

et concave sur chagque &CO(Ei), et soit p =2 =1 (mais p # 0). Si
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lt'on pose

(162) ¥(a) = ﬁcp(AlEiH‘Pd ”3

= L v ' . rd L 5. &ﬁ a r
d Ei désignant la densité de rotation de Ei € O et 1l'intégrale
étant étendue & QQi, ¥ est une fonetionnelle stwictement positive,
lindaire au sens usuel, concave et continue définie sur la classe

convexe JL°.
[démonstration p. 264-265]

Cag particulier : Soit.cYCo la classe de tous ies ovoides propres,
. 0
i=1e¢et %31 1l'ensemble des droites passant par l'origine.J{ 1

est alors la classe des segments S de longueur s > 0 portés par
les droites G € %;1. Posons ¢(8) = s et p = =1. On obtient, par
analogie avec (43) et (104) : '

(163) ¥(A) = N(4)

Ainsi la norme est une fonctionnelle concave. En fait, elle est

méme linéaire au sens de Minkowski.

6-4—6 Moments des traversées et des largeurs

_ /
Soit A € JC un ovoide propre,S la famille des droites
G paralldles & une direction dénnée, s la longueur de la traversée

AN G, I'intégrale étendue aux droites G € & ;

(164) s, = /ane) Pad  (0<p<w)

est le moment d'ordre p des traversées de A.- ¥ je traduils par




moment des traversées le terme Sehmen-potenz-integral, intégrale
des puissances des traversées* - On péut montrer & partir du thé-

oreme XITIT que
1
(165) GP(A> = (Sp(zx)y@‘”‘*’”1 (0 < p <o)

est une fonctionnelle concave au sens de Minkowski. -

N\

Soit maintenant b(A4A,u) la largeuﬁ, dans la direction u, dfun

ovoide propre A € J{'y IL'intégrale étendue & toutes les directions

“(166) .Tq(A) = /(b(A,u))q du (- 0 < g < o)

est le moment d'ordre g de la largeur de A (Breiten—potenz~integral).1

Comme b(AYu) est la longueur du contour apparent de A sur la droi-
te de direction u. passant par l'origine, le théoreme XIV permet

de montrer gque :
' 1

'cq(A) - (Tq(Aj)q | (=0 < g = 1‘,. g # 0)

est une fonctionmnelle concave au sens de Minkowski,

6-4-7 Moments Planaires

Soit Jﬁo la classe des ovoides propres A intérieurs
34 un demi-espace H = H(u) limité par un'plan E passant par 1l'ori-
gine O. J{o est stable pour les homothéties de centre O. Soit

r(P) la distance au plen E d'un point P € H. Pour A € K7,
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1'1ntegra1e etendue & tous les p01nts P € A:
(168) M(A) —/(r(P) a P (0 < p < )

est le moment planaire d'ordre p de A. Le théoréme XIII permet

de montrer que :

1
(169) | ho(8) = (M (A)) +k
) 0
est une fonctionnelle définie sur J{ et concave au sens de Min-
kowski. Pour p = 0 on retrouve & nouveau le théoreme de Brunn-

Minkowski, puisque p_(A) = (V(A)}k

G. MATHERON , Mars 1969



