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NOTE GEOSTATISTIQUE n° 99

Les ovoides plans : Volume et Covolume

Dans cette Note, Je me propose de préciser les indications
de la Note 98 en me limitant aux ensembles compacts convexes du
~plan RZ. S désigne le- cercle unité, et ® le cone convexe & base
compacte de € (8) formé des fonctions positives r : S »lR+ qui
sont podaires d'ensembles convexes compacts de COCK). Posons
d'abord un lemme d'approximation.

1 - Caractérisation de ®.

Temme - @2 N® est dense dans (1

Considérons, en effet, le demi-groupe de convolution
associé au mouvement brownien sur S, faisant correspondre & tout
f € C(S) la fonction g, * £, avec

4+ 00 _(m-an22 © ot 2
o s 1.1 ne Z? N
gt(“) = o E;Lm =gt T p=t cospa

Ce demi-groupe est fortement cohtinu. i r € Gﬁ, la
fonction Ty =8y % T est dans (ﬁz r]G{, et converge uniformément

vers r pour t - O.
Ce lemme permet de caractériser @%:

Proposition 1 - une fonction r positive sur S est dans R si et

seulement si s = r + r" est une mesure positive sur § (" désignant

la dérivée seconde de r gu sens des distributions).



En effet, le demi-~groupe de convolution 8+ dtant fortement
continu, on a r € ® si et seulement si Ty = & % T € (3 pour t > O.
Comme r. est dans 432, ceci équivaut & ry + r% > 0, cl'est-a-dire & :

< Tyt ri y £ > =< Tis f+f's 0

pour toute fornction f positive de ng(S). Pour t tendant vers O,
 cette condition entraine :

<r, f+f">=<zr+t, £> = O

- d'ou résulte que r + r" = s est une distribution positive, done

une mesure positive., Inversement, si s est une mesure positive,

gy ¥ 8 =Ty o+ r% est une fonction positive, et Ty € 61, Aot r € R
en faisant tendre t vers O.

Cette mesure s = r + r" représente 1'élément d'arc du
contour de l'ovoide A dont la podaire est r. Celd se volt sans
peine pour 11 € 612 N Gi, et il suffit d'utiliser le lemme pour
voir que cette interprétation subsiste dans le cas général.

Pour r € 432 N @%, en effet, on obtient une représentation
en coordonnées cartésiennes du contour de A en fonction de 1l'angle

o de la normale positive en résolvant le systéme :

X cosa +y sin o = r

I
=

- X sinqg +y cos «

Ce qui donne

x(a) = r cos a - ' sin «

(1)

r sin o + r' cos o

i

y ()



et, en différentiant

(2) : ds = (r + r") dou

Ainsi, la mesure s(da) admet comme densité le rayon de
courbure r + r". Si maintenant r est quelcongue dansﬁa ses régu-
larisées Ty = gt * I sont dans (E N . Tes mesures s, de
densité Tyt rJG convergent faguement vers la mesure s (8 = r + r" an
sens des distributions). En particulier,‘/‘ t(d“) converge vers

(o
uf s(da) (en tout point B € S5 oh cette intégrale est continue), et

0
on en déduit facilement que cette intégrale représente encore

1'abscisse curviligne sur le contour de A.

En sens inverse, cherchons & quelle condition une mesure
positive s € M peut &tre associde & ume fonction r ¢ R . Tes
conditions :

2T 2T

(3) d/’ cos a s(da) :Jé1 sin o s(de)
0

sont évidemment nécessaires. Elles sont également suffisantes,
comme on peut le voir en utilisant les développements en série
de Fourier : si r admet le développement

= E C lpa
T D e
s admet (au sens des distribution) le développement :

s = 2 cp(1-p2) eipoc

qui ne comporte pas de terme en p = + 1 (condition (3)). Inversement,



gl 8 = Z)Ap eipa est une mesure avec A1 = A__1 = 0, la fonction r
- est déterminde & une translation pres par Cp = Ap/(1—p2) (p # % 1)

et répond & la guestion.

On peut aussi utiliser les formules prlicites donnant
x(a), y(a) et r en fonction de la mesure s

a
[ x(a) = X, —J/\sin B s(dp)
o -
S o
(4) ﬁ y(a).= s +dé‘oos B s(dp)
o
r(a) = X, cos a + ¥, sin « +d£‘sin(a—ﬁ) s(dg)

.

I1 résulte de ceci que 1'application r - s = r + r" est
une bijection de l'espace quotient C(%)/t (v, équivalence de
translation) sur le sous-espace fermé)ﬁ: de MW" constitué des

mesures positives vérifiant les conditions (3). Plus précisément :

Provosition 2. L'anplication r - 8 = r + r" est un homéomorphisme

de C(%) /v muni de la topologie quotient sur 3%; muni de la topologie

vague .

En effet, si T, T danséQ, S, ~ 8 vaguement, car, pour

tout £ € C2(s), on a

< s f> =<r ,f+f">»<pr, f+fM">=<g, >

n? n’?

‘ +
Tnversement, soit s. une suite convergeant dans M vers
’ n & T

+ . + p .
une mesure s. On a s € J%T, puisque JK% est ferme. Les fonctions

o

r (a) = [ sin(a-B) s, (dp)
n VZP n



sont dans<9-et admettent les Sn comme mesures associées.

Comme u/gn - [ s, les rn(a) sont bornées par un nombre fixe indé-
pendant de n. Les ovoides associés An admettent une valeur d'adhé-

rence A pour lacuelle O est point limite dans la direction « = O.
Mais la mesure associée & A étant s, la podaire de A est :

o

r(a) :d/‘sin (a—~p) s(ap)
O .

- Ia valeur d'adhérence A est donc unique, et An converge
vers A dans C(¥).

2 — Volume et Covolume.

Désignons par V(r) le volume de l'ovoide A associd &
re€ @, on sait que V est continue sur 6%. Torsque r appartient

by

a ([’,2, on a
2T 27
V(r) =—12- f (I’2 - 1:12) do = -%- / r(a)s(da) = -:lé- <—r,s >
) 0

s désignant, comme plus haut, la mesure de densité r + r".

Sir€ B ntest pas dans ¢é, on introduira ses régularisées
ry = 84 ¥ r, et la continuité de V montre

V(r) = lim V(r

)
T - 0 E

Mais

v(rt):%<gt*rygt*s> :_12_<g2.t*rgs>

converge vers %<< r, 8> . Par suite, pour tout r € @l, on a



27
(5) V(r) ='1§ <T, 8 > =-j2-f r(a) s(da)

0

D'autre part, pour r ¢ 412 F]Gi, on a aussi
2 V(r) = Hr2H - = 2. sire@® n'est pas dans f%, on a toutefois

r! €'L2(s), puisque r" est une mesure. Pour toute fonction dérivable
f, ona < r%, f > =~< Tys ' > = - <r,f' > =<r',f >, de

‘sorte que r} comverge faiblement vers r' dams Lg(s). Mais

2
“r%“ = < goy * r', r's = < rét, r' >

2 .
converge alors vers [r'| 7, de sorte que r} converge fortement

vers r' dans LZ(S). En particulier, l'expression de volume
2 2
(5') V() =% (r 15 = =) ?)

est valable pour tout r € 0.

Proposition 3 - L'application r - r!' de @%dans L2(s) est fortement

continue.

Soit r - r dans @{(donc aussi dans LZ(S)). Le volume

étant continu, (5') montre lrhll — fr'y . I1 suffit donc de

montrer gque rﬁ converge faiblement vers r'. Comme les rﬂ sont

bornés en norme, ils admettent une valeur d'adhérence faible p,

limite d'une suite partielle rﬁ . 81 £ est une fonction dérivable,

k
on a

< p, £> =IMM<Q%,f> :-—Hm<1h£ f>=~<r,f'> =<r',f>

Donc p = r', et la suite r, converge faiblement (done

aussi fortement) vers r'.



Désignons par W 1'espace de Sobolev, constitué des

fonctions f € L2(E§ dont les dérivées f' (au sens des distributions)
sont également dans L2(S), W est un espace de Hilbert pour la

rorme | £|] 2 Hf‘HZ. On.a.GiCZWQ et, plus précisément :

Corollaire — La topologie induite sur G{Dar celle de l'espace de

‘Sobolev W coincide avec la tovologie de & .

Draprés la proposition (3), r, =T daxm;@{emtraine rﬁ -~ 7!

fortement dans LZ(S), donc r ~ r fortement dans W. Ia réciproque

est évidente.

On notera aussi que les topologies forte et faible de W
coincident sur R .

Le covolume., Si f et g sont dans W, on pose

2V(f, g):<f,g>_<fl’g!>

Bn particulier, si A et B sont dans C({), on appelle
covolume de A et B l'expression

2T T

2
3 .l .1_ j‘ 1 1
V(A, B) = 5 %{\ ry, rg da - 3 A ry ry do

Le covolume V est ccocntinu sur 6{><6l s si :An =Ty et

dans Gi, ces convergences ont lieu aussi fortement dans

r, =T

Bn B
1 1 ! t

LQ(S), ainsi que r, - 1r, et rp - Iy, d'apreés la proposition 3,

n n
d'ou résulte V(A , B ) - V(4A, B). On note que le covolume V(A, B)

est, en réalité, défini sur CH)/v (il est invariant pour des



pour des translations affectant séparément'A et B). Plus géné-
ralenent, solent f et g des fonctions dans W admettant les dévelop-

pements de Fourier :

f(a) = Z)ap elpo , &gla) = Z)bp e Pa

On a

(6) V(f, g) = Z>ap 3@ (1-p%)

et cette expression est indépendante des termes en p = £ 1, d'ou
1'invariance par translation.

Ie critere de la proposition 1 se résume comme suit :

Critdre - Une fonction r € W est dans O si et seulement si le
covolume V(r, f) est > O pour toute fonction positive £ € W

f% étant dense dans W, le critére résulte de la propo-
sition 1 et des égalités suivantes, valables pour f € @E

<s, f>=<r, f+f" > =<1, £ > - < ', £'>= 2 V(r, f)

Relations isopérimétrigues ~ i f£(a) =5 a eP% est dans W, on a :

(6") v(6) =mel+ 2nZ || (1-57)
p=2

D'ol aussitdt

2
V(f) = I ag



Nous désignerons par E(f) (demi—périmétre) 1tintégrale
2T
2 & (1) =f f(e) da =21 a,
O .

On a donc a_ = & /1, et 1'inégalité ci-dessus donne
() mv < £°

. - 4
L'égalité se produit si et seulement si 20 Iap[2(1—p2) = 0
p=2

ste (& une translation

soit ap = 0, donc si et seulement si £ = C

pres) (donc, dans Gl, sl et seulement si l'ovoide dont la podaire
est £ est un disque).

Plus généralement, on retrouve facilement un résultat
classique

Théoreme de Brunn MINKOWSKI — Si A et B sont deux ovoides de

volumes non nuls, leur covolume vérifie

(8). V(A, B) = VV(a) V(B)

avec égalité si et seulement si A et B sont positivement homothéti-

gques (& une translation prs)

En effet, soient

rA(oc) = 8,

e , rya) =Z b P
D D :

b
les développements de Fourier des podaires de A et B. Ies coeffi-
cients 2, et bo, proportionnels aux périmétres de A et B, sont

strictement positifs. Considérons la fonction r, + A r, € W (A réel).

A B
On a :
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_ 2 =
V(rA + A rB) = n(ao + A bo) + 2

) lap + A bpl2 (1-p2)
p::

donec :
2
v(rA + A rB) < I (ao + A bo)

avec égalité si et seulement si 8, + A bp =0pour p =2, 3 ...

Prenons

__ 2o )
Mo = 7 3% )

Avec cette valeur, on a :
V(rA + A, rB) <0

avec égalité si et seulement si A = - ko B & une translation
pres. Or :

-

| v(rA + A rB) = V(A) + 2 A V(4,B) + A2 V(B)

Ce trinome admet donc des racines réelles, d'ou résulte (8).
81 ces racines sont confondues, V(rA + ko rB) est nul et par suite
A== A  B. On a alors 1'égalité dans (8). 81 A et B ne sont pas
homothétiques, les racines sont distinctes et 1'indgalité (8) est

stricte.

Corollaire — Dans les mémes conditions, on a aussi :

V7A@ B) = Jv(a) + V(B

avec égalité si et seulement si A et B sont positivement homothétiques

En effet, V(A ® B) = V(A) + V(B) + 2 V(A,B), et il suffit
d'appliquer (8). . -
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3 — Legs Ovoides Symétrigues

On sait que le cone Gill‘est pas réticulé pour son ordre
propre & , défini par f % g si f-g € QL. Entre 4lément de CO(MD,

"la relation A $ B signifie : A est ouvert selon B, ou AB A,

La relation & définit également un ordre sur l'espace quotient
¢ /T, donc, d'apreés la proposition 2, sur l'espace Jn des

mesures vérifiant les conditions (3). Mais f-g € @iequlvaut 3
(s

1l'inégalité f£+f" = g+g", de sorte que l'ordre p se réduilt sur )ﬂv

8 1'inédgalité ordinaire des mesures.

.’_
Si S et 5g sont deux mesures quelconques dans M% , les

mesures Sup(sA} SB) et Inf (SA, sB) ne sont pas nécessairement

dans }%T, car les opérations Sup et Inf ne comservent pasg, en

général, les conditions (3), et c'est pourquoi 8 n'est pas
réticulé.

Mais ces conditions (3) sont automatiquement vérifides
par toute mesure s symétrique (s = 8),et,d'autre part, le Sup
et 1'Inf de deux mesures symétriques sont encore des mesures
symétriques. Désignons alors par MS le sous—-espace vectoriel y
de l'espace M de MINKOWSKI constitué des f € M vérifiant f = f,
par (RS le cone convexe MS F}Gl, par Jﬂé l'espace des mesures
symétriques.

L'homéomorphisme de la proposition 2 induit un
homéomorphisme de l'espace quotient C 6£L/T des ovoides symetrlques
sur l'espace JK des mesures p081t1ves symétriques. Comme J%S est

réticulé pour =, le cdne CSCHJ/T, donc aussi le cbdne 6%, est alors
réticulé pour son ordre propre p . Autrement dit




51 A et B sont des ovoides symétriques, il existe deux
.ovoides symétriques A Y B et A NB caractérisés par les pro-
priétés suivantes :

~ A Y B est ouvert selon A et selon B, et un ovoide symétrigue
C est ouvert & la fois selon A et selon B si et seulement si il
est ouvert selon A Y B.

~ A et B sont ouverts selon -A N B, et, pour que A et B soient
‘ouverts selon un ovoide symétrique C, il faut et il suffit que
A A B soit ouvert selon C. }

Nous dirons gue deux ovoides A et B sont étrangers 1l'un 3
. . + ‘ N s
ltautre si leurs inages s, et Sp dans 3KT sont étrangeres 1l'une 3

ltautre. On salt que deux mesures positives S, et Sy sont étrangéres
si et seulement si on a Inf(sA, SB) = 0 ou (ce qui revient au méme)

+ Sn. Alnsi

si et seulement si Sup(sA, SB) =5, B

Deux ovoides symétrigues A et B sont étrangers si et

seulement 21 on a :

AANB = {0} ou(aussi bien) AY B =A@ B

+
Dans le cbne convexe 3“% des mesures positives symétriques,
1

x é1é: Bt 1 -
les éléments extrémaux sont de la forme 2(6@ + 6a+n) (masses 5

en deux points opposés a et atm du cercle unité), et sont d'ailleurs
ébtrangers les uns aux autres. Dans @%, les éléments extrémaux

sont donc les segments de droite centrds & l'origine, et dans

CSG&)/T les segments de droite. D'aprés le théordme de Choguet,

tout ovoide symétrique admet donc une représentation unigue comme

barycentre d'une mesure portée par 1l'ensemble des seguments de droite,

ou encore tout r € G% admet une représentation unique de 1lsa
forme :



2
(o) =J/\ |cos(a-p)| o(dp)

0

pour une mesure positive ¢ sur le cercle unité. I1 est d'ailleurs
facile d'expliciter cette mesure o en fonction de la mesure s asso-
cide & r. D'apres (4), en effet :

a

o COs o + ¥y, sin a +J/‘sin(a—ﬁ) s(ag)
O .

r(a) = x

o+T

i

.¥(a) = r{o+m) - X, cos o -y sin a + sin(a+n-p) s(dB)

o]

Comme T = ¥ par hypothése, on en déduit :

04 o1
2 r(a) .=.[‘s'1n(a-6) s(ap) +~[sm(a+ﬂ—5) s(dp) =
o+ o+ 2T
. -f sin(a-g) s(ap) :f sin(a~B) s(dg)
(84 o+

(1a dernidre égalité résultant de la condition (3)). On en tire
21
(9) r(a) = %d/n[sin(a—ﬁ)[ s(ap)
o

et ia relation cherchée entre s et o :



