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Note beostatlsthue a7 - Les Schémas de CAIWE

1 — Granulométrie des Convexes compacts

Soit A un ensemble aléatoire stationnaire p.s. constitué
de la réunion de compacts convexecs disjoints (ou dont 1l'intersection

est constituée de points frontietres : de sorte que ce qui suit
s'applique en particulier aux partitions aléatoires stationnaires
du plan en polyedres convexes). Nous nous limitons explicitement
au cas de l'espace Ez & deux dimensions {ou bien, dans Bﬁ, aux

propriétés de A qui ne font intervenir que des ensembles B contenus
dans un méme plan & deux dimensions.)

I/ Granulométrie de A selon le cercle

Désignons par Oy le disque de rayon R dans B2, par P(Cq)
la probabilité de {CR}: A} et par v et v(R) les nombres spécifiques

de connexité (ou de convexité) de A el de son érodé A © CR. On a

clairement

E(SR) désignant 1l'espérance (pour la granulométrie en nombre) de
l'aire de la composante connexe de A © CR contenant 0, (prise

conditiomnellement pour O € A © CR). Pour une petite variation &R de R
on trouve de méme

8P(C,) = &R v(R) E(2£R)

r)

E(ZsﬁR) désignant cette fois ltespérance conditionnelle du périﬁétre
de cette composante conmexe, d'ou :

a P(C.) .
(6) T = - v(R) B(2y)

Par contre, la dérivée seconde de P(CR) ne se relie pas
3 des propriétés aisément prévisibles.



Désignons ensuite par :

& C

A ~(A@OR) 0

R =
1'ouverture de A selon CR’ gqui est réunion des ouvertures des
composantes connexes de A. Pour chaque composante connexe A' de A

(A' étant également convexe par hypothése, donc aussi A' © C,), on a :

r)

Mes (A'S) = S, + R ZSER + TR®

R> R

Par suite

= v(R) [E(85) + R E(248;) + 7 R

P(0 € AR) =

et, dtaprés (6)

1

d‘P(cR)

(7) - P(OEAY) = P(0) - R ——=2= 4 1 B v(R)

Ainsi, la granulométrie de A selon leg cercles se déduit du

moment P(CR) et du nombre spécifigue v(R)

Remarque : La relation (7) ne se généralise pas i R™ pourhn > 2, En

effet, dans En, on a toujours :

— Mes A + R F(A) + O(R)

Mes (A @ BR) =

= Mes A = R F(4) + O(Rg)

Mes (A © BR) =

N
mais les termes d'ordre 1 ne sont plus les mémes dans les deux

expressions.
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Par exemple dans Bs et pour le cube de cbté a :

Mes (A @ Bp) 82 L 6a°R+3TaR +42qR

D~

— 8’ - 68°R+12a R -8R

Cette divergence se manifeste dés que A présente des
points anguleux. Or, partant d'un convexe A reguller, 1'érodé A © BR

présente des points anguleux dés que R atteint une valeur convenable,
a° P(Bp)
de sorte que la dérivée ————— ne permet pas dlatteindre le terme

d R

en R°de P(0 € AR).

2/ Granuloméirie selon un compact convexe B

Toujours dans E?, soit A aléatoire stationnaire p.s.
réunion de compacts disjoints. Nous supposons de plus que la loi
de A est invariante par rotation (isotropiede A). Soit B € C(X) et

P(A) = P(AB)

Désignons encore par v(A) le nombre spécifique de 1'érodé

A e Aﬁ, et par A, = (A © AB) ® AB 1l'ouverture de A selon AB. On trouve

de la méme maniére
(71) P(0 € A) =P(A) -2 P(A) + 22 v(1) Mes B

Ainsi, dans le cas isotrope, on pourra déterminer les
granulométries de A selon des convexes quelconques & deux dimensions.



II - Te schéma de CAUWE

TL - Le sehimn de CAU.LH

Te schéma de CAUWE est une partition aléatoire stationnaire
de R™ en polytdres convexes définie de la manidre suivante : on part
d'un réseau d'hyperplans poissoniens de densité lindaire Ay constante
(isotrope : An(dw) = &— Ay dw). On remplace ensuite chacun des plans

n
poissoniens par un doublet constitué de deux plans paralléles au
plan.initial et situés & une distance h 1l'un de l'autre, h étant
une V.A,., de loi donnée Eh(h), indépendante de la direction w, et
les différentes V.A. h associées a chacun des doublets poissoniens
&tant indépendantes.

1/ Schéma_induit dans RAE

I1 est clair que le schéma induit dans Bnﬁk est encore

un schéma de CAUWE. Le seul probléme est d'exprimer ses caracté-
ristiques An—k et Fn—k en fonction des caracteéristiques Kn et En

du schéma initial.

Lt'élément dwn d'hypérsurface sur la sphere unité Sn de R™
se met sous la forme

n-k-1 k-1
dwn = Cos 0] Sin @ dwk dwn—k do

pour un vecteur unité de direction W, dans R™ dont les projections

dans les complémentaires orthogonaux Rk et Rﬁ_k

respectivement.Ce dw apporte a A, _, la contribution A, cosg dw,,

valendt cosyP et sin@

et si H est la distance des deux hyperplans du doublet correcspondant

dans Ep5 celle du doublet induit dans Rn"k‘ESt H/cosQ. Cn a donc

en sommant sur la demi-sphére unité



| /2 n-k k1
Mg P (R) =f Ay, 4o f |cosp|  |sing| F, (heosp) dw,
0 .

soit explicitement :

: n-k k~1
My Fn—k(h) = My kwk] COSQ sing Fn(hcoscp) do
o)

ou encore

- 1 : k
(8) Mcge Fpoe(@) = ko Ay f u ("..-~u )7 B () du
0

Pour h infini, on trouve en particulier :

{ k
5 =1 W
- h=k 2,2 n-1
A =k w,_ A u o (1=u) Au = ——— A
n-k k n[ | Wy g B
Dtou les formules explicites :
w
Kn—k = wn_1 xn
n-k-1
(&1 ' w { n-k X
Fn—k(h) k wk -1 u (1—-112)2 Fn(hu) du
n-k-1 b

(8v) F1(h) = e F,(uh) du

Ul

2



Interprétation probabiliste - Désignons par Hn et Hp~k les V.A. de

lois En et En_k, et par ﬂh,k la V.A. de densité

k
k w, w n-k = -1
£, k(u) = — k n=-1 (1—u2)2 - (0g u gt
? n—k-1 -
fﬂh k est donc la racine carrée d'une variable Beta (n §+1 ’ %)
? -
Ta seconde relation (8') coincide avec 1l'équivalence en
loi
H n
n-k = 'ﬂ' Xk

I1 en résulte, en particulier, que ces lois induites
n'admettront pas de moments d'ordre élevé, En effet, la V.A.

1/%%,k admet un moment d'ordre n-k, mais non d'ordre n-k+1.

A supposer donc que Hn posséde lui-méme les momehnts voulus,

Hn;k n'admettra de moments que Jusqu'a l'ordre n-k inclus. En.
particulier, dans le schéma induit sur la droite R1 par un schéma

EB, la loi F1 admet une moyenne (pourvu que FB en admette déja une),

mais n'admet jamais de variance.

Comparaison avec 1l'opération de montée, et formule

réciprogques.

La relation (8) se met sous la forme équivalente
h

k,2 A -k -1
(9 A @) - 227 = f v 02 T (v)ay
. 0]

1

W

n—-k I'l-k ( )



gui suggére une analogie avec la montée. Pour k = 1 et k = 2, en

particulier, on trouve

- o2y, Ao
7‘n—-1 Eﬁr1(h)'= 1 v/‘ 5 o EEKV) dv
h™—=v
(9) 4
h
. }\’ 0
_ n n-2
Ao B o) =2m hn_1f 2 R (v) dv
. A _

On voit que le passage de n & n-2 est une opération simpie,
aisgément reversible : elle admet la formule de réciprocité

A '
. _ n-2 d n-1 4 :
(9") AnFn(h) - on hn—2 dh (b : En~2(h)

Au contraire, le passage de n & n—-1 est une opération plus
complexe. Pour obtenir La formule de réciprocité, il faut transiter

par Bp*1, en écrivant
(o T () =SBl 3 ymgp ()
“n+l Tn+ - 2ﬂhn~1 dh n-1
4 h :
2\ n
+1 v
AF () = —2E f P, (v) dv
n n n n+1
| LA V22
Dol 1la formule de réciprocité cherchée :
. A :
' ~ 1 v e n
(grv) A, B (b) = -5 J/\ —_— — (v'F _,(v)) av
nn n dv n~1
T h b Jh2_v2 . ‘ i



En vue

des appllcatlons, explicitons les relations

réciproques de (8")

ces relations stécrivent :

(10)

et admets

(101)

F,(h)

7, ()

ent les

P (n)

Py (1)

F1 (L) = 2

Py (h)

3 (u) du

ol i

(u) du

1[J———

J/ﬂu FB(u) ‘du

o

réciproques

- (v3 Fz(v) ) dv

h
1 J[ v
3 dv
20 \Jp2u?

& (v E(v) ) av

N )
2 J/‘ v
2
T h A ‘412_v2

Ces résultats de calcul, qui se rattachent & la théorie de

1'équation intégrale d'Abel, paraitront peut-é&tre plus clair si nous

les relions aux circonstances analogues que 1l'on rencontre &' propos

\



de l'opération de montée. Posons :

A
_tm e (4
€n (x) = yn—1 Pn (X)

£

Tl suffit alors de changer v en 1,v dans (9) pour obtenir :

‘ k

k/2 = -1 4

2 2

g,q () = ——%?——-&/fp g,(v) (v2-n?) v dv
, Iz) oy

ctest-a~dire l'opération méme de montée C'ordre k.

2/ Calcul des P(B) en schéma de CAUWE

Soit B un compactconveie de R (non ccntenu dans un
hyperplan : Si B était contenu dans un sous-espace & n-k dimensions,
on raisommerait directement sur le schéma induit dans Bn—k).
Calculons P(B), en écrivant pour chéque direction w et chaque

é1ément lindaire dx que 1l'un ou l'autre des 3 événements suivants
7 .
se réalise pour x > O

- pas de doublet dans la direction w (1 - A, dw dx)

0

- un doublet laissant B & 1l'extérieur : A, dw dx Fn(X)

- un doublet contenant B : A, dw dx (1 ~ Fn(D(w) +X ))
-D(w) |
Au total, cette probabilité élémentaire est :

N

exp {A, (1= Eﬁ (D(w) +x) - 1 + P(x) ) dw ax}
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Pour - D{w) £ x £ 0, la premitre éventualité ‘subsiste seule,

et donne la probablllte élémentaire ;
exp {—hn dw dx}
Au total donc

D(w) dw + A,

log P(B) = - Ay w»d[ (1—En(X+D(w»~1+En(i»dz
[

r\%[:h
mlg‘ﬁ

Drou

, (w)
(11) log ®(B) = - Ay /1‘ dw f (2—Fn(x)) dx
. o A '

Exemples — Granulométrie linéaire - Soilent k1 et F1 les caractéristique
du schéms induit sur la droite. Le moment P(h) est, d'aprés (11)

—K1\£ (2 - F1(x) )ax

(11") p(n) = €

On en déduit la granulométrie linéaire par les procédés

habituels. En nombre, par exemple, il vient :

h

1 —K1J[ (2~F1(X) ) dx
(1 =N@) ) =r(2-7 1) E

avec d'éilleurs, pour h =0 : 1/m = 2 Mgy dlol
M - h
gy (2R, (x) ) ax
1 e 0
1 =0h) =0 -5 7))

\
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Moment P(CR) du cercle de rayon R

p» la relation (11) donne dans R®
: 2R |

-y [ C(2-7,(x) ) ax

Pour B = C

(12) P(CR) =€

s S e i 2 Pt Aot

seront précicuses lorsqu'il s'agirae d'identifier un.schéma de CAUWE.
P(h) et P(CR), en effet, sont faciles & déterminer expérimentalement.

Posant :

- log P(h)

it

G ()
(121) '

Il

Gz(h) - log P (Oll_.>
>

on doit alors avoir :

h .
7\1[ (2 - R, (x) ) dx = G1(h)
(0] -

h
m\2f (2-Fy(x) ) ax = G,(n)
Jo '

Par dérivation en h, ces relations permettent donc de

déterminer expérimentalement x1, Aoy F1 et F,. Ces quantités devant

&tre liées par les relations :

A1 =2 Ay | E

( S
P, (h) =/ —F— P (uh) du
1 \ f \/"——2 2 .
. 0 -1
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la méthode fournit également un test permettant de contrdler la
validité de l'hypothése faite (existence d'un schéma de CAUWE).

Toutefois, les dérivetions étant toujours des opérations
expérimentalement douteuses, il sera peut-&tre préférable dl'effectuer
directement le test sur les fonctions G1 et G2 elle~méme.

Pour cela, partons de la relation générale (8) :
) 1
h(2=7,(n) ) = 2 xzf' L (2-F,(bw) ) du
0 1

=1L

et intégrons en h : & gauche, on trouve G1(h) : & droite, il vient :

i : h 1 ‘
du . 2 du
2 Azu/\ N J/‘ (2-F, (xu) ) udx = E‘/nGg(hu) —
o Vi1-u~ Yo :

0 1-u

Tes fonctions expérimentales G1 et G2 doivent donc - si
1'on a réellement un schéma de CAUWE, &tre liées par la relation :

1
(121) o) = £ [ ey ) L=
@)

1-u

dtoh possibilité d'un contrdle expérimental précis de l'hypothese.

3/ Granulométrie selon les cercles :

Dtaprés la relation (7), cette.granulométrie se déduira
des fonctions P(CB) et v(R). Nous comnaissohns P(CR) par la relation

(12). I1 reste & évaluer 1¢ nombre spécifique v(R) de 1'érodé A & Cp.
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Pour abréger les notations, nous écrirons A et F au lieu de Ao et Fs.

2
en effet, chacun des

Pour R =0, ona v =v(0) =4 n A
sommets du réseau poissonien a donné 4 sommets lors du dédoublement
des droites poissoniennes, de sorte que l'on & 4 © KZ souwmets par
unité de surface. Mails ce nombre coincide avec le nombre spécifique

v(0), puisque les sommets sont tous d'ordre 4.

Considérons alors deux doublets <D1’ D%) et (DZ’ Dé),

et soit M l'un des sommets qu'ils définissent.

Quatre polygones admettent ce sommet M, et raisonner
& M fixé équivaut, comme on sait, & étudier en nombre
les propriétés de ces polygones.

Soit H1 et H2 les puissances des deux doublets.

Dilatons les doublets par le cercle CR' M donne 4
sommets 1, 2, 3 et 4 & chacun desquels correspond un polygone
possible. Chacun de ces polygones possible subsiste effectivement
si les deux événements sﬁivants se réalisent

{-ce sommet n'est pas couvert par les dilatés de D1, D;, D2, Dé? ce
" qui a lieu avec les probabilités ) '

i pour le sommet 1
1-F(2R) pour le sommet 2 ou 3 (P(H1 S 2E) )

(1-P(2R) )° pour le sommet 4 (P(h, > 2R) P(H, > 2R) )
2-I1 n'est pas couvert par les dilatés des autres doublets,ce qui

a lieu avec la probabilité P(CR).

\
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Ces évenements étant indépendants, ces probabilités doivent
se multiplier : parmi les 4 polygones que nous avons considérés, le
nombre de ceux qui subsistent admet donc l'espérance

P(0g) [1 + 2(1-F(2R) ) + (1-F(2R) )21 = B(Cy) (2-B(2R) )°

Le nombre spécifique cherché est donc ¢

v(R) = ¥ P(g,) (2 - B(2R) )2

it

clest-a—dire

Il

(13) v(R) = m A% (2 = B(2R) )® P(cp)
Compte tenu de (12) et de (13), la relation (7) donne
alors la granulométrie selon les cercles sous la forme :

PO € Ay) = [1 + 2AmR (2 =T(2R) ) + we22R%(2 ~B(2R) )°] B(Cy)

d'ou finalement
2R
‘ A/ (2 -F(x) ) dx
(14)  P(0 € a5) = [1 + AmnR(2 ~F(2R) )]° €

On vérifiera sans peine que 1z densité - %ﬁ P(0 € AR) associée

3 cette granulométrie est effectivement » 0 ¢ c'est la densité de la
variable aldatoire R, rayon du plus grand cercle contenant l'origine

et contenu dans un seul polygone du schéma.

et Mt Bt s ot I e, S

contrdle, venant renforcer le test fondé sur (12"), Avec les notations
définies en (12'), en effet, (14) peut s'écrire



P(0 € Ap) ¥ »
(141) | “TTEET"_— = (T + R G, (2R) )

et cette relation (14') peut &tre contrdlée expérimentalement.
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