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NOTE GEOSTATISTIQUE N°© 92

POLYGONES ET'POLYEDR@S POISSONIENS

1 - Loi du Périmetre a n Fixé

Soit dans le plan, un schéma poissonien de droites alé-
atoires, A sa densité llnealre, P la probabllLte pour gqu'un point
domné aﬁpartlenne a4 un polygone de n ootes [dans la loi P du
nombre des cbtés d'un polygone, chaque polygone compte donc pour
un poids proportlonnel a4 sa surface] Nous ne savons pas calculer

les Pn,’mais nous pouvons nous intéresser aux caractéristiques

du polygone & N = n fixé.

AN =mn, le périmdtre 25 = X est une variable gammwa de

densité
S M
(n-1) !
(on n'en concluera pas que les longueurs des n cdtée sont alors
indépendantes) - En effet, considérons le scfémé de densité A + p
coume résultant de la mise en place d'un premier schéma de densiié
x, puls d'un second, de dens1te p, venant recouper le précédent.
Par ralison de s1m111tude, Pn ne depend pas de ls densité A. Ainsi

RH(X%E) 0 et la probabilité pour que O appartienne a4 un polygone

de n cbtés dont les n cbtéds sont des droites du premier schémas

N

Ceci suppose que O appartenait déja & un polygone d'ordre n dans

le premier schéma A, et que les droites du second schéme n'ont pas



recoupé ce polygone de périmetre 2 & : la loi du périmetre 2%£

admet une densité fn(x s \) avec
. ‘, ' [o2e] .
A yn / —px .
%1QW)' _Z% e fﬁx&ﬁx

Dtou

: A X 1 A
(1) , £ (x5h) = ———— &7

!
{(n-1)1
Plus géndéralement, soit Y une caractéristique lindaire du

polygoné & n cbtés (dlamdtre apparent, traversée maximale dams

une direction donnée, racine carrée de la surface, etC...) A

N =n fixé, 2L et ¥/2 &£ sont des variables indépendéntes -

Bn effet, soit fn(x,y;'x) la densité & n fixé de X = 2 &£

et de Y, pour le schéma de densité A. On a comme ci-dessus :

(2) (X%E>n £ (x,y; Mp) = eV 1 (xys A

Or, mise sous la forme

£ (%55 M) e £.(x,55 M)
(A+p)™ S S

Il

e(k+p)x

cette relation exprime qu'ad X = x fixé, la loi conditionnelle de

- ) . % X Y ' L .
ne dépend plus de A. Mais (X, ¥)'= (—773 —770’ X, et Y, dési-
~ . ' . . 9 - -~

gnant ces variables dans le cas A = 1. Ainsi, a X1 = A x fixé,



la loi de Y1/X ne dépend pas ée A. Pour x = 1, celd signifie

gu'é X1

= Ay Y1/k ne dépend pas de A, clest-a-dire que X, et
Y1/X1’Sont iniépendants.

1

2 — Cas des Polyédres Foissoniens dansIR? On désigners par A

la densité lindaire des plans Poissoniens, et on se placera con-
ditionnellement dans l'hypothése ou O appartient & un polygone
3 n faces. En considérant les deux schémas de densité A et p,

la probabilité pour que ces n faces appartiennent au schéma de

densité A est encore :

N1
@Y - [ s es

Ainsi le parametre ¢ (intégrale de la courbure moyenne) 4'un po-
lyddre & n faces obéit & la loi gamma de parametre n [noter que
cette loi attribue & chaque polyédre un poids proportionnel & son

volume ].

Exactement comme dans le cas du plan, on montre ensuite que

' toute carcctéristigue lindaire Y (racine cubigue du volume, racine

carrée d'un contour apparent, diamétre etc...) est, & N = n fixé,

de la forme ¥ = % &, avec une variable & indépendante de 4.

3 — TLois en Nombre

Conditionnellement lorsque O est sur une aréte (est un som~

met) d'un polygone & n cdtés du schéma plan, le périmetre o F X



obdit 2 la loi gamma de parametre n—1 (n-2) : on le volt en repre-

nant le raisonnement du premier paragra he., et en écrivant que les
s qa

n-1 (n-2) ardtes ne contenant pac O appartiennent au schéma de deun-—

sité A. On le voit aussi directement, en pondérant par L ( 1 5 s

X\z X"

7 étant indépendante de i) la densité de X.

A1n31, le périmetre 2.;fest une varlable gamma de parametre
n, n-1 ou n—2 selon que 1'on compte les polygone: en surface, en
périmétre ou en nombre. De meme, 3 trois dimensions, et tougours
aN=mn flxe, la parametre a d'un polyddre du schéma est une va-
riable gamma de parametre n, n-1, n-2 ou n-3 selcn que 1l'on compte
1es.polyédres en volume, en surféce, selon @ (ou selon ia longueur
totale L = & & des aretes, avec 3 iﬁdépendant de @) ou enfin en

nombre.

I'indépendance & N = n fixé de 2 Zet Y/2£ ( ou « et X/&)

subsiste pour ces différentes lois. Prenons; par exemple, les lois

en nombre. Soit X = 286 et Y = % X, % indépendant de X, et g(x) h(z)
1a densité de X et % dans la loi en surface. la surface S du poly-

2

gone est de la forme S =T X7, ol T est indépendant de X. Ta den-

sité en nombre de X et % sera de la.forme :
cg%l n(z) E(—%lZzz)
< .

ou ¢ est une constante de normalisation. Elle est encore de la

forme go(x) hO{z), dtoh 1'indépendance de X et % comptés en nombre.



En general X =252 et ¥/X retomoent en denendanve stochastigne

lorsgue l'on leve la conditicon N = n, de sorte qu ils ne sont in-

dépendants que cond1t¢onnellement

En effet, soit fn(X) gn(z) la densité & N=n de X et & = ¥/X

Ta loi inconditionnelle de X et 3 admet la densité :

h(x,z) = Z p, £,(x) g,(2)

n=3
Si X et % sont indépendants, on a

h(};,z) = f(x) f(z) =(Z P, fn(x> (2 P gm(z))
] n m

Mais 1'identité :
ZP Xq () =) P —TXH_L 2. 2 g (z)
=17 &n - — n {n=1)1 — "m &y
est vraie pour tout x > 0 si et seulement si

g, (z) = 2;. P g, (z) = &(z)

z

clest-a-dire si B = ¥/X est indépendante du nombre N des cObés

du polygone. Il n'y a pas de raison, en général, pour que cette

indépendance soit réalisée. Donnons un contre-exemple :

Contre-Exemple - Surface S du polygone.

Montrons que S/4ﬁ5 n'est pas indépendant du nombre N des



e

o~

c6tés du polygone. Parmi les polygones a n ¢0tés, le polygome
régulief maximise le rapport S/4§§?, gqui vaut alors :

. T
n sin 2%
1 1

. Ty 2 T
2 (2 n sin E) 4ntgo

et, & N = n fixé, on a 1'indgalité des isopérimetres :

s 1
1 £ 4n gz

" Dtautre part, & N = n fixé, il y a une probabilité > O pour

3 i

gue le polygone vérifie —5 > ————— - E. Par suite, 1la
loi de ——§2 8 N = n fixé dépend effectivement de n.
455

n'est péé indépendant

Ainsi, le rapport isopérimdtriquc

455
‘de N, et par suite ne peut pas €tre inconditiomnellement indépen-—

dant du périmetre 2 £8 .

4 - Schémas Poissoniens 4 'Hyperplans dansSRn

ooit, dans mﬁ, un schéma d'hyperplans poissoniens de den—
sité lindaire A : un petit segment df & la probavilité A d€ dw
dt'étre coupé par un hyperplan dont l'une des normales appartient
3 1'angle dw centré sur d€ : il est entendu gque - pour ne pas
compter deux ﬁois un méme hyperplan - la directicn w décrit la

demi-sphdre wnité de R© (et non la sphdre entidre).

|

P



Soit alors A un eusemhle convexe. TI1 est coupd pér un plan
dont une normale apparulent 3 dw avec la probablllfe A h(w) dw,
b(w) de31crart la largeur (diame&tre apparent) reTatlvemeut 3 oette
direction w. Le nombre ¥ des hyperplans coupant A est donc un

Poisson de paramétre :

, »xa:--;—,x fb(w)dw
S .

(S, sphére unité de R™). En se reportant & Hadwiger (formule (44),
paragraphe 6-1-7), on voit que & est la norme N(A) de l'ensemble

.Ao . 3

Schémas Induits dans RO

Supposons gque A soit contenu dans un {(n~1)-plan, que 1l'on

- peut identifier & B -

il

Soit A’ la densité du schéma induit dans
et ¢! = W/ (A) la norme de A dans B! . Te nombre d'intersec-

tion de A avec les plans éu réseau est un Poisson dont le parametre

A a = At @® peut &tre évalué indifféremment dans R" ou BR" 1.

Ainst
(%) Aa=rat
Or {cf. Hadw1ger, formule (50), paragraphe 6-1- 9, avec d = N(A) =

=n W _,(4), et a* = N'(8) = (n-1) W 2(A)) on a :

“n-1
(6) L a= g7 4



P

avec les constantes Wy hiabituelles (volume de 1lu boule de rayon

ﬁniﬁé”dans'mk) :

-

W, = -
Eoop(r o+ g)

Par suite, d'aprés (5) et (6)

(7 SR Qe £

A

(pour n = 3, A= A 5 » pour n = 2, M =2 X)

I1 n'y a aucune difficulté & réitérer l'opération (7). Ainsi, .
le schéma admettant la densité linéaire xn dans l'espace a n di-

Ti-X

mensions induit dans [R le schéma dont -la densité linéaire Kn—k

est :

(8) Ay = M

5 — Densité de sommet

Désignons par v, 1'espérance du nombre de sommets par unité
de volume. Un sommet (danS(Bp) est 1l'intersection de n hyperplans

du réseau.

Ies probabiiités comditionnelles p,

Considérons alors dans E?‘une boule BYl de rayon R, placons-—

nous conditionnellement dans 1l'hypothése ol n plans rencontrent



- 9 =

cette boule, et cherchone la probabilité pour gque le socmmet (point
d'intersection Jdéfini par ces n plans tombe & 1tintérienr de cette
boule. Désignons par p, -cetie probabilité (qui ne dépend pas de la
densité A,s par raisons de similitude). Les n plens Tr1,.,o TT;f
étant individualisds, considérons par exenvle “Tnf I1 coupe la

boule Bn selon une boule Bn—] 4 n~{ dimensions de reyon (aléatoire)

V o2 2 . . P , .
r = R°- X7, avec .une verisble X uniformément répartie sur (0,R).

Dans 1l'espsce & n dimensions, cette boule Bn—1 a un paramdtre (d'a-"

pres (6)) @

wn—1 y
a. = ad
r wn_z T

Mais (Hadwiger, formule (42), paragraphe 6-1-6) aé = (n—'l)wp_1 r,

dtol :
ﬂ : 2
(9) P S
9 ' a, _ (n-1) ——— T
= Yp—o
Chacun des n-1 plans restant, TT1,.U. TIﬂr1 (qui, par hypothe-

se coupent la sphere Bn de parameétre d= n ® R) rencontre alors
Bn—1 indépendamment des autres avec la probabilité

. 2

. = n=1 (wn—1> r

a noow W s R

a_ \n—1
Ainsi,(—%}) est la probabilité pour qu'ils rencontrent tous Bn—1’

et Bn— contient alors un sommet avec la probabilité Ppq° Onia,

1
donc & r fixé :



FAPRRURE S

- 90 .-

5 n-1
. n-1 “n—i ]
1 —
(9') pn(r) - n W, W o .Rn—1 Py
Mais ltespérance de 1 est e
: R n-1 ) n-—1
=1 (1 + 250 v
E(rn—'1) :_];l_{ /(Rg*‘XZ) 2 dx = ;12;31’1—1 ’ < — i
0 (1 + %)
clest-a~dire
W
-1 1 n n—1
E(r") = 4 R
2 wn_1

(Cette relation se déduit aussi direct=ment de :
J/ﬁR
n-1 - 1
y W4 T dx = 5w R )

En prenent l'espérance de (9'), nous arrivons dcne & la for-—

mule de récurreaence

2 n-1
w W
1| n-1 n—1 n
(10) P, =3 ——=— D
n 2\ 1 Wy “noo - Wy n-1

gui permet le calcul des O (probabilité pour que la boule BAC:EF

contienne un sommet sachant que n plans la rencontrent)

Exemples ~ Pour n = 1, on a évidemment py = 1. D'ou :
I T T S T 1 (|
Po =2 \2 11 2 2
_afz 2 T _n
P3 =213 ;
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Coleul du nombre v, = Le schéwma dans BP ayant la densité linéaire

Ay» ume boule de rayon dr trés petit (paramétre @ = n w, &1)

rencontre n plans avec la probzbilité

(N, a) . AA _ (n w, &r An)
n! n!

.

. )
La densité Vn de sommets est donc

n

N (n w, A, O1) 1

n n n! wﬁ Srn
soit
(11) voo= =) (w)

Compte ternu des relations (8) et (10), on obtient une formule de

récurrence liant les densités de sommet du schéma de paremetre xn

dans R et du schéma qu'il induit dans Bﬁ"1

-
.

| 1 Wp Yn-2
(12) Vp T 2 W, Mot V-1 T3 Y My Vg
En posant Vo = 1, la formule ci-dessus s'applique pour n = 1
(w1 = 2 et V1 = K1). I1 en résulte que 1l'on a :
n
1 ,!
LV, = e W, A
n S g k 'k

feee i



x 5
[P S
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D'ailleurs, d'apres (7), w,_, Ay = W 5 M 0 = eee = 0 Ay, (w=1) -

11 vient par suite

(13) : v o= g (A

Pour n = 2 :

Pour n

il
N

v = g ()7 = I (0)

Nombre de polyedres par unité de volume

Te nombre de polyedres contenus dans un trés grand volume
.V, et rapporté & ce volume V, doit coincider avec v . En effet,
les polyedres sont convexes et lsur nombre de convexité coincide
avec Vn.: un plan P dont la normale orientée a la direction u

est découpée par les plans du schéma passant par un sommet 3
selon un reseau de polytdres & n-1 dimensions dont un seulement
~a un (n-1)~volume fini : lorsque P décrit R" en se déplagant pa-
rallélement & lui-méme dans la direction de sa normale orientée u,

le sommet S contribue toujours pour une unité au nombre de con-

vexité.

6 - Les Premiers Moments "du volume d'un Polyedre.

Considérons les points x et xth dans R". Tls appartiennent



-\, @’

au méme polyédre que l'origine 0 avec la probabilité € 2 s
N - h . w

avec ¢! = 2 &, périmétre du triangle (o,x,x+h), et Ao = Ay n51

désignant la densité linéaire du schéma induit daus B? - Pour
abréger, nous écrirons A au lieu de KZ :

Y

_ n—1
A= Kn 2

Ainsi, la fonction :

x|l - AMx| - AR
P(x, x+th) =6€

représente la probabilité d'avoir x et x+h dans le méme polyedre

A que 1l'origine 0. Si g(h) est le covariogramme géométrique de

A, on a donc

| Aln| /—MX[ PRy
(14) Elg(h)] = € gflel - ax

Calcul de E[g(h)]

Calculons cette intégrale, en introduisant les fonctions de

Bessel modifiées de seconde espece. On a :

- Ar q4/2
e V2 op) T x

-4 Ar
ALY 3 ()
(r = IXI et cette fonction admet dans Eﬁ la transformée de Fourier :
n-1
gﬁ" e:xr _L AT 2 pt 1

n B
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(p = [u| = \(uﬁ teuot ui

Ltintégrale qui figure dans (14) est le produit de convolution

, rayon vecteur dans 1iespace B dual).

\e'JJ#-e'Kr (dans mﬁ) , et admet donc la transformée :

2 2 :
-ATr 1 n . n-1 n-+1 1
[6‘;6 ] - ) o7, 2 W <F( 2 )> v ﬂ202 n+1
A (1 + 4 - )
A

I1 suffit de faire la transformation inverse pour obtenir :

2
- 2D (&b
-A\ry A _ 1. .2 2 2 A 2
€ € a 2T r(1+n) ) K”% e
D'ol la valeur de E[g(h)]
n 2
w2 (TEsh -\ |h 1+ 2
(15) E[sg(n)] = -;:n (ZT‘:) ( n? ) c ] (An) 2 Kiv n (AL)
! 2

Caicul de MG(V)

Pour h = 0, on obtient E[g(o)], qui est 1l'espérance du volume
v, du polyddre de R contenant O, c'est-a-dire 9M3(Vn)’ moment en
mesure d'ordre 1. On le calcule en faisant h = 0 dans (15), ou eh;
core en intégrant directement (14). A titre de vérification, effec-
tuons les deux calculs. |
n

1+-é-

I

K (x) prend la valeur 0?

Pour x = 0, x 1+

F(1 +%), d'Ol\l H

ol



...15_

1 .
= =1 T n+1 g
x' : P(1Hﬂ)

N

En faisant h = 0 dans (14), on trouve :

* n! w
16" ] = J/ Bk N PO < 1
(16")  EBlglo)] =n w, / e ? r (o)™

On vérifie que (16') et (16") sont équivalentes & 1l'aide de la

formule de duplication de la fonction eulérienne, qui stécrit :

T(14n) = F(1+n)' r(1+ %) i

e 2" VT

Nous avons donc calculé le moment d'ordre 1 en volume :

w n!

(16) Ho(,) = n2n xl

T . 3
i - v = | , 9 v = -8 1
Exemple A6 2) 2 (o 2 1o ( 3) (}\2)3 T2 ( ?\3)

Moment d.'Ordze 2 en mesure : i est donné par

WG (V2) = /E[g(h)] dn

mn

D'apres (14), cette intégrale est la valeur en r = 0 du produit de
AT -A\ry efkr a

convolution & "% € , dont la transformée de Fourier est :
N 3(n
Z(n-1)
gﬁ7 ~-AT 2311 'sz n+1 1 T
( ne ) - _5"— 1-'( 5) ) > 5 (
(1+ 4—~—59~) 5



FRECTORE e

On a donc :

X
2 A2 n-
8’%(V§) n o, /Qﬁ; e M) o1 ap
(0]

L'intégrale se calcule, et on trouve

3
n- 2 T(a+ 2) (r(&hH
(17) Ye(vd) = 2 M ° - ( ) }\;n
T(%{n+1»

ey

He(v2)

4 T2
TE
6 6
. .5
W(ve) = LI /1) _ 1x2 (_1__)
\ 3 2 \7\"2 A -

Exemples 1

N

Il

T

Ces résultats permettent le calcul des trois premiers moments de

la granulométrie en nombre.

(V) =5 B(V2) = H6(V,) B(V,), B(T)) = H6(vD) (V)

7 — Polyedres Erodés

Soit A le polyddre aléatoire auquel appartient 1lforigine O.

En tant qutensemble convexe aldatoire, A est défini par la donnée

des P(B), probabilité pour que l'ensemble B soit conterm dans A,

B parcourant la famille des ensembles convexes bornés. En effet,

on peut définir A en coordomnédes polaires par la fonction aléatoire

p(u), u parcourant la sphére unité, p(u) rayon vecteur de la frontitre



de A dans la direction u. £iu u, sont des directions, TyreeoTy

1,...k
des nombres = 0, et B l'enveloppe convexe de O et des k points de

coordonnées pclaires (ri; ui); on a

P(p(ui) z2r., i=1,...k) = P(B)

de sorte que la donnée des P(B) définit bien la lol spatiale de
p(u).
En posant N = Ay (densité lindaire du schéma d&fini dans R ),

on a vu que

(18) P(B) =€

Mais la fonectionnelle ¢(B) est lindaire vis-a-vis de l'opéra-

tion @ (addition de Llinkowski) :

a(B® B') = d(B) +a(B') (B,B' convexes)

La relation (18) entraine alors une dquation du type équatio

des demi-groupes, qui admet une interprétation markoviemns :

(19) ' P(B® B') = P(B) B(B')

Sous forme de probabilités conditiomnelles, cecl s'écrit aussi

bien :

(19") P(B®@RB' cA| Btca)= P(BcA)
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Mais on a 1l'équivalence

’ v
B@® B'c A ® Bc A5 B

. v v
En effet, B® B' < A entraine BC (B® B') @B' « A@B'.
Inversement, B « A @B entraine B® B! < (A<:)é') ® B! < A.
Ta relation (19') peut donc s‘*éerire :
h

(20) PBc A®B | 0e Aa®B) = P(Bc A) = B(B)

Y
(1'équivalence B' € A e 0 € A ®@B' est un cas particulier de la

v
précédente, compte temu de la relation B' @ B' = {0} valable des

que B! est borné).

Comme les P(B) définissent un ensemble aléatoire, pour B par—

courant la famille des convexes bornds, la relation (20) signifie

- v - . .
gque 1'érodé A @ B', pris cornditionnellement dans 1thypothése ou

1ltorigine appartient & cet érodd, est équivalent & 1'ensemble alé-

atoire A initial (c'est-&-dire admet les mémes caractéristiques

probabilistes que Iui) : 1'érosion pasr un convexe laisse condi-

tiornellement invariantes les caractéristigues probabilistes des
d

poly&dres poissonniens.

Pour interpréter correctement cet énoncé, précisons un point
important : les P(B) définissent le polyedre aléatoire A du point
de vue des granulométries en mesure, c'est-a-dire en attribuant

34 chacun des polyédres Ai de la partition de l'espace un poids

v v
proportionnel & son volume V(Ai). De méme, les P(Bc A ®B'|0€ AGB)
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v
définissent la loi conditionnelle de 1%érodé A ®B' sous 1l'hypothése
v v
0 € A®B', clest-a~dire la loi de A@3B' (prise conditionnellemert

v
pour A® B' # ¢) exprimée en mesure, en attribuant & chacun

R
L]

v
AiEDB‘ non  vides un poids propcrticnnel & sor volume V(AiCD =3
‘ . 4
Mais 1'équivalence conditiomnelle de AOB! £ ¢ et de A subsiste
alors évidemment pour les lois en nombres, ou pondérées par telle

ou telle caractéristique.
!

gelon les boules des polyedres poissoniens. Commengons par le

cas le plus simple, qui est celul de l'espace & deux dimensions.

8 - Granulométrie selon des cercles des polygones poissoniers

Dans ce gui suit, il convient de garder btoujours présente
4 1llesprit la distinction capitale des granulométries en nombre
et en surface. Soit A le polygone poissonien contenant O, S et
2 & sa surface et son périmétre, S' et 2 ' la surface et le pé-
‘rimétre de A.C)Cr (érodé par le cercle de rayon r). Comme

_e~2ATr

P(Cr c A) , les érodés par C_, des polygones du schéra

occupent, en moyenre, la surface e—ZKTTr par unité de surface.
Dtautre bart, la loi de (Si;ﬁ') conditionnelle en O € AiDCr €es
identique & la loi de (S',&') comptée en surface S' et colncide
avec la loi de (8, 2&), comptée en surface S. Désignons par F

et G les lois dé (8, 2 &) en nombre et en surface:



i s F(ds, 428)

S5 F(as) 42&)
L a(as, a28)
/-% ¢(d8, 42.8)

G(ds, d228) =

A

r(as, a288) =

Ces fovmules montrent que si (S', 2&') est éguivalent & (5,28)
pour les lois en surface, ces couples de variables sont encore
éguivalents pour les lois en nombre. Maintenant, 1'ouverture

A, = (AiDCr) ®C, de A selon le cercle C, a pour surface :
S(a,) = 8' + 28" + Tr?
On a donc (en nombre)'
B(s(a)18, £ 8) = B(SY) + x B(28") + TTxP

Mais, pour la granulométrie en nombre, E(S') = E(8) = % , (v :TTKZ),

et BE(2&4') = E (2%8) = - TT'S'(O) = 2 GTT . Ainsi :

E[S(Aw)lAw%qé] = %[1 +2ATr L TE2 22 r2]

D'autre part, par unité de surface, l'aire totale occupée par les
’ » - }\Tr - . 7 z
ércdés A.OCr est e eMr et le nombre des grains érodés est en

-2A Tl
moyenne v &

(puisque les érodés non vides ont héme loi que
les polygones initiaux). Par suite, les Aw occupent par unité de

surface 1l'aire [1 + 2ATIr + TT2 xz r2] e—QATTr , et la granulo-

métrie selon les cercles est donnée par la fonction :

]

}




! . - IT

(21) B (x) = B(0 € (40C)) ®C) = (1 + 2ATr +T02 A2 L2y g7 BMIT

Nous . allons maintenant essayer de généraliser ce résultat au

cas du schéma poissonien dans R™. Pour celd nous aurons besoir de
connaitre certaines grandeurs spécifiques, liéss aux fonctionnelles

de Minkowski et généralisant les notions de surface ou de longueur

spécifique.

9 - Les Grandeurs Spécifiques

iéme

Désignons par W, (A) la k fonctionnelle de Minkowski
A k

dans l'espace & n dimensions et par

W, = Blw (4)]

son espérance (en nombre) pour un polyedre poissonien de mp. Fn
particulier : WO est 1'espérance de V(A), n W1 celle du volume &

n-1 dimensions de la frontiere de A, et n Wh_1 celle de la norme

N(A) = a(4d).

La formule de Crofton ( Hedwiger, formule (103%), paragraphe

6-2-5) permet de calculer facilement ces quantités. Cette formule,

en effet, stécrit, pour k < n :

w

W, .
(22) W (a) = —o2== ﬁvl': (ANE;) 4By

i n-k in

W£ : fonctionmnelle d'ordre k danisl,'intégration étendue au grcupe

entier des déplacements, bin = J/é Ei constante de normalisation

!



du groupc des rotations. Lorsque l'on passe aux espérences, l1l'iso-

tropie de la loi spatiale montre d'ailleurs que i'intégration sur

le groupe des rotations est superflue : on peut enlever la constan— -

te by, et intégrer sur les seules translations.

Pienons la scmme deg Wf(Ai) sur tous les polyedres Ai conte-

nus dans un grand volume V de iR™ et divisons par V. On obtient &

gauche v Wk et & droite 1'intégrand devient v, W}AﬁL , Ll'intégrale
I §
étant étendue de 0 a V, avec J/%i d B, = V. Drou

((VER TV

n i-k

v W, = =iy, W

n 'k wy wn—k i 'k
Pour k =n, on a W = w, . Pour k < n, prenons i = k, d'ou W! = Wy d
il vient
( . . W,
23) v W, = v

n k wn_k k

Telles sont les grandeurs spécifiques dans JR°. Compte temm de (13)

on les met sous la forme

(231) v, oW, o= =2 (A

2/

Enfin, les Wk eux-mémes sont domnés par :

© .
k k—n
(24) W, = (A5)
k Wy 1 2
w 1 A o
(A, = =L | densité du schéma induit dans [R7).



- 2% -

Onuremarquera gue (24), valable pour k < n, s'applique encore pour

k = n, puigue l'on a bien Wh = W, -

10 - Granulométrie suivant les boules des polyedres poissoniens

de Ep.

Ie raisonnement s'effectue comme dans le paragraphe 11 -
B, Wk(A) et Wk(A') sont les valeurs des fonctionnelles de hinkowski
du polyedre A e} de son érodé A' = AC}Br par la boule de rayon r de
R", les Wk(A'); conditiommellement pour WO(A') # 0, ont méme loi
(en nombre, ou en mesure) que les Wk(A) (d'aprés le paragraphe
10 =). L'ouverture Aw = A' @ Br de A selon Br a pour volume & n

dimensions (d'aprés la formule de STEINER)
n .
—_ k 1 k

V(Aw) = E;% C, .Wk(A ) T

et donc, conditiommellement pour A # ¢, llespérance (en nombre)

C W. r

k

NE

B[V(4,)] = - X

T
o

D'autre part, par unité de volume dans Eﬁ, les érodéds des polyedres

du:schéma occupent le volume :

-Nn W AT —-2n L AT
n'm
< = & n-1

(A = kz) et, par unité de volume érodé, le nombre dc ces polyedres

est Vo . On obtient donc la granulométrie Br(r) gelon les boules de

EE par la formule :

!
!

H



-n wW_ AT n

) = : N oo e n ‘n STk k
Bn(r) P(O €(A @Br) ® Br) v, | 1{:;_5 C, W T

Compte benu de (23!'), et avec A = kz, on trouve donc :

n wn
- ) A Ar H %k [0V) ".)k< k
(25) B (x)=€ 0t )0 of B E (g
k=0 n-Xx

Eq;}_ggﬂgl_eﬁg_— Pour n = 1 (avec A= 7\2 = -1§- }\'1)’ on trouve

B(r) = (1+2n, 1) e=eMT

(ne pas oublier gque la boule de rayon r da‘nS!R1 est une traversée
de longueur 2 r). On retrouve, comme il se doit, une loi gemma de
parametre 2. Pour n = 2, on retrouve (21), Pour n = 3, enfin,

avec A = Az :

By(r) = €M (1 + o + £ W2R2 22 4 100200 )
ou, avec A, = 2 A,
? 3 —rr 2
. AT,
(26)  By(x) = (1 + 4TThg T + 1—61:47\3:&2 r 2PV e 7
11 - Invariance des polyedres pour les érosions alédatoires

Eroder les polyedres par la boule Br de rayon r donné
équivaut & dilater par Br chacun des hyperplans TT du réseau Pois-—
sonien. Plus généralement, on peutb dilater chacun des plans [[ par

K

i
i




une boule ar’ de rayon R aléatpire, éﬁant entendu, que legs Ri cor-
respondant & chacun des TT& sont indépendants et obélssent a4 une
méme loi Ff Le complémehtaire de U(TTi ® BRi) est constitué de
polyddres qui se déduisent des polyedres du schéme primitif par

une érosion aléatoire. Nous désignerons par A, 1'érodé du polyedre
= R

A D> O dans cette érosion aléatoire, et parF la loi de R. HNMontrons

que, conditiommellement en C € AR, 1'érodé AR posseéde toujours les

mémes propridtds gque A, autrement dit que 1'érosion aléatoire lais—
a ’ a

se conditionmellement invariantes les caractéristiques probabilis-

tes des polyedres.

Bn effet, soit w une direction (w décrira la demi-sphere
unité deIRn), C un convexe donné, Dw sa largeur dans la direction
w, et OF un axe paralléle a w, l'origiﬁe 0 étant placée comme sur
la figure. Calculons la probabili-
\ \ té pour qu'aucun plan de normale

\ \ € (w, w+ dw) ne rencontre C : on
doit écrire qu‘auqun plan ne rencon-

tre OF de O & D, (probabilité
—KDw dw
= ), puis, en tout & > D

ou < O qu'aucun plan n'a germé

(1 - A dw &) ou bien qu'un plan a
germé mais que son dilaté par R n'atteint pas le segment Dw :

Ad w dE F(E-a), a désignant 1l'extrémité la plus proche de & du

segment (O, Dm) .  Au total, pcur le petit angle dw, la probabi-

1ité cher?née est donc

H
i



- - - oo .
- AD dw - 2\ dw/E1—F(x)] dx
e (0]

o< .
Posons R = E(R) =t/f[1—F(X)] dx, et intégrons sur le demi-sphdre
2 o

unité 1l'argument de cette exponentielle : on trouve

-nw_ A R
(26) P(Ccay) = Bcca) & % °

En particulier :

-nw, A RO
(26") PO € &) = €

et par suite :

(27) P(C c | 0 € Ap) = P(Cca)

Ap

ce qui &tablit 1'invariance conditionmnelle de la loi de AR . On
notera aussi, selon (26'), que P(0 € AR) ne dépend que de l'espé-
rence R = E(R) du rayon aléatoire R, de sorte que 1l'érosion alé-
étoire A - AR est en tous points comparable a 1'érosion ordinaire

A Ae\BRO B

Pour terminer cette note, domnons quelques indications con-
cernant des problémes encore irrdsolus, en nous limitant au cas

des polygones poissoniens.

12 - Lois du nqmbre des cbdtés d'un polygone poissonien.

Ky ‘ - -
-Nous désignerons par TTnﬁ TTn. et Pn les probabilités

!
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pour qu'un polygone ait n cbdtés comptéesen nombre, en périmetre

ou en surface regpectivement.

En ce gqui concerme la loi en nombre, son espérance est 4 :

(28) Zn TTn = 4

Cette relation résulte de la théorie des graphes planaires,
compte tenu du fait que tous les sommets sont d'ordre 4. On la re-
trouve par w raisomnement simple : & n fixé, le périmeétre 2& = X

admet la densité

}\n—2 Xn—3 e -A\X
(n-3)!
n—2

(en nombre) et donc 1l'espérance === . On a donc, en nombre

E(2.8) = D B2 Ins

S .
Mais E(25) :—10—\')—@-)— =-7‘% , d'ol 2. (n-2) [Tn = 2.

I1 est facile de passer des —T

1
I, eux TTn et réciproguement :

E(2&) & n fixé valant n_-}-\_g_ , on a nécessairenent

- o (n-2) TTy _ (n—2)Trn
A T = T,

Plus généralement, introduisons la variable
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o S S
5

(288)° 2

gul représente le~ranporf isopérimétrique, et qui est indépendante
de X =24 & n fixé. Soit gﬂ(z) sa densité (en nombre) lorsque n
est fixé. On sait de plus que gn(z) ne dépend pas de A. Nous po-

serons

. x
I, = U/pz gn(z) = E(8|n)
o)
(valeur moyenne, en nombre, du rapport isopérimétrigue & n fixé).
Comptée en périmétre, et toujours & n fixé, la lol de # est encore
gn(z). Comptée en surface, par contre, elle devient

z g (2)
L
n

En effet, & n fixé, la loi de X et % a la densité

D=2 :xn"3

—\3
m < Kgﬂ(z)

(en nombre). En pondérant par S = X2 %, on trouve bien :

}\‘n Xn_1 e"?\.X & gn(z)
(n=1)! I,

il suffit ensuite d'identifier les développements

n-2 2 - n-1 . zg (z)
021 T AM2 E . gohx >0 X a-hx o
‘ n 3T € 7 &y(2) BN T @ I
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(C constante de normalisation) pour obtenir :

e e L GV ERTT @0 5T
n 2 (e (m-2) LI, 2L (wet) T, T
' n n

Les rapports isopérimétriques In interviennenti ici de maniere
irrédactible, et l'on ne passe pas aussi simplement de la loi en

. i
nombre & la loi en surface que des TTn aUX'TTn

Notons toutefols la relation simple suivante entre les moyen-

nes en surface et en périmetre

(31) ZnPn = QZnTTlfl—Ar Z( -2)2 T

Ainsi l'espérance en surface du périmetre est égale & 1'espérance
vd Ve s - 2 s
du carré de l'espérance conditionnelle [E(2&5|n)]° comptée en nom-

bre.

Ta derniere relation se déduit de la premiere, compte tenu
de (29) et de (28) - Démontrons la premidre relation : Soit C un
point d'une droite poissonienne (point de vue de la loi exprimde

en périmdtre) N,, N, les nombres d'arétes des 2 polygones adjacents

17 72

a4 1'ardte contenant O (cette dernidre figurant &-la fois dans N1

N ). :
et hz) On a

g8

BN, +T,) = 22 0 IT!

D'autre part, si 1l'on supprime la droite passant par O, O

AV



redevient un point quelcongue, et le unombre N des cOtés du poly-

gone qui le contient admedt 1'espérancé
E(N) = 2.n P
" n

Mais 1) est clair que l'om a N =N, + W, - 4, atou (31) - Ia

relation (%1) présente 1'intérét de ne pas falre intervenir expli-

citement les rapports isopérimétriques Iﬂ.
$oh

Calcul des premiers moments du nombre des cdtés.

Mais nous savons calculer 2] n Pn' En effet, d'apres 1 -, l'es-

pérance en surface du périmetre est :

=

M(28) = +2Z.n?

Dtautre part, on a aussi la relation habituelle entre  périmetre et

diemdtre (2% = TTDO), gqui domne ici :
M6 (258) = - TTE[g'(0)]

I1 suffit de se reporfer a (13), et de remarquer que la fonction

x2 KZ(X) a une dérivée nulle en x = 0, pour btrouver

-5l ()] = aEal0)] = AM(s) = I
2
et par suite Hbo(2L) = .g% , soit
1 X -
(31') le Pn = -?



On en déduit aussitdt, & 1l'aide de (31) et (28) :

I}

(51 S - T

et :

2 w2

il
4

or
ot
D~
w

Ainsi, 1'espérance et la variamce (en nombre) du nombre des ci

n d'un polygone poissonien sont

E(n) = 20T, = 4
(31'") . o
D%(n) = '%' - 4

On notera que cette variance est relativement faible (de 1'or-
dre de 1l'unité), notablement plus faible, compte tenu.de la valeur

moyenne ¥(n) = 4, que, par exemple, pour une loi de Polsson.

Relation entre les lois de n et de 0 58 .

T1 suffirait de connaitre la loi & priori (en nombre ou en
surface) du périmdtre X = 2¢4 pour en déduire la lol correspon—
dante 1T£ ou P_. En nombre, en effet, cette loi admet la densité

et la transformée de Laplace :

Z'TTQ -2 —7137\

£(x)

(32)

It

N \n—?
zm. (7%)

®(u)
\
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Si I' désigne la fonction génératrice des TT&, on a domnc

- 2 - -
l - >\,+l 7\'
De méme, si g(x) est la densité en surface de X = 2%, ¥(u) sa

transformée de Laplace et G la Tonction génératrice des Pn’ on

aura
~ : ' , a1
_ n x ~-AX
g(X) = Z Pn A W e
(321) 3 .
D A\ A
LT(IJ:) = [ Pn(m = G(m)

de sorte gue la connaissance des Pn.entraine celle de g(x) et

réciproquenment.

1% - La loi du Nombre des Quartiers.

Soit B un ensemble convexe, d le nombre des droites
poissoniennes qui coupent B, n le nombre
des somnets du réseau qui tombent dans B,
N enfin le nombre des quartiers selon les-
quels ces droites parvagent Z.

Notong, en premier lieu, la relation eu-

1lérienne
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qui se démontre immédiatement par récurrence. On.voit que 1l'on
déduira la loi de N de la loi simultanée de n et d. On sait aédja
que d est une variable de Poisson de paramétre 2 A& . Désignons
par Pn;d,la probabilité conditiomnelle d'avoir n sommets dans B
sachant que d droites rencontrent B, et par @d‘la fonction géné-

vratrice correspondante :

On note que les B 4 et les @, ne dépendent pas de la densité
H

lindaire )\ du schéma. Au contraire, les probabilités & priori Pn =

= Pn(x) d'avoir n sommets, et leur fonction génératrice H{s) = H(s;\)

vont dépendre de A. Elles sont données par :

( < a
SRR CEY SLC
a a! n,

(34) )

o
H(s,\) = >, (2rfh) o 2ME 2, (s)
L g a! ‘

De méme, la probsbilité pour gue B rencontre d droites et contienne

n sommets, est

7o (2B s,
‘ n,d at ~ na

Flle admet la fonction génératrice & deux variables :

— ~ a
6(s,%) = 2 T, 48 W@ -, {2 2%8) x:%t) e—zxé@@d<s)
‘ n,d : a at



4 2
En .comparant a (34), on voit - au facteur € 2hec

se déduit de H(s;A) er remplagant A par At, solt explicitement

(35) a G(s,t) = e ? N (1-%) H(S;Xt)

~ D'apres (3%), enfin, la fonction génératrice Q(s) de la loi

du nombre N des gquartiers est s G(s,s), soit

~20N&(1-8)

(36) Q(s) =s € H(s;As)

11 suffirait donc de commnaitre la loi H(s) du nombre des sommets
pour en déduire la loi gimultanée G(s,t) des nombres n et d de
sommets et de droite, ainsi que la loi Q(s) du nombre N des gusr-—

tiers. Mais on ne connait pas l'expression explicite de H(s).

Tnterprétation de Q(s) - Construisons un milieu & deux composanies en

tirant au sort, indépendamment les uns des autres, l'appartenance
des polygones du schéma aux "grains" (probabilité p) ou aux "pores"
(probabilité g = i-p). On note que grainé et pcres interviennent
de maniére symétrique, et indﬁisent sur toute droite du plan un

Markov & deux états.

Soit Q la probabilité pour que i'ensemble B soit découpdé
en N gquartiers. ILa probabilité Q(B) pour gue B soit contenu dauns
les pores de ce milieu & deux composantes est alors :

Q(B) = Eﬁl oy @ = Qa)



. : : .. 2 - . - -
H(s,As) = 1 - (1-8) TTA% &° 5 + -U-gf’)- (427 57 < Kb >+ a4 s rs?]

-2788 (1

N
. . - . - .
On doit ensuite multiplier par € ! et dériver en s avant

de faire s = 0. Ceci donne

B(-1) o NEB +TTAS S

il

(40)

D2(N) = 216 + 5TMASS +4 A <K, &>

Hi—

2

On voit que le terme 2 TT A® S représente la covarience des

nombres n et d de sommets et de droites. L'indgalité de Schwarz

entraine une indégalité de type isopérimétrigue gqui s'écrit :
418 24 82 $2?\$[ﬂ’7\28+47\5<1{,%>]

ce -qui entraine, (pour A grand) :

2 28

(41) 57 = 112 < K}% >

Bxemple du cercle de rayonfg. Pour le cercle de rayon R, le cova-

riogramme K se met sous la forme

2R
K(r) = u/pv 4. R2 - p2 dp (r = 2R)
T

1 : o 2R’ 2 2 16 3
<Kz>= 2T/ ax V4R -p° dp = =TIR
0 r
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On a 1lci :

B(N) = 1 + 2 TTA 2+ 172 A% »°

52N = 2TTAR+ 5 T2 A2 R + -6-%’-17?\31%3
3

Te. variance est en R, et la variance relative

comme 1 clest~a-dire assez lentement,

'B.’

D2(NW) décroit

14 - Loi de la Taille des Quartiers.

Nous nous placgons cette fols dans l'espace & n dimensions,
et nous désignons par A = Kz la densité linéaire du schéma induit
dans R°. Soit B un ensemble convexe, K(h) son covariogramme géo~
métrique, N le nombre aléatoire des quartiers de B,,V,‘,...VI\T leurs

volumes. On a, évidemment,
V, +est+ ¥V = V = K(o)

Aingi 1'espérance en nombre de 1l'un, quelcongue, Vi’ aes quartisrs

est :

E(V,) = ¥ E()

<§t non pas V/E(Ni), de sorte gu'en gémnéral on ne saura pas calcu-
ler cette espérance en nombre. Par contre, il est possible de dé-
terminer les deux premiers moments de la granulométrie en volume

des quartiers. Dégignons par

P(X, x+h) efxih}—xlxj—klx+hl

R




FUBNURY N
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la probabilité pour gque x et x+h appartiennent au. méme polyedre
dt schéma que l'origine O. Soit £ € B et gE(h) le covariogramme

géométrique du quertier de B contenant £. On a :
E[ga(h)] = \//;(X—i, x+h-8) k(x) k(xz+h) dx

(?(X), indicatrice de 3). Pour & quelcongue dens B, 1'espérance
du covariogramme g(h) d'un qﬁartier de B (chaque quartier étant

compté pour un poids proportiomnel & son volume) est alors :

Bleg(n)] = %//P(X—i, x+h-8) k(&) k(x) k(x+h) dx dE
ou, avec x = &+n
Blg(n)] = %,—//P(n,_ nth) k(8) k(E+n) k(g+n+h) dg dan
Introduisons donc le "covariogramme" d'ordre 3 de B :
KB(n{ n+h) = /k(i) k(g+n) E(&+n+h) dE

<gvec KB(ﬂ, n) = K(ni). I1 vient :
(42) Blen)] = ¢ /P(n, n+h) i%(n,nm) an

Tour h = 0, on obtient l'espérance (en volume) du volume d'un

quartier :
o6(v,) = 3la(e)] = ¢ [2(n, m K(m) ay

On a dtailleurs P(n, ) = e—Qh[nj, dtoun



(43) 96 () = +< el
Exemple - A trois dimensions, et si B est une sphere, on a
K(n) = £ TTR - TR b + LI
et
| a 3
1 =2\ [h N e - _3 r_ .1 rly .2 2\
.v<<,' ,.K(h)> = 4a‘to(1 T Tt e Rj)r e dr

Cette intégrale se calcule & partir de

= o n! —4MR (47R) (AR)™
rt e “Mar = -E——~——~ 1 -8 R TR
0 2N : ) ;

et donne 34G(V) sous la forme d'une exponentielle polynome.

Te moment d'ordre 2, de son clté, sera :

AHN6(vy) = ﬁ[g(h)] dh = %/ﬁ(n,mh) K5 (n,nth) dn dn

On voit apparaitre le prcduiv scalaire dans E@ X m@
2
(44) N, = ¢ < Bxy) , Elxny) >

Ie calcul explicite ne semble pas facile, méme pour n = 3, mais
reste toujours possible au'moins sous fofme-numérique« Eﬁ compa—
rant (43) et (44), on voit apparaitre la loi générale selon la—
gquelle on peut caiculer tous les ﬁoments successifs. Mais, natu-—

rellement, les calculs explicites deviennent vite inextricables.



- 4B -

15 -~ Mesureg aléatoires représentant les "densités" des fonction-
nelles de Minkowskdie.

On sait que'les fonctionnelles de Minkowski peuvent
stinterpréter comme les intégrales, étendues & la frontictre d'un
ensemble convexe A, des différents‘invariants du venseur de cour-
bare. A trois dimensions, par exemple, « est l'intégyrale de la
courbure moyenne, et l'infégrale de 1a'courbure totale est 4 1T =
3 WB(A)' Lorsqu{il n'y a plus de oourbure,'ces représentations
intégrales restent possibles, a condition de remplacer la densité
& intégrer par une mesuré décrivant le comportement de la normale.
Dans le cas d'un polyedre, & est 1l'intégrale d'une mesure portée
par les ardtes (densité lindaire constante sur chagque srcte et
égale & la moitié de l'angle des normales extériecures aux deux
faces adjacentes). De méme 4 11 = 3 WB(A) est 1'intégrale d'une me-
sure portée par les sommets, chague sommet portant un polds égel .

4 1'angle solide du triedre défini par les normales extérieures.

Aingi, chacune de ces fonctionnelles admet une réprésenta—
tion locale sous la forme d'une densité, qui est en réalité une
mesure portde par les faces, les aretes, les sommets, etc... De
pius Wb, qui est le volume, correspond manifestement'é la mesure

de Lebesgues

Si nous faisons la somme des mesures correspondant & une

méme fonctionnelle pour les différents polyedres d'un schéma pois-

sonnien, nous obtenons une mesure aléatoire que nous appellerons



- 44 -

densité de cette foncticmnelle. A part Wb, qui correspond & la

mesure de Lebesgue, toutes ces mesures sont concentrées sur les

faces, les aretes, etc...

A deux dimensions, on~trouve deux mesures : a W1 correspond,
3 un facteur pres, la mésure concentréde sur les droites du schéma
avec une densité lindaire unité ; & W2 correspond (& un facteur
pres) la mesure discreéte attribuant le poids 1 & chacun des som-

mets du réseau (car la somme des rotations de la normale pour les

guatre polygones'admettant ce sommet est constante et vaut 2 T ).

A trois dimensions, on trouve trois mesures représentant W1,

W. et W, & des facteurs constants prés ; mesure concentrée sur les

3 X 5

plans du réseau, avec une densité superficielle unité ; mesure con-
centrée sur les.arétes, avec une densité lindaire unité (la somme
-des rotations de la normale pour les 4 polyedres admettant une
ardte donnée vaut 2 11) ; mesure discréte attribuant la masse 1

4 chacun des sommets (les huilt triedres définis'par les 3 droites
normales aux trois plans passant par un sommet totalisent 4 TT sté-
radians : c'est encore une maniere de démontrer 1'égalité des nom-
bres spécifiques des sommets et des polyeédres). Ainsi, & chaque
fonctionnelle Wk aéfinie dems R" correspond une mesure aléatoire

Wk(dx) dont 1l'espédrance est une mesure de densité constante, égale

& la grandeur spécifique W, définie au paragraphe 9.

2 o . s .o
Dans R”, nous avons ¢éjd rencontré la mesure-nombre spécifi-

. , 2 .
gue de sommets. Son espérance est TT A dx, et sa covariance est la



1

mesure TTK? 5 + 4 A =

(paragraphe 13).

Considérons la mesure-demi-périmétre spéecifigue L{dxz), obte-
nue en'plagant une densité lindaire unité sur les droites du,éché—
ma. Tl s'egit bien du dewi-périmetre spécifique, puisque chague
artte est adjacente & deux polygones. Nous allons voilr gque 1l'on
peut la définir complétement par sa fonctionnelle caractéristique.
Ti n'y é dtailleurs pas de raison de se limiter & 1'espaceiR2 :

S} P . PSP
placons-nous dans R, et étudions la mesure demi-surface spécifi-

que L(dx) obtenue en plagent une densité (& n-—1 dimensions) unité

sur les hyperrlans du réseau.

Soit @ :(Rn #iR+ une fonction de base positive (continue,
ou mesurable, & support compact), et C(g) la fonctionnelle carac-
téristique de Lidx) :

[. e_ﬁP(X)g(dX)]‘ _ E<e-<p,cp>> .

C(g9) = E

On remarque que < J > egst la somme des variasbles indépendantes
i a ’

ué? o(x) dx' (dx', élément du (n-1)-volume du plan TT& du réseau),
i .

de sorte gque 1'on peut calculer log C(¢9) de la manidre suivante :

Soit u un vecteur unité de R™ (qui décrira la demi-sphére

unité S8) et E, son orthogonal (& n-1 dimension), et :
(44) e (r) = /cp(r u +y) dy

E

u

(dy, élément de (n-1)-volume de E, -0<r <+ ) la fonction



obtenue en effectuant sur ¢ la montée d'ordre n-1 orthofonalemont
a u. lLa probablllte pour gu'un hyperplan du réseau orthogonal a
u (& dun pres) coupe l'axe O u entre r et r+dr est x du dr. I1

lui correspond une variable X égale & O avec la prcbabilité

1 - A, dudr et & @u(r) avec la probabilité A du dr, soit

-3 (r)

- - dudr(1 -~e % )
B e %) e 4 .

et <,P,@ > est la somme de toutes ces variables X(du, dr), qui

sont indépendantes. D'ol :

n

| o e (1)
(45) | log C(g) = - A % \é/gq/’ [1-e ¢ i 1 dr

Ainsi, la fonctionnelle caractéristigue s'obtient en exponen-

tiant la montde @u(r) et en intégrant en r et en u (1é coefficient

1 vient de ce gque 1l'intégrale est prise cette fois sur la sphére

2
unité entidre et non plus sur la demi-sphére).

De (45), qui caractérise compleéetement la mesure aléatoire
L(dx), nous allons déduire en particulicr la mesure espérance et
la mesure covariance.

On a en effet

| E(< wa >) = - é% log C(a ¢) !a:o
5 _ d.2 :
D (< Lyo >) = —7 log (a 9)
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En ce qui concerne 1l'espérance, ou a tout d'abord, dtapres (45)

et (44) :

, //n o0
_ S -
E(< L{@ >) = 2.xn . duJ{: @q(r) dr
1 e C AWy kp
= 3 A, o du o(ru + y)dr dy = —5 = o(x) ax
5 —2 B, , R

Par conséquent, l'espérance de la mesure densité de demi-surface

: nw_ A

spécifique dans R™ est la mesure de densité constante ——m%—¥§ :
= 1

(46) ) B(L(ax)) = 50w, Ay dx

(on pouvait prévoir ce résultat d'apréd (23'), puisque 2 E(L) doit

avoir pour densité n v, W1).

Mesure—-Covariance de 1la densité de demi-surface spécifique

Passons maintenant & la variance de < L,¢ > . Il vient

(47) D2(< T, > ) = % My J/ﬁ+m‘/f[®u(r)]2 du dr
. o %

Explicitons le carré de @u(r), dtapres (44)

/éw(I’Her) o(r u + z) dy dz
u

B
u

i

[z (r)]°

= ‘_//1 j/‘ plru+y) olr u+y+z)dy dz
E A

u u
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Intégrons en r, et échangeons les intégrations en r et en y :
2
t//‘ [ (r)] ar = d//dzd/f dr ‘//ﬂw(r u+y) oleru+y+z)dy
o Y E -0 B,
u

v
Mais si 1l'on désigne par g = ¢ * ¢ le produit de convolution :

g(h)

N
o~

-8

D

o(xth) dx

on a manifestement :

100 .
J/f dr :é{‘@(r u+y)o(ru+y+2)dy= %ég o(x) 9(x+z) dx = g(z)
u : : L

-

. |
/ [‘Pu(r)]2 dr =/g(Z) dz

¢,

u

et par suite :

~Portons ce résultat dans (47). Il vient
. 2 1
(47) D7(< Lye > ) = 5 A u//\du‘//‘ g(z) dz
o 0 Y E
n u

Passons en éoordonnées polaires (r, v) dans Ep; de sorte que g(x)
devient une fonction g(r,v) du rayém.vecteur r et de v € Sn(sphére
unité de Bp). L‘élémentide (n-1)~-volume dz est de la forme dz =
= 2 dr dw, dw élément de surface de -la sphere unité 5, de lles-

pace Eu & n-1 8imensions. On a, en intervertissant l'ordre des

intégrat%ons :
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o~ 00 4 [oe] .
L//du.d/f IF’2 dr‘// glr,w) dw = L//A dW’J[ 222 4o v//;(r,u)du =
S ’ _— 0 " S .-

n° ' Su T ' SL—1 ' n
1 N oA 1
/ dw A/n":.[r. g(}&) ax = (1’1.—1) wn 1 < o0 g >
o R
n—1 ’ \
fl. 7

On trouve ainsi, en portant ce résultat dans (47') :

2 o . n=—1 1
D(<Lyp>) = HFw _, A, <o, 8>
D'ailleurs{ dtaprés (8), wn_1 xn = w1 xz = 2 Xz, d'olu finalement :
2 1
(4‘8) D ( < L,(lﬂ > ) = (n_.']) }\2 < 7 g >

La relation (48) signifie que la mesure IL{dx), densité de demi-

‘e n .
surface spécifique dans R, admet comme covariance la mesure de
1 .

densité (n-1) My o ; soit
2 _ dx
(49) D® Wax) = (n-1) A, Z
Exemples - DPour n = 2, prenons comme fonction ¢ l'indicatrice d'un

ensemble B, dont le covariogramme géométrigue est K : la longueur
T(B) des traversées interceptées par B sur les droites du réseau

de densité lindaire A = kg admet 1l'espérance et la covariance :

(ECL(BD
p2(L(B)) =

11
p|
>
w2

|
>)
A
|
=
\Y
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(S, surface de B). On a vu que, si F(dh) désigne la granulométrie

P , ' o S .
des traversdes de B selon une direction aléatoire, on a :

<1
r

oG
, K> = 2§é’/hz P(ah)
: o
Ainsi, la variance des traversées interceptées par B est encore

2% = 2% n® Man
D(L(B)) Y /Oh (an)

16 — Compléments sur la loi de surface S du polygone poissonien.

Dgsignons par F(ds) la loi de la surface S des polygones

poissoniens (comptée en nombre) et par

n(s) =E(2&Z| 8)

1'espérance conditionnelle (en nombre) du_périmdtre 3 S Ffixé. Nous

allons montrer que chacune des deux fonctions (8) et h(8) se déduit

de l't'autre.

a/ Dtaprdés 1l'iunvariance conditionnelle établie au paragraphe
7, la probabilité (en nombre) pour gqu'un polygone poissonien A vé-
rifie A N A, £ ¢, clest-a-dire K(h) > 0 (X(h) covariogramme géo-

métrique de A) est e oM,

En effet, les érodés AN Ah non vides
sont éguivalents conditionnellement aux polygones A initiaux. En

particulier
CE(R() | k(M) £0) = B@OoD=1

{ :
Par unité de surface, dtautre part, les érodés occcupent la surface

— " : . _2
s 2\h (car, pour tout point x, P(x € AN A = e‘_hh)

—-2Ah

. On a donc

par unité de surface v € polygones érodés non vides pour v

R
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polygones initiaux, et la probabilité en nombre pour que 1'érodé

d'un polygone donné ne soit pas vide est e*?xh.

Incidemment, on en déduit la propriété suivante :

Ta loi (exprimée en nombre) de la traversée maximele d'un polygone
2\h

admet la méme densité 2\ e cue la loi (comptée en diametre

apparent, ou, ce qui revient au méme, en périmetre) d'une traver-

sée quelconqﬁe du méme polygone.
Pour n =2 1, on a toujours
Bl (x@)? x@) #0601 = B &)™

Mais € M gtant 1la probabilité de K(h) = O, on a sussi

B[ &)™ = e 5[ &@)® | K0) # 0]

Ainsi, les moments de K(h) et de ¥{(o) vérifient (pour n = 1) la

relation :
(51) Bl ()™ = e 5[ &Ko)

Dérivons (51) en h avant de faire h = 0. Il vient :

I

n E[ X' (o) (K(é))“’ﬁ -2 B[ ()™

D'sutre part, la loi de S = K(o) étant invariante par rotation,

on a aussi

B[ x(0) ®)™' = -1 E(285")



Par suite, on trouve :

(52) Beg ) = 2T m(sh) (n = 1)

Désignons par h(8) = E(2£4|8) 1l'espérance au périmdtre con-
ditionnelle en S : la relation (52) s'écrit encore :
pln(s) §*71) - BRI m(s?)

ou, avec une intégration par parties
o0 ' [o0]
(53) _ / n(s) s%7" pas) = 2 MT/ sn‘T [1-F(8)] as
o) o)

I1 résulte alors de (53%) que la loi F admet une densitd £(8)

vérifiant :

(54) Y£(8) n(s) = 2 ATT[1-F(8)]

Cette équation différentielle s'integre sous la forme
(541) ' 1 -R8s) = €

Ces deux relations (54) et (54') montrent que la loi F et 1

1l'espérance conditionnelle h{(S) se déduisent effectivement 1'une

N rd hd rd 2?\4 ‘ I L] 7 - -
1 - . —
de l'autre : plus précisément, 5SSy est la densité condition:

nelle de mort associde & la loi F (%%TSI)' ds est la probabilité

de S8 € (s, s+ds) sachant que S = s)

G. MATHERON | Avril 1969



