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NOTHK GEOSTATISTIQUZIE ne 91

RECHERCHE D'ESTIMATEURS UNIVERSELS OPTIMAUX

" INTRODUCTION

Nous avons en vue le probléme suivant : solt Zm<X) (B:EEP)

une fonction aléatoire sur un espace (Q,0,P), dont nous savons

qu'elle est de la forme
. L
%w(x) = w(X) =y £ (x)

(avec a&fz au lleu de Z: gafg, selon la convention de sommation)

Les fz(x) (& =1 2,...k) sont des fonctlons connues de xe R™

les 2y des coefficients constants dont nousne connaissons pas la

valeur numérique; Y (x), enfin, est une F.A, admettant une es-

pérance nulle et une covariance C(x,y):
g (x) =0 , E (Y (x) Y, () = C(x,y)

On. suppose connue une réylisation de gw(x) pour x &€ D3,

7 ot T . . . e e -
(S M, ensemble fini ou non de points; en gencéral, o sera

compact). On cherche :
1 - & former un estimateur A optimal et sans biais du

vecteur dérive a = (ae) 4 1l'aide d'opérations linéaires

effectuées sur la réalisation Zw(x), x & S,

o _ & former, dans les mémes conditions, un estimateur



optimal et sans biais de %w(z),'z<#8, ou, plus générale-
ment, de Z‘=u/fu(dx) Y(x), p ébtant une mesure dont le

support est disjoint de S.

3 — & examiner les rapports existeant entre ces deux es-
timateurs (en particulier, a-t-on le droit de ‘travailler
sur les résidus %(x) - A&f (x), et quelles sortes de biais
résultent du fait que la vraie dérive ag'a été remplacée

par son estimation A )-°

Ces estimateurs méritent le gualificatif universel, puls-
qu'ils doivent &tre utilisables quelle que soit la vraie dérive
ag . Il s'agit, cependant, d'une "universalité!" limitée pulsque
nous supposons connues les fonctions fZCx) et la covariance C(x,y)
(celle-ci, éventuellement, & un facteur multiplicatif w»res, comme

nous le verrons).

Noﬁs ferons les raisonnements dans le cas géndral ol S
est un ensemble quelconque, mals nous particulariserons toujours
les résultats au cas ol S = {Xa, @« =1,2,...m} est un encemble
fini : ce cas correspond & la plupart.des applications pratiques,

et entraine d'ailleurs de grandes simplifications.

IES ESPACES B =T 'I'{f

Soit, sur (R,4,P), une Fonction Aléatoire Y@(x) continue

m.q, avec



E(Y (x)) =0 E(Y (x) Y (y)) = CO(x,y) (fonction
continue). Nous supposons C(x,y) de type stricteme nT L9°lblf

en ce sens oueu/:/h (dx) p(ay) C(x,y) = O pour une mesure p

entraine p =

Nous allons introduire les sous—espaces suivants de

12(9,0,P) :

~ Lgpace H des combinaisons linéaires fimieszzzxi Y@(xi)

pour xiélS. Pour condenser les mnotations, nous désignerons par

JA.l'ensemble des mesures A & support fini contenu dans S.

Tout Y& H est donc de 1la forme :

Y =U//X(dx) Y(x) , A E I\

~ T'espace Hf des variables aléatoires de la Forume

d/;(dx) [Y(x) + £(x)] , A,ﬁJNf(x) désignant une fonction donnée.

Si S est fini, H et Hf sont des sous—espaces fermés
2

de L (Q,d,P), donc des espaces de Hilbert, et les discussions
se simplifieront beaucoup dans le cas fini. B8i S est infini,
Het Hf ne seront pas fermés en général, et nous devrons consi-

dérer leurs fermebures dans LZ(Q,GLP) :

~ Tes espaces H ot ﬁf, fermetures dang LE(Q,Q,P) des

précédents : ce sont des espaces de Hilbert.

Remarque : Tout YE€H est limite dans 1° d'une suits Y €H.

Chaque Yn est combinaison linéaire finie des Y(x), x € 8, soit



—_— -

o R 2
Y =‘//Xn(dx) Y(x). Mais la convergence Y - Y dans L™ n'en—-
traine pas que les.mesures hn convergent vaguement vers une
mesure u. BEn général, donc, un Y € H gquelconque nfadmettra pas

de représentatioﬁ de la forme

(1) Y =;//L(dx) Y(x) , uoE i

pour une mesure P bornée & support dans S (fini ou non) : L'en-
semble H, des Y € H admettant la représentation (1) pour une me-
sure p appartenant & l'ensemble M des mesures bornées a support

dans S est un sous—espace de H non fermé dans H en général.

Il sera capital, dans les applications, de savoir si un
Y € H est ou non dans HM . En effet, si Y est un estimzisur,
: - 7 . e ' L .
on ne pourra calculer sa valeur numériqgue a partir d'une rcéali-

sation que si Y € Hpy

On trouvera toujours une suite kné.A.de mesures & support

fini telles que

1Y = /iy 1] - o

mais celd n'impliquera la convergence numérigue :

T =/7\n(dx) T (x) - ¥,

v

-

pour presque tout w € @ que si Y QfﬁM (on peut, théoriquement,
extraire de la suite Yﬁ une suite partielle convergeant presque

slirement vers Y, mais, dans les applications, on ne saura pas



construire effectivement cette suite & partir d'une réalisation).
S5i Y%#ﬁh, la suite numérique des Yn corstruites a partir d'une
réalisation sera divergente, en général, bien aue les variances

des egtimateurs Yﬁ successifs tendent en décroissant vers la va-

riance de 1l'estimateur optimal Y.

Ces remarques s'appliquent évidemment aussi a Hf.

L'Application @ -  Considérons l'application de L2(Q,CLP) duns lui-

méme définie par :

O(%) = % - B(B)
Blle est continue <I]5 - E(Z)|l2 = IIEIIZ X (ﬁ(z)>2E;!lZ|lE§

® applique Hf sur H, puisque tout ¥ € H est de la forme
Y =‘/fh(dx) Y(X); A€\, donc est ltimage de

..'] )
3 (1) =X +L/}\(dx) f(x) €H,

Elle est injective : % - B(%) = &' - B(3') pour % ct 3' €1,

entraine B(%) - E(%') = & - & E.Hf, Si % £ B', on a done
E(2) - E(8') £0 et 1 € Hp. TI1 existe donc une mesure AE A
avee 1 = /Aax) Tx) + /M(ax) £(x), ato 0 5 /n(ax) ¥(x)
avec A # 0, ce qui'contredit le fait que C est strictement de
type positif,

Ainsi ® est un isomorphisme continu de:Hf sur H. In tanf
qu'application continue, @ se prolonge en une application con-
“tinue ®f de ﬁf dans H. On a ®f(5) - % - BT(%), et les inclusions
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H = ®f(H) < @.(Hp) € H

montrent que l'espace image CDf(Hf) est dense dans H : mais, en

—

général, il n'est pas fermé et ne colincide pas avec H : si une

sulte Khé-ﬁ\vérifie le critére de Cauchy dans LQ(Q,CLEO (éxis—

tence de Eimcjcyin(dx) Am(dy) C(X,yi>, il n'en résulte pas
n,m

nécessairement que la suitg//k dx) f(x) soit convergente, de

A

sorte que Yﬁ+ Y n'entraine pas que @‘1(Yh) converge dans Hf.

Cherchons une condition nécessaire et suffisante pour que
(H

l'on ait @ = H : cette condition s'écrira 1¢Iif, et nous

f'f)
verrons que cette condition entraine aussi que @f est un homéo-—

morphisme de Hf sur H. Posons quelques préliminaires

Temme 1 - On a & € ﬁ'f)ﬁf si, et seulement =i, Zélﬁf et E(=) = O.
si E(%) = 0, ®f(%) = Z&H dds que % € ﬁf -~ Inversement, soit
7z el ﬂﬁf : comme ZEH, % est limite de % €H avec E(En) = 0,

et par suite E(8) = 0.

Temme 2 — HNH, = HNOH

f £
I1 suffit de montrer H ﬂ'ﬁftz.H N He, 1'inclusion inverse
étant toujours vraie. Solt 2 € H Flﬁf, et une suilte En =

u/in(dx) [Y(x) + £(x)] € H, convergeant vers % dans H On a

o
E(%n) - B(%) = 0, c'est-h~-dire J/Kn(dx) f(x) - 0. Choisissons

une mesure p €Navec

t/g(:ﬂ u(dx) = T ,'UKS/L(dX) M(dy)l O(X,;> = a < «



Les variables Y = (Xn - E(%n)g) (&(X) + f(xﬁ) vérifient

¥ HE — - ey A heNo! &
Y _EH,, Y €N (oarf(xn - B(5,)p) £(x) = 0) et ¥ - % dams T

par suite 2 € H N Hf

Lemme 3 ~ Tout %wiﬁ% est limite d'une suite En}iﬁf, avec E(En) = B(%).
Si.E(%) = 0, celd résulte des deux lemmes ci-dessus. Soit E(%
£0, et & = lim kn(dx) [Y(x) + f(x)] avec hn_é;K. On a

/,\n(dx) £(x) - E(8), et la suite’

5 - (%) A (ax) [Y(x) ¢ £(x)]
Y ANCOREICO «/n . :

converge vers % dans ﬁf et vérifie E(Zﬁ} = E(%) -

Proposition 1. Les 4 propriétés suivantes sont équivalentes

a/ 1 ¢ ﬁf

b/ Ia forme linéaire A - d/%(dx) f(x) est continue =sur A\
munie de la norme IIAIIZ :uZD/K(dX) C(x,y) A(dy)

¢/ Il existe un élément Yo € H tel que < T, Y(x)> = £(x)
pour tout x é;S..

a/ L'application @, : 8 —» % - E(#) est un homéomorphisme

de ﬁfvsur H.

Montrons a <= b : 1 EE% signifie que l'on peut trouver
une suite XnéL/quec Zn =°//xn(dx) (?(X) 4 f(xi} - 1, et, dlaprés

le lemme 3, on peut méme supposeru/rxn(dx) f(x) = 1 et



/\Kn(dx) Y(x) - O dans H. Par suite, ! ?éﬁ ¢quivaut a 3 e >0,
Vred, [a(ax) F(x) = 1 =3 [A(dx) A(dy) C(x:,; ) > g, donc aussi

a

e | faten) £@)1? € fra) M) o)

clest-a-dire & b/

b <=> ¢ : Dl'autre part,/\,, muni de la norme HKH ci-dessus,
est homéomorphe & H. ©Si la forme linéaire : A —+\/>\ T est con-
tinue, elle se brolonge sur E, et par sulte 1l existe Yféﬁ tel
que l'on ait <Y, Yf> =f?\(dx) f(x) pour tout Y :/,\(dx) Y(x) € H,

En particulier, on a
< Y(x), Yf> = f(x)

pour tout x € 8. Inversement, si (x) = <¥(x), Y, > pour un
Yo € Het tout x € 8, on a /?\(dx) flx) = <Y Yf> avec Y =
L/'A(d <) Y(x), ét cette forme linéaire est continue sur /\. pour

la norme || H

c <> d : L'aiaplioation §L3f : B - % - B(%) de H. dans T est

f
continue et lindaire. Elle constitue un homéomorphiume si, et

seulement si, elle est bijective.

Soient % et %B'€ ﬁf avec % - E(8) = &' - B(%') € H. On en
déduit B(E) - B(8') = % - '€ Hy, et & £ &' sl ct seulement si
E(2) - B(%') £ 0, ce qui entraine 1 & ﬁf. Donc 1 j}a ﬁf entral-

ne que (IDf est dinjective,



Montrons que C.T?f est surjective si o/ est vérifiée.
Soit Y € H, avec Y = Cim Yn’ Yn = /?\n(dx) Y(x)EH (?\weA).

La continuité du produit scalaire donne :
<Y, Yf> = lin <Y, Y_f>' = lin /?\n(dx) (%)

Par suite Y + <Y, Yf>€ﬁf : &, admet donc corme inverse
ltapplication Y - Y + <Y,Yf> . ILinéaire, bijective et con-~

tinue, @, est un homéomorphisme.

Inversement, supposons que @f soit un homé€omorphisme.

Comme est continue, la forme lindaire : Y - ¥ [CID?(Y)] est

-1
Tp

continue sur H. Il existe done Yf € H tel que

B [e7'(1)] = <, 1>

pour tout Y € T, En particulier, pour Y = Y(x), on a @?(Y(x)) =
Y(x) + £(x), et par suite f(x) = <Y(x), Yf>.

Eg@gggggg - 1/ ILes 4 propridétés de la proposition entrainent que la
fonction f(x) est continue sur S si la covariance C(x,y) est con-
tinue : en effet, les Y(x) sont sontinues m.q., et x - x en-
traine Y(xn) -+ Y(x) dans L2, et a fortiori<:Y(Xn),Yf> 4”<Y(X),Yf>’,

c'est-a~dire f(xn)j—* f(x) | *

Drailleurs, si f(x) n'est pas continue en X.OC-IS, soit X, 7 X,
et Cim [f(xn) - f(xo)] = C #£ 0. Comme Y(Xn) - Y(KO) dans H, on
a: din [Y(x) - Y(x,) + £(x) - £(x )] = CeR,, et 1€H

X - X
n o

£ £
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2/ Toujours en supposant C(x,y) continue et, de plus,
S cdmpact, la convergence étroite by ™ B d'une sui%e dg mesures
8 support dans S. entraine la convergence dans chague ﬁé de
-U/Oun(dx) [Y(x) + £(x)] versJ/L(dx) [Y(x) + £(x)]. On a, en
effeﬁ, d/hn(dx) £(x) -» [up(ax) £(x)] et J/Mm C(x,y) tend vers
1a fonction p(x) = qu(dy) C(x,y) continue, donc bormée sur S.

On en déduit :

[ fntax) wytary o) =/ fonax) Gplar) = utay)) o)

R ANCORICONEICED

‘ ' er &rme
Pour m assez grand, la valeur absolue du 1 terme du 2 membre

est €€, et on obtient

ff?& /ﬁin(dX) b, (dy) C(x,y) éf/u(cbc) u(dy) C(=,y)

clest-a~dire le critére de Cauchy.

—
T

Ta réciproque n'est pas vrale : la Convérgence dans HM
n'entraine pas la convergence étroite des mesures by COLINE
nous 1l'avons déjd indiqué, et les inclusions H‘C'ﬁmt:.ﬁ sont

en général sitrictes.

En particulier, le vecteur Yf, qui existe dds que | ¢ va

ntest pas forcément dans EM .
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5/ Ia condition Y, € H, , c'est-a-dire 1'existence

d 'une mesure WESWIaveC

=/%5MQY@)

entraine pour tout y&S :

Yo, Y)> = [uglax) <Y, Y2

clest-a—-dire

o) = fuglan) o)

Inversement, si f(y) est de cette forme, le vecteur Yf =

prf(dy) Y(x) € ﬁM vérifie bien la condition < Y, Y(y)> = £(y)

Dans les applications, on s'efforcera de réaliser cette con-—
dition Yf E.HM (moyennant laguelle l'estimation numérique de
la dérive sera possible & partir d'une réalisation). Il suffira

pour cela de ne choisir que des fonctions f de la forne

w0 6, w e

Dans tout ce qui suit, nous supposons réalisées les 4 pro-—

pridétés équivalentes de la proposition 1.

 Caractérisation de Yf - Soit # la projection de 1 dans ﬁé. On a :

<% -1, Y(x) + £(x)>= 0, Vx €58

clest-a-dire <%, Y (x)> = (i-i&Z‘> f(x). Posons X = & - E(%)

X € H), on.a aussi :

<X, Y(x)> = (1 - E(%)) £(x)



On voit que la condition E(%) = 1 équivaut a 1 € R En effet,

fu
E(%) = 1 entraine f:X,Y(X):> = 0 pour tout x € 5, donc X = 0
puisque X e-ﬁ; clest-a-dire & = E(8) = TGfﬁf. Inversemcnt, oi
{ €f,, onad=1cth fortiori B(%) = 1,
Y
Si B(&) # 1, c'est-a~dire si 1 € Hp, on a alors T, =

-

TR c'est-a—-dire, en désignant parTT% le projecteur de ﬁf

v TTe 1 - E(Trf 1)
£ - 1= B(Tr, 1)

II — L'ESTIMATEUR OPTIMAL DE TA DERIVE.

Soit #(x) = Y(x) + ap 7 (x)une fonction aléatoire déduite
de la fonction aléatoire Y(x) précédente par addition d'une dé-
rive aefﬂtx), ol les fgtx) sont k fonctions connues (lindaire-
ment indépendantes pour x €S, et telles que 1¥in@ ) et les ag

des coefficients constants, mais inconnus.

Nous nous proposons de former l'estimateur optimal de ces
coefficients 8ps c'est-a~-dire de trouver les variablcs alé-
atoires Aezé ﬁéefe (appartenant & l'espace de Hilbert engendré
par les combinaisons lindaires des &(x), x €3, qui constitue
la seule réalité accessible expérimentalemenf) et vériliant les

conditions

B (Ae) = aa

DZI(bZAg) minimum quels que soient lss k nombres bg

ces conditions devant &tre de plus réalisées dans tous les



Hagfe a4 la fois (quels que soient les 2, ) : clest un tel esti-

mateur que nous appelons universel.

Soient'Yeefiles variables aléatoires telles que
2 -
<Y(x), Y7 = £%(x) Y x €8

Ces vecteurs de H sont lindairement indépendants (puisque

0N
I

les fZCX) le sont) et le déterminant des <Y, ¥J > est diff
rent de 0. Ia matrice des<:Yl, Y9>  admet une inverse, soit

gij’ et les
17 81
forment, pour l'espace vectoriel engendré par les YZ, la base

duale de (YE) :

I~ _ 8 4
<Y, ¥> =6,

a/ Considérons, dans H, la variété lindasire fermde V(b)

définie par les équations
<7, vé> L e (£ =1,2,...%)

(c'est la fermeture dans B des Y € H de 1a forme ¥ = A(dx) Y(x),
A€\ vérifiant /A(dx) fg(x) = b'g)

A tout X&V(b) est associé dans chaque ﬁ; f@ 1'¢1lément

4

r 0 ¢ -
éa=X+aB<X,Y>=X+a£b éHaﬁfe

et cet élément vérifie par construction :
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Oy aLv. — ‘g
L(éa) = gab

k d'éléments vérifiant

Inversement, si une famille (éa) 5 e R

“a, é'Haﬂfe et %a - E(Ea) = %O pour toutl a e.mk renplit de plus
la cdondition E(Ea) = a be

¢ pour tout atémk, on a

2y < 8, vés - gebg , Vaert,

4 ¢

Y 2> = b-, et zoe\“f(b)

B(%,) =

donc < rZO y

Ainsi, la variété V(b) est constitude des éldéments X € H
dont les images inverses par @a fz sont dans chaque ﬂa ff des
) L
estimateurs sans biais de agbﬁ. Cette variété engendre donc

les estimateurs universels que nous cherchons.
Si X € V(v) est dans EM’ soit

| X:/p(dx) T(x) |, p€Eu
L /

sa, représentation. L'élément 5& =X+ <X, Y > ag = X + aﬁb

est alors de la forme

B, = (/ﬁ(dx) [Y(x) + ggfg(x)] = u/;(dX) %(x)

et 1'on voit que cet estimateur est accessible numériquement
2 partir de la réalisation de %(x), c'est-h-dire & partir des

seules données effectivement disponibles.

b/ Parmi les estimateurs sans biais'ﬁa que nous venons

de construire, il reste a choisir le meilleur, clest-i—dre celui
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. 2/ 0 2 o
qui minimise la variance D (éa) = |l5a - B (BO)II . Comne 3 -
E(%a) = X ne dépend pas de a, il suffit de chercher dans
V(b) 1'élément X = X(b) de norme minimale : son image inverse

dans chagque Ha fg constituera 1l'estimateur optimal cherché.

Projetons donc O dans la variété fermée V(b) : nous voyons

que X(b) est l'unique élément de V(b) vérifiant

<Y, X(b)> = 0 pour tout YETV(o) O<Y,Y£>==m

Si Y est un élément guelconque de H, posons

<Y, Y'£> = OZ

.ol (o - o, <Y, vi>)
Le vecteur Y - C%Yl est.alors orthogonal aux Yz , donc =pusr-
tient & V(b), et X(b) vérifie

<Y, X(0)> = G <Y‘£, X(v)> Y yeEH

i

T1 suffit d'ailleurs de considérer les éléments Y(x), x € 5,

- ’ 7o . . »ﬂ
qui engendrent H. Pour Y(x), on a par définition de Y° :

0 - <y, v¢ - £l

-

Ainsi X(b) est l'unique élément de V(b) vérifiant

< T(x), X(b)>

<X, Y'> g f{(x) , YV xes
cclést—a~dire une relation de la forme

2

<TG, X(M)> = p, £(x) , Vx € 8



Inversement, si X€V(b) vérifie cette relation pour des constan—

tes ko données, on a :

2

‘et par suite <X, Y'> = <Y, Y'> , d'ol résulte bien

Lo

iy = <X, T> g, et X = X(b)
I

En résumé, l'estimateur universel optimal cherché de a,b
. ’ 2

o€ de 1'unique éldément X de H vérifiant le

2

est l'image dans Ha
systeme

<Y(x), X(v)>

il

p,{ifg(x) ¥V x&s

< X(v), Y£> - pt (€= 1,2,...%)

I

Les bg sont les paramdtres de Iagrange habituels, et les secondes

relations permettent de les déterminer.

c/ Comme les ngérifient <Y(x), Y’€> = f‘é)(x)y on a
%(o) = pp ¥¥
bp = 8ps bt
L

et X(b) = g1 bt Y dépend lindairement des constuntes arbi-

traires bT. Introduisons donc le vecteur alé‘c}toire Yi Adérind
par :
Y., = Y£

\ ,
Ce vecteur est l'unique solution du systéme

L ff(x) “ x € S
Fi,f p 2
s L

i

LY (x), Yi:>
2

il

(1)
>

i

<Y, ¥



]

)]
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9] .
et, quelles que soient les constantes bL, on a X(b) = blYi.

On note aussi que les paramétres de Lagrange

= <Yi’ Y>:g

Hi5 j ij

constituent la matrice des covariances des Yi. L'image inversc

de Yi dans chaque Haﬂiﬁ constitue l'estimateur optimal universel

Ai du vecteur dérive a; + on a

?
Ai:Yi“La}Z( YiY>

clest-a~dire, compte tenu de la seconde relation (1)

Dans ohaque'ﬁazfﬁ , le vecteur A vérifie done

B(4) = a et D°(AbT) minimale Vb & R

. . i ' . . A
Particuliers. Supposons que les Y ou, ce qui revient au méne,

les Yi,-soient dans ﬁM , autrement dit qu'il existe des mesures
A EM avee ¥, = J/Xi(dx) Y(x). Ces mesures A; constituent 1!

unigue solution du systéme :

[rila) oGy) = by 50, xes
I ' -
() u/'xi(dx) fgbd = 6i5

et les constantes de Lagrange ”ié sont données par :

‘Hij = A/gﬁ/‘}"i(d—}’;) C(X?Y) Kj('d-y)



’ . . . ’ . - Y
de combinaisons lindaires des %(x). Ies A

Dans chague Ha fz, 1'estimateur universel Ai admet alors la

représentation’ :

A = J/&i(dx) Z(x)

et se calcule numériquement & partir de la rdulisation z(x)

= Y(x) + a fe(x) effectivement disponible.

Z

De plus, la matrice des covariances des Ai est ldentique

a la matrice by des parametres de lagrange du systeme I'

J

Dans le cas général ol les Yi ne sont pas dans HM , A

est cependant limite dans L2 dl'une suilte :

T . n . 7 n -
Ai_/x ;(ax) #(x) , xic_J\

o .
constiluent une

suite d'estimateurs sans biais dont les variances, décroiusantes,
tendent vers la variance minimale; mais cette suite n'est pas
nécessairement convergente numériquement pour une réalisation

donnée de &(x).

Dans le cas fini, les Y. sont toujours dans EM , et le

gysteme I' a toujours une solution. Pour S = {x_, o = 1,2,...m}

a’
ce gystéme s'écrit

2
(1) s up = Pil To «
1 2 g
-xiﬁ AR
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; Y .
[CC,B = 1,e.om 5 1, B = 1,2,...k 3 ff = f'(/(xa), 60:{3 = O(XOC’XB)]

C'est un systéme de m k + k2 équations ol figurent les m k in-—
2 \ -
connues kiﬁ et les k- parametres de lagrange bi 0 (dtailleurs

)

nécesscairement symétriques Big = Pyg

L'estimateur universel de la dérive est :

Ay o= % B @a = Z<vcc)>
11 vérifTie

E(Ai) = ay

B(AjAs) = ajay = 4 = 2P A g

Exemple : Soit #(x) une fonction aldéatoire, d'espérance ar(x) (é
congtante inconnue, f(x) fonction connué} et de covariunce
C(x,y) (avec 1 %.Hf). Par exemple, si f(x) = 1 et C(x,y) =

= C(x-y), le probléme posé est celul de 1l'estimation de l’ospéi

rance .a = B[Z(x)] d'une fonction aléatoire stationnaire d'or-

dre 2 dont on connailt-& priori la covariance C(x,y).

L'estimateur optimal universel A a pour imasge A — B(A) =

—A - g dans H 1'élément X vérifiant :

<Y(x), X> = pu f(x)
X, X,> =
Xf | 1. " 2
Par conséquent X = ————x et p = —-w—TTﬁ = | |x]|® = D (X)

xe 17 e
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sur S. Ia capacité de S est alors\jfk1(dx) = = =

- 20 —

5i Xp = u/;f(dx) Y(x) pour A€M, on &

A ='//;(dx) £(x)

dans chague Haf; avec une mesure A€M vérifiant

Say) oGoy) = ) xes
U/X(dx) f(x) = 1

et de plus E(LA) = a, Va€R et D2(AJ = U :J/:/;(dx) Clx,y) A(ay)

La condition pour qu'il en soit ainsi est que la fonction

£(x) soil de la forme

autrement dit soit le potentiel d'une mesure Kf pour le noyau

potentiel C(x,y). In particulier, pour f = 1, 1'estimateur
universel de l'espérance E(%) = a est de la formed/&(dx) % ()

si et seulement si on peut trouver une mesure k1€£M telle cue

1 :/I}\1(dX) C(x,y) ’ \VlyéS

avtrement dit si le noyau C(x,y) admet un potentiel d'dnuilibre

11
b pE(a)

-

COMPARATSON AVEC TE MAXTMUM DE VRAISEMBLANCE DANS IBE CAS CAUSSIEN

Montrons que la méthode du maximum de vraisemblance conduit,

dans le cas gaussien fini, au méme estimateur de la dérive.



boient Za (¢ = 1,2,...m) m variables gaussienncs, Gaﬁ leurs
. a . .
covariances, B B la matrice inverse des 605’ et

i

a (j— = '1’27"'1{:>

E(%a) = a; T

z i . .
leurs espérances. On connalt les Gaﬁ et les T 5 mais non les
a Formons le'logarithme de la densité de probabilité ¥ des
7 .

a

1 1 sy, 1 J
log ¥ = = m log 27 - 5 log <’Det (caﬁX>—-§ B (ua— a, T )<Z@—ajfﬁ)

et annulons les dérivées partielles en a; (i =1,2,...k) + 1ltes—

timateur Ai du maximum de vraisemblance est solution du systeme :
(1rr) T
J

e

(k équations, k inconnues). Ia solution de ce & stéme est de

la forme

. (04 .
Montrons que cette matrice /\i ne differe pas de la ma-

trice Kia, solution de (II") : la premidre relation II' donne :

1 _op
AP o= ugg T B

ry

et la deuxiime exprime que la matrice u,p vérifie

: A1 R D J
usd I B f g = 6.

(I"'), de son cbdté, donne :

NB  #3 pd oY o pd poB
3 T, T, BT = £ B



Ainsi, les systemes (I") et (I"') sont écuivalents : dans

le.cas gaussien fini, 1l'estimateur universel de la dérive est

identique & l'estimateur du maximum de vraisemblance.

o e i s i, i st o

Remargue — Comme la systémes(I") et (I"') sont dquivalents, on peut
calculer directemenﬁ Ai par le systéme (I"') qui ne comporte que
k dquations & k inconnues (au. lieu de m k + kg pour ltautre sys-—
teme). Mais il fa@twensuite calculer directement les covarian—
ces E(AiAj). Te systéme (I"') donne ces covariances & titre de

sous-produit, puisqutelles colIncident avec les parametres de

Tagrange.

IV ~ ESTIMATION DT TA DERIVE DANS LE CAS INTRINSEQUR

-Plagons-nous maintenant dans le cas intrinseque, c'est-a-

dire supposons que Y(x) soit une fonction aldatoire’ viérifisnt

E [Y(x+h) - ¥(x)] = 0

% D% [Y(x+h) - (x)] = y(n)

et considérons les fonctions aléatoires %(x) = ¥ (x) + apfg(x).
“

On peut reprendre les raisonnements précédents en prenant commo

-

po—

espace H et Hf les espaces de Hilbert engendrés par les cowbinai-
sons linéaires finies U/k(dx) Y(x) et J/R(dx) #(x) avec A € J\
vérifiant de plus la conditionu/;(dx) = 0 - soit Aéif%? ensemble

des mesures & support fini < .8 et de somme nulle -



On peut aussi se ramener au cas précdédent en remplagant
Y(x) par Y(x) - Y(Xo), x, €8 : cettc nouvelle fonction aldéa-

toire a une espérance nulle et admet la covariance
Clx,y) = = v(x=y) + v(x=x) + v(y—=x,)

Moyennant la condition 1 féﬁf,g, on introduit les variables alé-

atoires'Yﬁeia?vérifiant :

<¥(x) - Y(x,), Yé)> = flg

(x) - f‘g(xo) V xes

et le systéme (I) devient
<Y(x) - Y(x,), Y;>> = Wip (%z(X) - f{2x0)>

L L

4

' s : 3 B
L'estimateur universel A, = Y, + ap <YLY > =Y +a;

vérifie slors B(A,) =a, ot p? (b'a,) minimal Vo ¢ R, &1

les Yiéﬁﬁ , on a i
by = frglex) ()

avec des mesures ?\ié M vérifisnt :

Sraen) TvGey) o vGexg) + 1y = by Gl - £l
@) ey =60

d/&i(ax> _ 0

et ce systeéeme équivaut au suivant :

<+




' ?
’_/\’,\oco‘lg’\ X[wry\“/ )U\(\d.ﬁ (%) +)400

b}

>4
m
o,

A
S O RTEEO RS ORI
(IT') A [\/fﬁi(dx)ifg(x) = G.F

1

ki(dx) =0
- //RQMN\T 4
I1 ne differe de (I') que par l'addition des parametres de

/,f’iu\ A, a0 =0 (£ >0)
i

Lagrange Ci et des conditions correspondantes J/%i =0, 0Una

encore

B (AiAj) - 88y = Hyy = —\J/%i(dx) v (x=y) hj(dy)

Dans le cas fini, (I") est remplacé par :

- 2P Yag = Bif o * O
4 b4
(TI") 'EVLEE. g = O

S
avec toujours :
. . .
Al = Ai Za
4 E(Ai) = ai

~ -\ By«
== MM Y

-

'E(AiAj) - aiaj = pij

L
Il n'y a pas de difficultés particulieres & vérifier que l'es-
timateur du meximum de vrailsemblance du cas gauusien fini conduilt

encore aux mémes résultats.
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Exenple du Variogramme Linéaire - Prenons y(h) = ]h[ Cons l'eg-
pace b une dimension, S = [0, L] intervalle fermé de longueur
L <o, et comme fonctions fetx) les mondmes:{‘/‘)7 £ = 1,2,k
(il n'y a aucun intérét & introduire x° = 1, puisgu! Y(x), en
tant que fonection intrinsdque, n'est en réalité délfinie qu'a
une constante pres et qu'on tfav&ille toujours sur des accrois-

sements Y(x+h) - Y(x)).-

© Les mesures de Dirac & et 6L placées’ en O et en I véri-

- d/% lx-y| =y ,\//EL(dx)

D'oh aussl
; u//-%'(6(@{) + éL(dx) |x-y| =

(a)
/@L(dx) - <S(d}:D |x=y| = T

De méme, la mesure de densité %P sur [0, I] vérifie

- fient

x=y| =5 -y

—_—

2y

L y L
J/ﬂxp x-y| dx :tj/\xp(y—x) dx +‘//ﬂxp(x—y) dx
0 g 0 y
clest-a-dire :
T .
n > 1 I"'{"Q
p _ I 2 Pt — _]fj; L
(b) uéﬂx e T A S B e

Kk

Lt'estimateur optimal de la dérive S, a T oest le polyndme

n X

k a 1 ,
E :Ah.X dont les coefficients An sont donnés par :
1



L
(c) A = [%n(dx) 2(x)
avec des mesures Xn vérifiant le systéme (II')
r
| T
- }\n(d:{) |x~y| = - Mne vyt o+ 0y
| Nl sl
(a) Y AN
/‘Xn(dx) = 0
L :

I1 résulte de (a) et (b) que toute combinaison lindaire des 6,

5. et des :{:p, p £ n-2 vérifiera la premidre relation (d). On

L
pourra donc toujours trouver n combinaisons linéaires de ccs

mesures vérifiant les deux autres équations (d):°

st ey gt e

o
quadratbicue ay X + a2, x~ - On prendra

Ay(dx) = & (8 = 8) + B (ax - 3 (8+8)

It

Ap(dx) = C (8 = &) + D (dx - -1-2‘- (8+5)

de sorte que /7\1(6.3:) :\/Ag(dx) =0 - Ia conditionﬁ Ay(dx) = O

domme C =0 e’c'/xz ?\2(dx)=1conduité: D:—--6-—«. Tes

3
, L
deux conditions analogues en ?\1 donnent le systéeme :

J f)x,l(dx)x_—. AT =1
5
t /xz ?\,i(dx) A T4 -%%’—- 0

et B =

i
Ii

Dtou A

il

N

1
T

Hlox



On a ainsi la solution cherchée

K1(dx

A

2(dx)

1
3(611—-6)-*-

Les estimateurs universels A1

de la dérive quadratigue sont donc

—Mj/kg(dx)

~

A1

it

gz/:
L

-1+ 8

6
Eg (y

2

1

- 0
L2
L -
- - 6
..yL.*.'

2
(yg—y5+%~-
s
.La

2

T -

—ﬁ) - f? L =-56
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et A2 des coeificients a1 et 8o

7 74 6;—
= £ (8(1) - 2(0)) + 2 [B - % (B(L) + B(0))]
6 (3
=25 B -3 b @D+ 80)]
B(x dx> - Pour calculer la matrice des covariances

La matrice des covariances des A1, A2 dont les composantes sont

les parametres de lagrange, est donc :

~

B

Hio



0

Cas Discret — Soit, de méue, & cstimer les coefficients 8, et a,

de la dérive quadratique & partir de: (i h), i =0,1,2,...n

(nh = L) - La mesure Vy s d/;1 f = {nh) - f(0o) et la ncsure Vo
. n "
J/;Q £f= . f(ih) - E%l (£{nh)+£(0))
i=o '

vérifient les relzations :

J[;1(dx)llx—xj =(n-~-23j)h
Jrvz(dx)‘lx—le = -j(n~-3) h
On prendra :
A1 ;' A vy ot B v,
Az = C v{ + D Vo

Il

Iz condition ./;K2(dx) 0 donne C = O/J/;c2 xg(dx) dorme D =

_ 6 5 » FPour kq, on trouve le systenme

n(1—n2) h
v/& h1(dx) =Anh =1
A b 2
‘ijZ Mo (ax) n° (A n° + B ELL%E—l =0

Dton
1 6
A= — B= —p—
nhn’? h(n2-1)
On a donc : ~
] 6
ANy = =5 V, + 5 Y
i nh 1 h(HL—1) 2




D'ol les estimateurs cherchés

1 ) e 6 : o '
Ay =g By - B) + mIE (g -7 (%n+309

Il

) (: 1 o )
A - — Z - -5 (ZT +2 )
2 ne n(n-1) 2 n o

. Pour obtenir la matrice des covariances, calculons les expressions

. _ n-=2j 6 . N
- [ ny(ax) |x - jn| = - ===+ A i (n-]) =
3 ~
. 8n2—1 . _ 6 jd
n(n2~1) n°—1
2
. 6 J 6 |
- [As(dx) (x = jhl = = —— =+ S h—
~/ﬂ2 | | | n-1 n(n“-1) 1
On en déduitd
p
b, = 8 n°—1 1
11 n (1’12-—1) h
6 1
q M2 T Bet =T TPy pe
o = © — 1
22 n (n2—1) h”
.

Remsrque : ©Si 1'on multiplie €(x,y) ou y(x-y) par‘une constante
arbitraire w, les gystemes (I) ou(II) ne sont pas modifiés,
a cecl pres que les parametres de Lagrange doivent &tre mul-

tipliés par w. Llexpression de l'estimateur optimal Ai en

fonction de %(x) n'est donc pas non plus modifiée, seules les



covaricnces des A;, Aj sont multiplides par w.

Cette remarqﬁe est capitale pov * les applications. Il suffit,
en effet, de savoir que la fonction alédatoire #(x) - aﬁf&(x) ad-
met un variogramme v(h) = yo(h) poﬁr qu'il soit possible d'ap—
pliquer les résultats précédents, méme si le facteur w est indéter—

< J

miné, pourvu que Yo solt connu. Ltuniversalité de notre estima-
teur relativement aux coefficients a de la dérive s'!'étend méme

& un facteur arbitraire w affectant le variogramme.

Beaucoup de variables régionalisées, de par leur nature phy—-

v

sigque, peuvent &tre assimilées localement, et moyennant une correc—

tion convenable de dérive, & des réalisations de fonctions Qléa~
toires intrinseéques possédant un variogramme isotrope et linéaire
au voisinage de 1l'origine. DPour estimer cette derive, on doit
procéder localement, puisque cette assimilation n'a de valeur gue
locale, c'est-a~dire n'utiliser Que des points expérimentaux voi-
sins du point x ol 1l'on veut calculer Al fi(x). Dans ce méme voi-
sinoge, le variogramme pourra souvent lui-méme &tre renplacé par

sa tangente & 1l'origine. Onnsera alors exactement dans les con—

ditions voulues (Fonction aléatoire intrinsdque de variogramme

w|h| avec un facteur w inconnu ) pour que les résultats précé-

dents soilent applicables.

Naturellement, il faudra s'assurer que ces diverses appro-—

ximations sont légitimes.  La méthode consistera & construire le



variogramne e: pcrlmcntal v¥* de la variable régionalisdc Z(x)
-corrigée de la dérive estimée, et de le comparevr avec son ez-—
pérance mathématique E[v*(h)] (calr de dans 1'hypothise ol

%(x) corrigée de la vraie dérive av...t le variogramme v(h).

I1 ne faut pas croire que l'on a E[y*(h)] = v(h). Du
fait que l'on a remplacé la vraie dérive a par son estimateur
optimal A, on doit s'attendre & ltapparition de biais irréduc-—

tibles.

Te Varingramme des Régidus.

Dans les hypothéses précédentes, cherchons l'espérance

du voriogramme expérimental :
1 4 ¥4 2
* [ — z - — - X - & A 3
2 v*(h) = g k(x) [ (eth) = A, (xth) (x) + At (%) ]

de lo variable régionalisée %(x) corrigée de la dérive estimée

Z(x) - (%(x) et K(h), indicatrice et covariogramme de S)

Quitte & femplaoer B(x) par ¥Y(x) = &(x) - agfézx), on peut
toujours supposer E(Af) =ay = 0. Evaluons, avec cette simpli-

fication, l'espérance de

)

[ %(x+h) - Z(x) - Ai,(fytx+h) - fé%xa 17 = [ 2(x+h) - 5(K>]

po

- 2 [ %(x+th) - 3(x)] A{ <\f(x+ - f( y

+ 4{ A, [f[CX+h) - f(x)][ 9 (x+h) - £9(x)]



Le premier et le troisitme terme domnent 2y(h) et

£

B(aghg) [ 280um) - 2501 [ £50m) - 250

<§vec E(A{Ag) = upﬁ) — Pour calculer le deuxidme, nous devons
[} (]

calculer :
Eé‘ﬁ [Z(x+h) - Z(X)])

[d

Or Af = U Y® , avec un vecteur Y° vérifiant
<y, Y° >= /a(ax) £3(x)

pour tout Y =‘//k(dx) %(x) avec AENet J/K(dx) = 0. En par-

ticulier, on a

I

B[4, (B(xn) - Z(x)> 1= up, <B(xth) - 8(x), ¥°>

pos [£7(x4h) = £(x)]

I1 en résulte que le second terme, au signe prés, est le double

du troisieme, et il vient :

=

[B(z+h) - %(x) - Af <fz(x+h) - fékx)) ]2 = 2 vy(h) -

4

- g, Letem) - 501 190 - 260

ww

En ce qui concerne le variogramme expérimental, on trouve donc

s

B [2y*(m)] = 2y() - pp, T 7(n)
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avecC

Tgs(m = '17%?17 /k(x) k(x+h) [f'g(}m—h) - fp(x)] [£%(xeh) - £°%(x) Jax

Ce biais Ml TZS' a pour effet dtaplatir y*(h) d2s que h n'est

plus trés petit.

Exemple — Soit y(h) = Ih[ et une dérive quadratique sur le segment

[0, L] - Calculons les T@s :

L—h.
11 1/2 2
T -ﬂ_‘:ﬁ"oh dx = h

i

\L""h
y dx =
pl2 _ 2l _ 171“13/ n(%hx + h°) = h° + ho(L-h) = T h°
o
L—-h :
n ' Z
022 _ féﬁ (Zhx + h™) dx = % h“(I-h) + 2 hj(L—h) £ nt
2 " A
=%(h2-2hL+2L‘)
I - rd rd P Ve 8 6
es ”zs ont éte calculés plus haut (u11 =T s Byp =~ 73 et
A = =
boo = —% ). Tous calculs faits, il vient :
L
8s 1° B> nt
9 T = 4— Eo 4— — e 2 s
es T 1,2 70
et finalement : s
2 3 4
" ¥ - — kl_ 2 h }2'..:.
é; B ly*(h)] =h -2 T o+ 2 Eg - 3

1
Le graphe correspondant est une parabole aplatie, synétri-

que autour de h = % . En particulier E[y*(L)] = 0 ( contre -




v(L) = L) et E[Y%(g)] = %% T (oontre,y(%) = % ). TPor contre,
au voisinage de l'origine, E(y*(h)] a le m8me comnoritenent que
y(h) =h. Clest & cette parabole apiatie que 1l'on doit comps-

rer le variogramme des résidus expérimentaux pour tesber 1Mhy-—

pothése de dcpart.

a

Bgtimation du facteur w — Le variogramme réel pourralt bien &tre

w y(h) au lieu de y(h) - dans l'exemple précédent wlh| au lieu
de |h| - avec un facteur w indéterminé. L'estimateur de la &é-
rive n'est pes affecté par cette indétermination. Par contre,
les covariances “ij des Ai, Aj et le Bly*(h)] calculé ci-desous
sont multipliés par w. Il peut donc y avoir intérét & estimer
ce facteur w. On peut évidemment le faire en ajustant par af-
finité le y*(h) expérimental & l'expression théoricue de gon
espérande. On peut aussi utiliser la variance expcérimentale

des résidus :

2

SZ = -15: S/[}%(X) - A{f P(X) - m]"d};
; m = % Jéﬁ[g(x) - Azfg(x)] dx

P 2
Effectuons le calcul de l'espérance de s, en supposant, comme

d thabitude, E(Af) = 0. En posant : "

d/ifg(x} dx
]

. {z(m ax, ot Lo

wal .
il

ol —

on trouve :
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27) = 4 30 - 52 -5 /(el0-2h alag00-8)ex

+ -% E(ApA.) /(ﬁ‘[(x)—fe) (fs(x)-%s) ax
‘ -| 5 »

D'apres les propriétés de 1l'estimateur optimal Af’ on a juste-

ment

0 [A{(Z(x)-—ﬁ')]; e (fs(x)—fé)
d'ol par suite : |
B(s?) = 4 S/E[(Z(x)-§)2]dx -’E ﬁg—s-_s/[fe(x)—f?][fs(x)—fs] dx
On en tire :

B(s”) = —S-% | fK(h) y(h) dn - g [% 43‘?[(3:) £5(x) ax - -f'{f‘sjl

Le premier terme représente la variance de Y(x) dans S en 1l'ab-
sence de dérive). ILe deuxiémelterme est un bilais, et provient

du fait que les ay ont été remplacés par leurs estimations Ag.

Reportons-nous & l'expression de E[y*(h)]. On vérifietsans

peine la relation :

]

312" e ATes(h) dh = % 4 ) £5x) ax - 2 2450

Par suite, on trouve

]

| -;-2 Jx@) BGrm) dn

Cette relation montre que l'on calcule E(sz) comme s'il s'agissadit
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de la variance dans S d'une fonction aléatoire intrinstque dont
. le variogramme serait BE(y*(h)). Elle permet d'estimer w, en
. r 0 2 by -
comparant la variance expérimentale s~ & l'expression obtenue

dans le cas w = 1 @

¥* 52

1:2 *
Egj%m)EG(hDﬂl

Méthode du Maximum de vraisemblance. Dans le cas gaussien fini, re-

portons-nous & 1'expfession de la densité log ¥ :

log ¥ = - m log 2% ~ % log Det o- & log w - 4 B*P[5 -4, * ]
g,~A, T4
[ B 5]

i o1
= f (Xa) - f (XO) pour un

. | i
(avee ici B, =.5(Xa) - E(XO) y I,

point X, choisi parmi les m + 1 points expérimentaux, et
Oup = = V(xg=xg) + v(xy=x,) + Y(XO~XB)

En annulant la dérivée en w, on trouve :

S T [8g - 4, £3,]

-

C'est un estimateur sans biais. Comme les Ay vérifient (In'),

w¥* se met aussi sous la forme 3

* = af 22 -1 J af
w* = = B B Eﬁ = A T o Aj f 8 B

il
m
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v —.KRIGEAGE BN PRESENCE D'UNE DERIVE

Reprenons les.notations des deux premiers chapitres, et coit
YOQiLz(Q,CLP)un vecteur d'espérance nulle et n'appartenant pas a
H ; et soient be (£ = 1,2,...k) k nombres donnés. A Y, nous

faicons correspondre la variable aléatoire :

£

=Y 4+ a,b

Ca o T T

pour chaque (al)é RE, On a donc E(Za) = aebe'. Le problizme du

krigeage en présence de la dérive a,f (x) consiste & trouver un

£

¢lément Y*€ H tel que %% = T* + a bzeﬁ L quel que soit le
a Y4 a/zf -

choix des a o et minimisant la- variance :

p? [8: -8 ] = B[(¥* - ¥_)°

. 2

comme nous l'avons vu au paragraphe. II, que 1l'on a :

Ta premitre condition CY* + a bze ﬁa ff V(az)eﬂ?{k) entraine, -
i

*e V(b)

ot V(b) est la variété femée engendrée par les Y =/;\(dx) Y(x)&€ H
vérifiant Xéj\-etf?\(dx) fg(x) = bf. Par suite Y* est la pro-
jection de Yo dans V(b) : il est univoquement défini par la con-
dition :

<Y -1, > =0 VYye¥(o)

En procédant exactement comme nous l'avons fait pour établir le

- systéme (I), on en déduit que Y* est 1'unique solution du systéme:
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<K Y(x), I*> = <Y(x), Yo> ) f'e(x) . V xes
. . 4
(1II) y. ?
,< Y*, Y): b (e = 1’2’ol0k)

Z'> = ;Ee(x) ,Vx 68)

<1es ston‘b les vecteurs vérifiant <¥(x), Y

3i Y* e ﬁn, on a ¥ =/h(dx) Y(x), avec une mesure A

vérifiant le systéme :

< Y(x), YO> + plff(x) y VXéS

l

ray), otx,)
/?\(dx) fg(x)

et l'estimateur universel Z; G ﬁa fes"écrit pour tout a :

B _—: /?\(dx) %(x)

Ta seconde :tjelafion (ITI') montre que l'on a pour tout a

(III')
b

: : /
* — T
w5, = [h(ax) ¥(x) + 2 0
’DCLIIS le cas fini, on a toujours Y*éf_fm, et la mesure A, c'est-
d-dire les poids A" attribués A chacue X, (¢ = 1,2,...m) est

l'unique solution du systéimes

[ B
A U“B = Oa + pef o
(TII") 4 ; ’
A% £ = b s

. .
<avec Coc = <Y(xa),‘ Y,> » covariance de la variable & estimer

avec Y(Xa)>
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Cas pérticulier : Krigeage ponctiuel - Si la variable Za & estimer
est %(z), valeur en:a%ESde la fonction aléatoire #(x), on a :

Z .
Zz)y = Y(3) + %Lf (z),?et :

il

<¥v(x), Y > C(x,2)

o~ el

1

Te systéme (III'), par exemple, est alors remplacé par :

1t

ﬁ(dy) C(x,y) = C(x,z) + pefe(x), Yx € 8
(TII"Y) <k/PX(dx) fe(x)‘ fe(z)

e

il

Relation avec 1'estimation de la dérive

En l'absenoe'dé dérive, le meilleur estimateur de Yo es?t
la projection de YO dans He. C'est 1'é1lémént unique YKtE H
vérifiant les équations du krigeage en l'absence de dérive

(IV) < ¥(x), > = <¥(x), L,> Vxes

Posons alors
*
Y¥* = YK + Yh

D
tion que l'on doit effectuer en présence d'une dérive (dont les

et substituons dans (ITII) : L'élément Y, représente la correc—

-

coefficients gfsont inconnus) pour obtenir un estimateur uni-

versel. 11 doit vérifier :

<Y(x), > = usz(x) -, Yxes

4 2

%
<YD,Y = b "'<YK,Y >'=: b —<YO’Y >

(Iv')
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La premidre relation (IV!) montre que Y, est de la forme

L

Y:D = pZY
les Y'ed.ésignant toujours les éléments de H vérifiant

<Y(x), Y2> = fe(x) , Vx €s

“Sub‘s;tituons dans les secondes relations (Iv'). I1 vient :

4 !

py <Y, YT> = vt <Y, T°>

IJ"E = “i.e [bi - <YK’ Yi)]
L

Bif s matrice inverse des <Y1, Y™>, est aussi la matrice des

covariances du vecteur Ai’ estimateur optimal de la dérive :
bip = B (Ai Ae) - a; ap
Ce sont les mémes byf que les paramdtres de lagrange du systéme
(I). Ainsi, Y* = Y, + Y, se met sous la forme
| _ i 4 i 4

Prenons l'image inverse de Y¥* dans Ha(fé . Clest 1l'estimateur
universel de %a’ soit :
¥ = Y*¥ + g, <¥¥ Y£>=Y*j[-a b£
T a 4 ’ L
De leurs cbtés, YK et Yéont comme images inverses :

2]

Yo + ap <Yy Y€>

K
2 £ 2

] Y+ai<Y

, T>



Or, l'estimateur universel Ai de la dérive a pour expression :

[ ) ,
Ay =pgp 8 =y ¥ 3y

{

(puisque pjp et < ¥', Y*> sont inverses) - On a donc

i i
(Ivn) -Z'g = ZK—A:'L<YK" > + Aib

Or, si l'on connaissait les vraies valeurs des 2y, le

meilleur estimateur de Za serait :

K X X?

R i Z
Y +a&b= pa! —ai<Y Y™ > +aeb
On voit la signification de la relation (Ivr) : elle exprime \
que l'on a le droit' de calculer Z; comme Si Alfe(x) représen—
tait la véritable dérive a[‘f (x), et non unesimple estimation

de celle—ci. Autrement dit, le krigeage universel coincide

avec le krigeage ordinaire effectué sur les résidus Y(x) -

- A f (x).

Exemple : Krigeage Ponctuel — Soit & estimer %(z) en z #S -
Le systéme (III) donne 3

>

<Y(x), ¥*> C(xyz) + p,{fe(x) , Vx €8

<Y, Ye> ol

En 1'absence de dérive, l'estimateur du krigeage Yy est

la solution de :
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<Y(x), Y, >= C(x,z) , VYxes

et l'estimateur universel (IV") s'éerit :

Z*(z)‘= Z -<Y 'Qz)

i
K K Y > Ai + Aéf

Plagons~nous dans le cas ol Ai et YK € ﬁM :

Ay = ﬁ\i(dx) [Y(x) + aeff(x)] f/\i(dx) Y(x) + agl
-/‘}‘i(dx) tbx) = 612
Y, = J/&K(dx) Y(x)’ o - €u

avet une mesure KK vérifiant

S o) = o(xm)  , Vxes

On voit que la condition YK € ﬁM exprime que le probléme du

balayage sur S est soluble pour le noyau potentiel C(x,y).

L'estimateur cherché se met sous la forme
(IV"‘) Z¥%(z) = Alf[(z) + J/RK(dx)<{Z(X) - Aifl(x)]

Cette relation exprime que 1l'on peut prolonger l'estimation

Aﬁff(x) de la dérive a l'extérieur de S, et leriger les résidus

(é l'aide du variogramme Y(h)) comme s'il n'y avait pas de dé-

rive.,

Mais dans les applications, il sera en géndéral inutile
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de déterminer séparément A[ et Zp. On cherchera directement

un estimateur de la forme
2 (2) = [r(ay) &)

avec une mesure A vérifiant (III"')

Variance du Krigeage.

Bvaluons d'abord la variance GE du krigeage (en 1l'absence

de dérive) de Y o: d'aprés (IV), on a

'

(1) oh= =T, Y- Yy > = IR [gl® = g)? - < T

i

Par exemplé dans le cas du krigeage ponctuel, et pour YK E‘ﬁM

(1) o2 =D2(3(s)) - D2(2) = O(z,2) - [rglax) olx,z)

2

- Soit maintenant 9, la variance du krigeage universel (en

présence d'une dérive). On a :

4

i

' - i i
T* =Y = Y=Y+ pgp (0T -8 Y

(gt = < Tps > = <Y, ¥t >)
D'autre part Y = € H est orthogonal & Yy - Yo’ d'ou :

65 = D2 (y* - YO) = g% + “ie ujs (bl—Bl)(bJ~BJ) < YZ; S S

Js J
on trouve :

Enfin, pig = < Aj=ay, A8, > étant 1'inverse de < Y, Y° S,
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! 2

= of + ugp (p-ph) (p°-p")

o

(vr)
Dans le cas du krigeage ponctuel, on a
vt = £(=z)

1 U/fKK(dX) fi(X)

Ta relation (V") montre que la variance du krigeage universel

I

™
i

est la somme de la variance du krigeage ordinaire et de la va-

riance de l'expression Ai (b;—Bl) -~ (correction de dérive).

Dans les applications, on résoudra en général directement le
systéme (III). ILa variance G%_ se calcule alors directement
par :

2 s one 2 2

op = [Tt I = <"+ [Tl - 2 <¥*, ¥ >

Mais, d'apres (III), Y* vérifie :
SY*¥, Y > = <¥O,Y>+ p.£<Y,Y> , VY € H
En particulier
2 ~ Y/ )]
”Y*” = < Y*, YO >+ ue < ¥ y T* > = < Y¥, Yo > + ng

D'ou =

T A ALY

- <T*¥, Y'>
o

Dans le cas du krigeage ponctuel, et pour Y* = J/%Z(dx) Y(x) € EPV

" on trouve @

7

(viv) o, = C(z,z) + p&fe(z) - u/,?\Z(dx) C(x,z)
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Cas Intrinsegue.

Dans le cas intrinséque, les résultats précédents restent
‘valables. On le voit en remplacant Y(x) par Y(x) - Y(Xo),

2 Z(X) _

C(x,y) par - y(x=y) + v(x - x)) + v(y=y,) et £7(x) par £

- fe(xoj (XO € S fixé ). En particulier, on a encore le droit
de prolonger i;estimation A@fe(x) de la dérive & l'extérieur de
S et de kriger les résidus Y(x) - Agfz(x) comme s'il n'y avait
pas de dérive. Explicitons seulement les équations du krigeage
ponctuel dans le cas Y¥* € ﬁM : l'estimateur de Z2(z) est de la

forme '
#%(z) = [r (ax) 8(x)

avec une mesure KZ vérifiant :

i

Sz v (ay)
(VIT) f}\z(dx) f!(x)

ﬂXQ)—me%ﬁ - C

fie(Z)

Q\\B

N>’
o
o
I

1

et la variance de cette estimation est

cﬁ 2/?xz(dX) ¥(x-2) —//?x(dX) Aay) v(x-y)

li

~Soit
(VII') @ = A (dx) y(x-z) + fg( ) +°¢
- Z YLX lJ.’e Z +
Exemple : Reprenons 1'exemple du segment [0, L] et du variogramme
v(h) = |n]. Soit, par exemple, & kriger %(z) enz >1L - En
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1l'absence de dérive, on a simplement ZK = #(L) - En présence d'une
dérive‘quadratique a, X + a, x2, on peut utiliser (IV'), qui donne

simplement :

#%(z) =>A

2 2
g 2+ Ay zT ot %(L) - A, L - AL

avec les valeurs de A1 et A2 calculées au chapitre IT.

Pour calculer la variance dukrigeage, utilisons (Viiv). Om

a ici ¢

012{ = 2 (z-L)
bl1 = 7, b2 = 22
2 2
gl =1, p°= T
8 -_5 -8
Big =T » W27 772 a2 3

I1 vient donc :

cﬁ = 2(z-1) + g (z-1)2 - i% (z-1) (22-1°) + i% (22-1°)%

Soit, en désignant par h = z - L > 0 la distance du point a

kriger & 1l'extrémité.droite du segment :

2 3 4
C=2hn+88 + 128 46
u L L2 iB

On voit que cette variance augmente trés vite avec la dis-
tance h, et que 1l'extrapolation ne peut pas étre poussée tres

. loin.



- AT -

Cas Fini - Dans le cas fini, désignons par # les valeurs de %(x)
aux points X € S (a =1 2,...m), et posons fe(x ) = f2'

L'estimateur de %(z) est :

L
Z*%(z) = A %,

- a . N
avec des coefficients A~ solution du systeme :

7\‘3 )\Otﬁ = YOC(Z) ? u[’fza - C

@ fp;x fe'(z)

a
S 20 Aoy
(04

it

(VIII)

(YaB = y(x, - iﬁ)ﬂ ya(z) = Y(x,~z) - la variance de ce lkrigeage

est alors

(VIII') or = A% yq(z) + pie(z) + G

Eggmplg : Soit toujours un variogramme linéaire, une dérive quadra-

tique, et le segment [0, 1]. On donne Yt = Y(%), i=0,1,eeen —

En l'absence de dérive, l'estimateur ZK(i+x) (0 =sx = %) de

z(i+x) est 2 (1+x) =x T .+ (1-x) Y., avec la variance

2w x(1-x) (pour y(h) = w |h|. Soient A1 et A, les estimations
2

optimales des coefficients a, et a2 de la dérive a,x +oayx” -

L'estimateur‘universel est Zu(i+x) =x (Y. A1(i+1) -A2(1+1)2)

i+1
+ (1=-x) [Yi—A1i—A2(i+1)2] + A1(i+x) + A2(1+X)2 - On trouve :
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x Y4t (1-x) Y. - A, x(1-x)

&u(1+x) iy

1

c S 2w x(1-x) + X2(1—X)2 D2 (A

<

5)

VI — APPLICATION POSSIBLE A LA CARTOGRAPHTE AUTOMATIQUE.

On suppose.que la cote %(x,y) au point de coordomnées
(x,y) est assimilable localement & une réalisation d'une fonc-
tion aldatoire intrinséque de variogramme y(h) = y(r) = w T,
moyennant correction d'une dérive quadratique (f1(x,y) = X,

2 L4

2
f?(X7Y) =¥ fB(X,Y) =x, T X ¥y fS(X;y) =y)

Ii

X7Y)

Pour évaluer %(M) en un point M, on part de m points Ma

ou les valeurs Za sont connues expérimentalement(M06 ='(xa, ya) -

M= (x,y). On résoud le systéme

_ " _ 2 2
= 1 (M) —pyXy ~Bo¥, ~WsXy ~HX.To ~HgVy = ©

H

Q
W

=[]

M e eM &M 2] M <

>

X =X

133
Q

>J
133
o
193
11
e

a Fafo = X7 R
2 2
Ay Vg =7

qui comporte m + 6 équations & m inconnues A, et 6 parametres
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!

de Iagrange (les by gt Q?. L'estimateur cherché est
) = 2, &,
et la variance de krigeage es?t
2

_ . 2 2
oy = w* [ ;g: Ny ra(M) LT UY F UaXT o+ XY+ Py +C]

avec un estimateur w* de w défini par les méthodes du paragraphe

Iv.

Vérification Expérimentale

Ce procédé d'interpolation par la méthode du krigeage uni-
versel n'est, évidemment, légitime que si 1l'on a pu vérifier la

validité des hypotheses faites :

- dérive quadratique

- Varibgramme Y(r) = w r isotrope et lindaire (au moins
en premiere approximation et dans le voisinage du point & kriger
ou se trouvent les points expérimentaux utilisés : dans ce méme
voisinage, %(x) corrigé de la dérive quadratique peut &tre as-

similé & une fonction aléatoire intrinséque).

) 3
La vérification suivante est facile & effectuery si les
points expérimentaux sont donnés sur des courbes & peu pres
rectilignes : On prendra sur ces courbes un certain nombre

de segments de méme longueur L et de méme direction 6. Sur



chacun de ces segments, on effectuera la correction de dérive
guadratique comme dans 1l'exemple du chapitre III, et on cons-
truira le variogramme'des résidus. On prendra la moyenne y*(h)
des variogrammes expérimentaux relatifs & une méme direction ©,

et on comparera y¥(h) avec son espérance :

2 3 4
E (y*(n) = w (h-2% +_2l.l£§-£-3-)

s

I1 faudra vérifier gque le coefficient w ainsi ajusté ne varie
pas trop lorsque 1l'on fait varier la direction 6. Enfin, on
éxécutera cette opération pour diverses valeurs croissantes
de L : la Valeuf de LO 4 partir de laguelle l'accord cesse
d'8tre acceptable donne le diametre maximum du cercle a 1l'in-—
térieur duguel les hypothéses faites sont admissibles. ILes
points expérimentaux Mﬁ que 1l'on a le droit d'utiliser pour
estimer &(M) sont ceux qui tombent & 1l'intérieur du cercle

de centre M et de diametre Lo
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ANNEXE I

COMPARAISON AVEC LES METHODES USUELLES DE MOINDRE CARRE

Pour estimer les coefficients aed'une'dérive apf (x), on
les fonctions connues fl(x) sont, par exemple, des polynomes, on
a souvent recours & une méthode d'ajustement par moindres carrés.
Nous allons établir les formules générales de ce procédé, et en
comparer l'efficacité avec celle des estimateurs universels.

Nous illustrerons les résultats généraux que nous obtiendrons en
explicitant les.calculs dans le cas simple d'un processus défini
sur la droite réelle et admettant (dérive exclue) un variogramme

linéaire y(h) = Ihl.A

‘Dans le cas le plus général, %(x) désignera une fonction
aléatoire & accroissements (non nécessairement stationnaires)

dtordre 2, possédant une dérive a(x) s

E [8(y) - 8(x)] = a(y) - a(x)

102 [8(y) - 8(x)= v(xs)

On admettra souvent que la dérive est de ia forme
a(x) = a fi(x)
ya .

avec des fonctions fz(x) connues ( ? = 0,1,2,+..k) et des coef-

ficients ay 5 estimer. Ia fonction £%(x) sera prise égale &
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1s constante 1 : £O(x) = 1, et 1l'estimation de aj équivaudra &

. une moyenne arithmétique.

1/ Théorie des Moindres Carrés

Soit Z (X) , X €3 une réalisation sur S de la fonc-
tion aléatoire 4(x). On se donne k fonctions fékx) (€=1,2,...%)
et fo(x) = 1. On ddtermine k + 1 nombres bo, b1""bk de maniere

3 minimiser 1l'intégrale:

T(w) =*éf[.zw(x) - b{fe(x)]z ax

Fn annulant les dérivées en be, on obtient le systeme

1
O

J/“f (x) [Z (x) = b. fj(x)] dx

Posons

Tej = Jé_/f{(x) () ax

i _ ol el = %{(ff(x) - tl) (£9(x) - t9) dx

-

Les b[ sont solution du systeme :

bJ T = 4 J/nf (x) 8(x) dx
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Pour [;: 0, £%(x) = 1 et on trouve
bj $9 = % V/nﬁ(x) = % (sommation de j =0 4&a j = k)
]

LN

A partir de maintenant, nous ferons varier ? ae 1 a k, et nous

réserverons un traitement spécial & b On obtient :

-é-/z(x) - b, tJ (5= 1,2,...%)
S J
et le systéme précédent stécrit :

by t’g + by T 4 = /g(x) g(x) dx

c'est-a~dire :

b, obd 1 ‘[E‘K(X) g(x) dx - b_ %
J S g . o}

Remplacons b par l'expression obtenue plus haut :

4

b, T = 1/(f (X)—t/) 8(x) + b 9 té

d'ou finalement :

R R WG ERE RN

S
Nous admettons que la matrice TOZj = Tej - t4%j admet une in-

verse, soit S:Zj’ et nous obtenons alors :

v

o NE TR WOk g
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S p.
(1) b. = —gfl ,S/.[f‘q(x) - tf] -Z-w(x).dx

BEn tant qu'intégrale stochastique, cette expression est bien dé-
finie, puisque la mesure de densifé fe(x) -t sur S a une in-
tégrale égale & 0. L'estimateur de la dérive auquel conduit la
méthode des moindres carréds est donc le vecteur aléatoire B dé-

fini par

(2) B.

il

%gp[ff(x) - te] Z(x) dx

Calculons son espérance : on trouve

.é/kfizx) - f(ﬁ a(x) dx

E '((Bj)

Si la dérive est a(x) = a, + bj fJ(x), on obtient :

ls

il

E (Bj) - tgts) ag = 2y

s

puisque SZj et (T -t ts) sont inverses : Bj est un estimateur

Sg; (T

sans biais ( lorsque la dérive réelle est effectivement de la for-

me choisie). Bj est donc un estimateur universel, au sens des
paragraphes précédents, mais il differe de l'estimateur univer-

sel optimal Aj' | s

Calculons la matrice des covariances des Bi - On trouve

I}

By E(BB)—bb =

I

So Sey 32 [ff[fé’(x) #1025(3) - +°] 8(x) B(y)ax dy}
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1

Biy = - Sy Sy é d/ﬁ//[f (x) et - 451 v yax ay

Exemple : 7Y(h) = |n| sur le segment [0, L] et dérive quadratique

a1x+a2X. On a
T L 5
1 _ L _ L [ePaxe 2
t1—L/XdX—2 ) Ty = 7 x“ dx = 3
o} o}
ot 2l [x%ax= &, y2=¥1_1/2mx=1
L 3 L
o} 0
) L
4
122 —1-/X4dX=—L-
L % 5
Puis
P oM Gty 2 gpt2_g2t L g22_ 4
o - 12 ? 0 o 12 ? 0 ~ 45
La matrice des Sij est
192 180
(5. ) i i
S..) =
+d _ 180 180
17 T4 .

On en déduit les estimateurs :

~

: L L )
B, " 1—932— x 3(x)dx - 1—612 /X2 Z(X)dx - 2—6-
L 0 L 0

3}

Il

< I L
B, i1:t io ‘/x Z(x)dx + 1850 /X2 #(x)dx + ig— z
L o . L o - L
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En ce qui concerne la matrice des covariances, on trouve

(\ +
B..=§.§‘l 1
‘ﬁ1 35 L
‘A, = - _ 80 1
JB12“521“ T T2
s .60 1
22 =T T3
\

(Remarqﬁe : la relation 512 + L 622 = 0 est vérifiée par tous

les estimateurs sans biais. Celd se voit par symétrie)

En particulier, B1L + B2L2, dérive entre les points L et O,

12
5

‘a, pour variance L (au lieu de 2 L dans le cas de l'estimateur

optimal Ai).

Condition pour que l'estimateur des moindres carrés soit optimal
Y

L'estimateur des moindres carrés est caractérisé par les

deux propriétés suivantes :

1 - I1 est sans biais‘ E(Bi) ; a. | y Ya € RE

o - Tes Biisont combinaisons lindaires des <J/n[fg(x)—t[]z(x)dx
C&érification immédiate & partir de la relation (2)).
Cet estimateur est optimal si, et seulement si, on peut trouver

des combinaisons linéaires des mesures [fg(x) - té] soit
!

S, . ..
hi(dx) = —%l [£9(x) - +?] dx
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vérifiant le systéme (II'). Ia troisidme relation (II') es?

vérifide, par définition des tJ, Ia deuxilme exprime que les
S. .
—%1 sont les composantes de la matrice inverse de Tla La

premiére se met sous la forme :

oy = Dig ] J | !

(3) T =% [£9(y) - #9] v(z=y) ay = pyp £(x) +C
S .

Pour éliminer les counstantes Gi, intégrons en x dans S :

S/dis 4[fj(y)_ - 9] y(x-y) ay = ey s s Cy
et retranchons, lAen posant
1g;S/Y(X-y) dx = ¥(y)
T1 vient :
(3) %1 / (fa(y) - 9) (v(xy) - () dy = ig(fé)(x) sl
Comme { (fff(y) - t9)ay = 0, introduisons le noysu symétrique
W oy = - v(x—z}) P T - 4 [T ax

(C(x,y) est la covariance de la fonction aléatoire Y(x) - ?).

I1 vient :

{ ) - #) oy ay = 13 g [ - 4]



- 58 -

Si mjyest un vecteur propre de Téal pig, de valeur propre wm, on

voit que la fonction

ey [29) - 0] = 9@
est une fonction propre pour le noyau C(x,y)

(5) LS/(?(y) C(x,y) dy = ® ¢(x)

On peut donc trouver k combinaisons linédaires (indépendantes)
des fj(x) - 49 correspéndant 3 k fonctions propres distinctes

£ {

@l (x). Par suite, les £ (x) — t sont elles-mémes des combinai-

sons lindaires de ces fonctions propres :

(6) iy - ot - Fl)i 97 (x)

Inversement, soient @i(x) des fonctions propres distinctes de
¢(x,y) correspondant & des valeurs propres non nulles. Il suffit
d'intégrer (5) en x, compte tenu de 1l'expression (4) du noyau,
pour vérifier que toute fonction propre (de véleur propre w dif—-
férente de 0) a une intégrale nulle. Par suite, toufe combinai-
son lindaire de type (6) vérifiera (3'), donc aussi (3), et, pouf
de telles combinaisons linéaires,\l'estimateur de moindre carré

coincidera avec l'estimateur optimal.

Ainsi, pour que l'estimateur de moindre carré coincide

avec 1'estimateur optimal, il faut et il suffit que les

fonctions fe(x) - tg (te = % ‘égg(x) adx )soient des
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des combinaisons linédaires de k fonctions propres @E du

noyau C(x,y) correspondant & des valeurs propres non nulles.

Ce noyau n'est autre que la covariance de la fonction alé—

atoire %(x) - %‘é/é(x) ix = 8(x) - Z.

Exemple - Pour y(h) = |h| sur le segment [0, L], on a

2

2
O(x,y) =% L+ EH- -2 s (x,7)

En dérivant deux fois 1la relation :

L 5 pt
2 1 u//‘cp(y)dy + 2 ‘j/;(y)dy +
3 ol L (I
L x . L
T /ych(y)dy 2X/<P(:v>dy - 2 /3’ 9(y)dy
0 0 i

X

Il

g(x) = [o(x,7) 9(y)ay

on obtient : i L
g" (x) = % ‘/CP(y)dy + 2 ¢(x)
0

L

Les fonctions propres dolvent de plus vérifier V/‘cp(y)dy = 0.
0

FElles sont donc de la forme S h a (x - %) , sin a (x - % ) (a

quelcongue) ou cos 2 k @ %. Mais tout g(x) de la forme ci-dessus

vérifie g'(o) = 0. DLles fonctions propres sont donc nécessaire-
: X . . o fa o
ment de la forme <cos k T T 0 (k pair ou impair), et on vérifie
directement que les cos k7 % conviennent. - #insi, l'estimateur

de moindres carrés est optimal pour une dérive de la forme :



a1

n
:Z: a,_'cos k7
I=1 F

Ainsi se trouve légitimé l'usage des moindres carrés et de

l'interpolation'trigonométrique dans le cas particulier ou :

— les donnédes occupent un segment de droite
~

- le variogramme, dérive exclue, est linéaire

Ce résultat ne subsiste pas si les domnées sont dans un espace
3 deux ou trois dimensions, ou méme dans l'espace & une dimension,

si le variogramme n'est pas linéaire.
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ANNEXE IT

PROBIEME D'INFERENCE STATISTIQUE POUR LES FONCTIONS ALEATOTRES

On a souvent l'habitude d'admettre, sans examen approfondi,
que les variablés régionalisées que 1l'on étudie peuvent &tre con—
sidérées comme des réalisations de fonctions aléatoires station—
naires d'ordre 2. Il se trouve que les procéddds d'inférence
statistique'que l'on uﬁilise ont systématiquement pour effet,
par suite des biais qu'ils entralinent, de rendre cette hypothese

apparemment plausible, méme lorsqu'elle est tout-a4-fait fausse.

Donnons un exemple

Mouvement brownien sams dérive. Soit Y(x) une réalisation, sur le

segment [Q, L], d'un mouvement brownien sans dérive, ou plus

généralement d'une fonction aldatoire intrinseque vérifiant

E [Y(x+h) - ¥(x)] =0 , D% [¥(x+h) - ¥(x)] = h

Dans la pratigque usuelle, on prend

L
T 1
Y =  3 U/"Y(X) ax,

o

on calcule les valeurs

o*(ry) =[x - 7) (y(:y) _ Y), (x,7 € [0, T])
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et on en déduit la."covariance" expérimentale
T I-h
] *
c*(h) = Tx hé/ C*(x+h,x) dx

Calculons I (b*(h)). On a vu ci-dessus

o 2
B(C*(x,y)) = %L + 2 -2 sup (x,y)

Pour h positif,‘donc,

' 2 2
B(C* (x+th,y)) = % T + 5—4"%5@—1— -~ 2x - 2h

et, en intégrant en x, on trouve

2

—~ _ 4 2
E [Cc*(h)] = L-3h+3

His

1
3

C'est une parabole, de pente - % a4 1'origine.

Ainsi, bien qu'il n'existe pas, en réalité, de covariance
C(h) stationnaire, mais seulement un variogramme linéaire, les
biais qu'introduit cette méthode d'estimation ont pour effet ap-
parent de confirmer notre hypothése sur 1l'existence de C(h). De
plus, la structure du phénomene est trés déformée : non seulement

la droite est remplacée par une parabole, mais’ méme la pente &
?

l'origine se trouve affectée (% au ‘lieu de 1)

Plus généralement, soit Y(x) une fonction alédatoire in-

‘trinséque sans dérive, de variogramme y(h), dans l'espace & n
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dimensions, et soit S l'ensemble des points ol 1l'on connait la

réalisation. Posant

Y = % tjﬁ Y(x) dx
J S
c*(x,y) = [¥(x) - ¥][¥(y) - Y]

.

on trouve :
o(x,y) = B [0%(x,7)] = ~v(x,¥) + ¥(x) + ¥(7) - % ‘S/w?(x) dx

et la "covariance" expérimentale C*¥(h) admet 1'espérance

E [c*(n)] = KI%T J/;(X) k(x+h) C(x+h,x) dx

‘ v
(k(x), indicatrice de S, K = k ¥ k). Ici encore le procédé uti-
1lisé fournit une confirmation apparente de 1l'hypothdse (fausse)

de départ.

' Sur un segment [0, L], et en introduisant les fonctions .

Sl h
x(n) =4 /Y(X)dx ’ F(h) = -22 /XX(X) dx

o} .h 0

on trouve 3
-h

o | L . _
B [c*¥(n)] = - y(h) - F(T) + TK%:ET ‘ g//‘dz éﬂ Y(x=-z) dx +
0

L L
+ a//i//ry(x-z) dx
o h .
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by

Supposons que y(h) admette une pente & l'origine (dérivée &
droite) y;(o) ~- On trouve pour E [C*(h)] la pente :

+-

’ 2 2
E oPloml] = -0 s g T (1) - Fx (D

Ainsi, pour une fonction aléatoire dérivable m.q.(y(h) parabo-
ligue en h = 0), on trouve un E [C*¥(h)] qui présente une pente
oblique & l'origine et fait conclure & la non-dérivabilité m.q. :

la structure du phénomene est profondément défigurée.

Ia soi-disant indépendance des résidus

On justifie souvent la méthode d'interpolation par les
moindres carrds en montrant que les résidus (aprés correction de
la dérive estimée) présentent des corrélations expérimentales
non significativement différentes de 0. Cette absence apparente
de corrélation ne doit pas nous inciter & des conclusions trop
h&tives. Lt ellé résultera souvent d'un effet de biais analogue

4 celui que nous avons déja rencontré.

Nous n'écrirons pas les formules générales, assez lourdes,
qui ne présentent pas d'intérét par elles-mémes une fois que
l'on a compris le mécanisme générateur de ces biais. Nous rai-
sonnerons sur notre exemple habituel : variogramme y(h), segment

[0, L], et dérive quadratique.



- 65 —

Noug considérons cette fois la variable :

2

g(x) = Y(x) =Y - B, (x - % ) - BZ'(X2 - % )

1

et nous posons
C*(x,y) = 2(x) &(y)
Calculons B [C*(x,y)] :

E [d?i,y)] =D, -20,+ 1y

.

Le premier terme a déja été calculé :

2,2
T, = % L+ 5—%1— - 2 Sup (x,y)

Pour TS’ nous trouvons

B 2 2
BT P - =D B - DET =)+, - PET - )
2 2
FByp(x® =27 -3 )

(les Bij sont les covariances des Bi’ Bj’ On les a calculées
plus haut). Enfin, le deuxiéme terme est de la forme :

L
2

2 T, = (x - =

) ) E[B,(X() - DI+ (5 - 5 ) B[3,(¥x(x) - ]

2 - 2 -
£ (7 =3 BB, - D+ ¢F - 3) B [B1(x) - D]
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Posons pour abréger

. 2 ’
H(x,y) = % L+ & — 2 sup (x,y) =T

En se reportant aux expressions de B1'et B2, on trouve

L L
l%? U/pz H(x,z)dz - 1%8 d/Pz2 H(x,z)dz
L L o]

i)

B (131 [¥(x) - ﬂ)

()
, L L
® (B, [Y(x) - ?9"5 - 180 v//; H(x,z) + 89 c.//)22 H(x,z)dz
(2 ' G?f (e ’ jET 0 ’
On trouve
e
%(; H(x,z)dz = - %E 17 + % L X2 - % X3
<
L .
2 T4, 122 14
céfz H(x,z)dz = - 50 L' + 3 x= LT - e
| ‘
d'ou
E [B, (¥(x) - )] 2 '35X2 64"3 3oX4
x) - = = 2 + - S 4 S
1 L2 13 A
- 2 3 4
B [3,(Y(0) - D] = (+1 =30 55+ 60255 - 30 27) g

On évalue ensuite les intégrales
‘ 1-x
_ 1 - 4 m 1
Rn,m(X) = T= (y=er) (v - =) dy (x

1i

HI=

X n+ 1 m+ 1

(pour n = 1,2 et m = 1,2,3,4), ce qui donne



<&

) +
30(R

4
7

X

o

S

O
Ul

30(R

24" 42)

6
X

5

4
7

1 1 1 .2
Riyx) =93 —gx-%%
_r o112
Bigt By =g-3*-3%
’ _ 3 _ T 1.2 _ 1.3
Rz * B2y =355 - 35X~ 70 ¥ 70 *
_ 4 17, _11r.2 1.3
R22 =757 90 p: 50 X +.30 X
2 1, , 2.2 1.3
R41 + R14 =75 0 X + 15 X 5 X
_ 1_5 . _1.,2
Boz # Rsp = - 72% "% %
_ 6 AT 3 .2 _ 4
Boy * By =705 705 ¥ 35 ¥ ~ 35
. T1 vient alors :
I~h i
1 _ -
S 0/2T2(h)dh_ 36(R12 21) 64(R1
- 60 Ry, + 60(RystRy,) -
8 L, _298,2 64.3 64
= ( 105 105 X T 105 * T35 X t+ 3%
De méme :
I-h
1 _ _
Tn OTB’(h)dh = Byq Byy + Byo (RygtRoy) + Bop Byp =
_ (26 .62 62 2 2.3
= (o5~ To5 X~ q05 £ v 5%+
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147 41) -

) L



et finalement

E [¢*(h)] = L

: (voir figure ci-jointe)

2
35

W

38 h , 102 h
5 L 1
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E (c*(n)
E (C¥(0)




