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APPLICATIONS CROISSANTES ET GRANULOMETRIES

Introduction

L'un des objectifs de cette Note est de donner une carasctérisa-
tion complete de la notion la plus générale de granulométrie. On verra,
en particulier, que dans l'espace euclidien cette notion n'est pas
lide & celle de convexité — encore que les granulométries les plus
faciles a construire soient effectivement les granulométries définies
par des familles d'ensembles convexes., On notera aussi la possibilité
peut-&tre intéressante pour les applications, de construire des
"filtres morphologicues" permettant de distinguer et de traiter sépa-
rément des ensembles appartenant &4 des types morphologigues suffisam-—
ment distincts (par exemple, des cercles et des rectangles, €tCees).
‘Avant d'aborder la notion de granulométrie, nous devrons établir un
certain nombre de résultats relatifs & des applications plus générales,
Certains de ces résultats sont de nature purement algébrique; d'autres,
les plus intéressantes en général, font intervenir des propriétés topo-
logicues. Par exemple, si L désigne un espace LCD, parmi les applica-
tions de P (E) dans lui-méme, on s'intéressera surtout & celles qui
laissent stables les espaces G (L), F(E) et (ou) H(E) et possédent
telles ou telles propriétés de semi-continuité pour les topologies

respectives de ces différents espaces.

S0it E un ensemble quelconque, ¢ une partie de p(E), pouvant
coincider avec @ (B) lui-méme, et ¢ une application de ¢ dans p(E).

On dira oque ¢ est crolssante si A, B € @ et A ¢ B entraine

$(A) © o(B). Dans ce qui suit, nous ne considérerons que des appli-

cations croissantes, et — sauf mention expliicite du contraire - le mot

application signifiera toujours application croissante.

On dira que ¢ est isotone (anti-isotone) si A < ¢(A) (A o ¢(4))
pour tout A € @ ; que ¢ est idempotente si ¢(A) c @ et & = ¢ o ¢
On appellera fermeture (ouverture) au sens algébrique une application

¢ croissante, isotone (anti-isotone) et idempotente. La notion de



granulométrie sera rattachée a celle d'ouverture algébrigue,

Solt <7c = {A 3 INE, } la famille des complémentaires des

c

ensembles de ¢ » L'application ¢* : @ - ©(E) définie par :

*
o () = (o (4% (4 €a
soit, en abrégé, ¢* = (¢ est appelée duale de l'application ¢.

©lle est croissante si et seulement si ¢ est croissante. On a

évidemment

©n particulier, ¢ est une ouverture si et seulement si ¢ est

une fermeture.

{1 - PROLONGEWENTS D'UNE APPLICATION

T T T T e v e g e vy ey T BTN T M T T

Pour gc B c p (B), une application ¢' de B dans @ (E) prolonge
une application ¢ de ¢ dans @(E) si ¢'(A) = ¢(A) pour tout A € @ .
Etant cntendu ou'il s'agit toujours d'applications croissantes, toute
application ¢ : @ - P(E) admet un plus petit prolongement ¢ et un plus

erand prolongement ¢ définis (sur e (E) entier, ou sur toute partie

B de p(E) contenant ¢)respectivement par :

-~

¢(B) =U ¢ (4)
Aeq
(1-1) J AcB

¥(B) =N b (A)
Aea

> ADB

I1 est clair, en effet, que ¢ et $ prolongent ¢, et que tout
prolongement (' de ¢ vérifie ¢ c¢'c ¢. Des formules (1-1) de défini-
tion, on déduit aussitbét les relations de dualité.

(1-2) W =0, @ =W
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Soit ¢ une ouverture algébrique définie sur @ P(E). ¢ est

alors une ouverture sur p(E). En effet, ¢ est croissante et anti-
isotone, comme on le vérifie sans peine. Il reste a4 montrer que ¢ est

idempotente. Soit B € f(E). On a :

b ¢ (B) =¢ U ¢ (4)) o U b ¢ (A) = U $(4) = ¢(B)
~ o~ ~ ACB fcB ~ ACB ~

(1'inclusion résulte du fait que ¢ est croissante ; 1l'égalité qui suit
résulte de ¢(A)e @ , ¢ étant une ouverture sur @, et du fait que ¢
prolonge 1l'application idempotente ¢). Comme ¢ est anti-isotone, on a
aussi 1l'inclusion inverse, et ¢ est une ouverture sur ¢ (E).

~

Désignons par /B la famille des ensembles de ¢ invariants par

1'ouverture ¢. La restriction de ¢ & B est l'application identique

de p , que nous noterons %p . ¢ est alors le plus petit prolongement

de ;n sur @ 4, ou — ce qui revient au méme, on a :

(1—3) I(l: = IB

In effet, si A€ @ et B€ B , BC A entraine B = ¢(B) © ¢(A), et

$(A) U B ., Mais ¢(A) € B, puisque ¢ est idempotente, et ¢(A) < A,
BcA
BenRr

par anti-isotonie, d'ou 1'inclusion inverse et 1'égalité. ¢ est donc le

plus petit prolongement & & de 1'identité sur 8 . Il en résulte aussitét

pour D € P (E) :

(D) = U = U B '
~ A €dad BcD
AcCD B ep
et ¢ prolonge & P (E) 1l'identité sur B . Il est clair alors que la

famille B des invariants de ¢ est la famille stable pour la réunion

infinie engendrée par B, avec adjonction de ¢ si @ n'appartenait pas



déja & p. (En effet,si @ € By ¢ (), réunion de la famille vide, est

égale & @. Si ¢ € @, on a b(P) c @, donc ¢(P) = @, et @ € B ).
Inversement, soit B, © P(E) une famille quelconque, non néces-—

sairement stable pour U, et g la famille stable pour la réunion infinie

engendrée par B (avec adjonction éventuelle de @). Le plus petit

prolongement & P (E) de 1'identité sur E% est alors une ouverture ¢,

et 1l'on a :

(1—4) 4): I = I

Autrement dit, la famille des invariants de ¢ est B8 .

Par dualité, on obtient des résultats analogues pour une ferme-

ture., Résumons

Prop. 1=1 / Le plus petit (plus grand) prolongement d'une ouverture

(fermeture) ¢ définie sur une partie @ de P(E) est une ouverture

(une fermeture) sur P(E). Si B c @ désigne la famille des ensem—

Lles invariants par ¢, ¢ est le plus petit (plus grand) prolonge-
nent sur @ de 1'identité sur pB. Plus généralement, si A (B) est
la famille stable pour la réunion (intersection) infinie engendrée
par R et Eo un systeme de généréteﬁrs de S (E) reiativement a la
réunion (1'intersection), & et ¢ (§) sont les plus petits (plus

grands) prolongements & ¢ et pP(E) respectivement de 1'identité

L
1

L
ve

Remargue - Si ¢ est une ouverture sur e (E), sa restriction & une
vartie ocuelconcue @ de R(E) n'est une ouverture sur & que si A € &

entraine $(A) € @ , c'est-a-dire si ¢ est stable pour ¢.



Par exemple, soit E un espace LCD et ¢ une ouverture sur P(E).
Désignons par bp et ¢g les restrictions de ¢ & & et & G respectivement

et par B c P(E) la famille des invariants de ¢.

q,f est une ouverture si ¢(F) € ¥ pour tout fermé F, Il en est
ainsi si et seulement si1 B€ F = B en (si 1la famille des invariants
de ¢ est stable pour la fermeture topologique). La condition est
nécessaire, car B € # entraine B = ¢(B) ¢ B, d'oh Bc ¢(B), et aussi
Sc o(3) si o(F) € 3, d'oh 1'égalité et B e A. Elle est suffisante,
car pour Fe 3 , $(F) ¢ F entraine ¢(F) G(F) ¢ F ; comme (F) ¢ 5 ,
1a condition donne O(F) € R , €t G(F) < (F) résulte de ¢(A)F).

q,g est une ouverture si ¢g(G) € ¢ pour tout ouvert G. Il en est
ainsi si et seulement si g contient un systéme fondamental de voisi-
nages de chacun de ses €léments, autrement dit si, pour tout Be s

et tout ouvert G contenant B, on peut trouver BO € B et GO € G avec :
(1-5) Bc G,c Bjc 6
Ilontrons que la condition est nécessaire. Soit G€ G et q;g(G)

ouvert, Tout x € q;g(G) admet un voisinage ouvert G, ¢g(G), autrement

. 1 ! L B
dit, vy y€ G & Bye B avec y € Byc G. Si 1lton pose B} U ’

yee Y
on a B'X € B (puisque B est stable pour U ) et
GX c B'X c G
Soit alors B € pet B ¢ G, Il suffit de poser
G, = U G,y B, = U B! pour avoir G,€ G , B € B et

x €3B © x €B

BCGO CBO c G -



La condition est évidemment suffisante, car x € ¢g(G) entraine
7 B€pR avec x € BcC ¢g(G), et, si (1-5) est vérifié, on a x € G C ¢g«ﬂ

donc ¢g(G) est ouvert.

Lorsque (1-5) est vérifiée, on a ¢g(G) ERNG et ¢g(G) 2 B,
et on peut donc remplacer G et B, par 1l'unique é1ément ¢g(G). Ainsi
(1-5) équivaut & : YBE€ B et GE€G ,BcG= TBEMGBcB <G
c'est-a-dire & : B contient un systéme fondamental de voisinages

ouverts de chacun de ses éléments.

Par dualité, on obtient des énoncés relatifs aux fermetures.

Prop. 1=2 / Soit ¢ une ouverture sur un espace LCD E, ¢f et ¢g

ses restrictions &4 ¥ et & G respectivement. ¢f est une ouverture

si et seulement si la famille B des invariants est stable pour

1a fermeture topologique. ¢g est une ouverture si et seulement si B

-

contient un systéme fondamental de voisinage ouverts de chaque

BeER.

De méme, soit ¢ une fermeture sur E, et B la famille de ses
invariants. ¢g est une fermeture si et seulement si B est stable

pour l'ouverture topologigue, ¢f_est une fermeture si et seulement

si pour tout B € B et tout fermé F ¢ B on peut trouver B'€ F N B

avec F ¢ B' ¢ B.

Revenons maintenant au cas général. Soit g et 5 deux familles
de parties d'un ensemble E donné, et ¢ une application croissante de &
dans ©(E). On peut définir successivement : ¢, plus petit prolongement

de ¢ sur P (E) ; ¢brestriction de ¢ & & ; $b’ plus grand prolongement

de ¢, sur P(E), et enfin bgs restriction de $£é @ . Comme @7 n'est pas



pas supposé contenu dans’Z”, on n'a pas en général b, = & - Toutefois,
Eb’ plus grand prolongement de ¢b’ majore ﬁ {(qui est lui-méme un pro-
longement de ¢b), et par suite ¢a:5 ¢. Cherchons & quelle condition
on a 1l'inclusion inverse, et par suite 1l'égalité ¢ = by D'apres les

définitions, on a (pour A€ @ )

b () =N 4p(®) =0 ) b(a")
B>o A Bo A A' ¢ B
BcFR Bep A' €

On aura ¢a(A) c ¢(A) si et seulement si 1l'implication :

VBe@,B:Aetx€¢b(B)=°x€¢(A)

est vérifide. Cette implication équivaut a :
x £ 4(8) =1 Bcpr BoA x £ & (B)
‘soit explicitement :
x ¢ (A) s 3 BER Bo>A VA €4, A' ¢ B: x £ $(A")

Autrement dit, en désignant par SB 1a famille des ensembles contenus

dans B ¢

S.B = (i, Hc E, I C B}

on a ¢a = ¢ si et seulement si pour tout x £ ¢(A), on peut trouver

Be pr tel que A € sB et x £ ¢(A') pour tout A' € sB N ¢ . Enoncons :

Proposition 1-3% - Avec les notations définies ci-dessus, on a

b = ¢, si et seulement si pour tout A € ¢ et tout x g ¢(A) on

peut trouver B € S5 tel que A c B,et que A'c B entraine x £ ¢(A')

pour tout A' € .

Par dualité, on obtiendra les résultats suivants. Si ¢ est

défini sur @, on forme $, puis ¢, restriction de E a B, puils by



et enfin ¢a restriction de ¢b 4 d, On a cette fois ¢a c¢, et
1'égalité ¢, = & si et seulement si pour tout A € get tout xe ¢(4A)
on peut trouver B€ B avec Bc A et x € ¢(A') pour tout A' € ¢ tel

aue A' D> B,

L'application la plus intéressante de cette proposition corres—~

hn!

pond au cas ol E est un espace ICD, et @ = H(E), B = G(E). 8i ¢ est

une application de K dans P (E), on posera :

G) = K G €
¢g( ) ng\K ¢ (K) pour G
Kc G
¢k(K) = N ¢ _(G) pour K € JG
ceg & |
Go K

On aura ¢k = ¢ si et seulement si pour tout compact K et tout
x £ ¢(K) on peut trouver un ouvert Go K avec x £ ¢(K') pour tout
compact K' ¢ G. En particulier, cette condition est remplie lorsque

¢ est une application s ¢ s de JOdans F(ou dans Jb).

En sens inverse, si ¢' est une application de G dans P(E),
on pose :

Q’L(K) = G (G) (K € J6)

A
G €
G c

r=)

]

EBOEIVIREH (66 )
C

K €

K G

et on a ¢é = ¢' sl et seulement si pour tout ouvert G et tout

x € ¢'(G) on peut trouver un compact K ¢ G tel que x € ¢'(G') pour
tout ouvert G' o K. Cette condition est remplie en particulier si ¢

est une application s ¢ i de G dans lui-méme.




Toutefois, ces prolongements ne sont vraiment intéressants que
si ¢g est une application de G dans G, et, de méme, ¢i une application
de +( dans F ou dans J(. Donnons les conditions nécessaires et suffi-

santes.

Proposition 1=4 - Avec les notations précédentes, ¢g applique G dans
G si et seulement si pour touf compactsK et XK' et tout ouvert G

vérifiant K ¢ G ¢ K' on peut trouver un ouvert Go tel que :
(1-6) (k) < G, © b(E)

De méme, ¢£ applique ¥ dans ¥ (resp dans JG) si et seulement si |

pour tout compact K et tous ouverts G et G' tels que G €K € G' on

peut trouver un fermé FO (resp. un compact Ko) vérifiant :

(1-7) $1(6) B, c¢r(ar)

(1=-7") (resp. $'(G)e K, cq)'(G'))

Démontrons la proposition pour ¢g' I1 est clair que (1-6) est
nécessaire, puisqu'il suffit de prendre G, = ¢g(GO). Inversement,
supposons (1-6) vérifide, et soit G un ouvert. On peut trouver
une suite Bn dtouverts relativement compacts tels que

B,c B,c B cev et U B =UB =6 (car E est LCD), Comme

c
n+
1‘ n>=o

tout compact K « G est contenu dans un Bn’ on a aussi

bg(6) = U ()

n>»=o9
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S5ix € ¢g(G), on peut donc trouver En avec x € ¢(§n). Mais on a

Eh.c B c §n+1’ Donc, d'aprés la condition (1-6), on peut trouver

G, € G avec x € ¢(§n) < G, C ¢(§5+1) c ¢g(G). Par suite, ¢g(G) est

n+1

ouvert.

Démontrons la proposition pour ¢i. (1~7) est nécessaire, comme on
le voit en prenant F  ou K = ¢£(K). Inversement, supposons (1-7)
vérifide., Soit K un compact, et Bn un systeéeme fondamental de voisi=-
nages ouverts relativement compacts de K tels que
En_D B, > §h+1 D ... D K. Tout G ouvert contenant X contient un

Bn’ et par suilte

b (K) =N ¢ (B)
n

_ s _ s
Mais la condition (1-7) appliquée a B, @ By

- (s
D Bn+1 montre qu'il
existe des fermés Fn(resp. des compacts Fh) tels que
3 1 — t
¢(Bn) o Fn o ¢(Bn+1)’ Donc on a aussi ¢k(K) =N F» et ¢k(K) est

fermé (resp. compact).

Corollaire 1 - Si ¢ applique J6dans F (resp. dans J6) et vérifie

la condition (1-6), ¢g est une application s ¢ 1 de G dans G et
¢k une application s ¢ s de JGdans ¥ (dans JG). De méme, lorsque
(1-7) (resp. (1=7')) est vérifiée, ¢y est une application s ¢ s
de Yo dans & (dansiG), et ¢é une application s ¢ i de G dans G . Plus

précisément est la plus petite majorante s ¢ s de et ¢' la
’ k ? g

plus grande minorante s c i de ¢'.

Raisonnons, par exemple, sur l'application ¢. Si ¢ appliqueJG
dens F(resp. dansdC) et vérifie (1-6), ¢, vérifie (1-7) (resp. (1-7")),
et par suite ¢ applique J6 dans ¥ (dansJG). En effet, pour G ¢ K ¢ G',
G, G' ouverts, K compactyg, on trouve ¢g(G) c ¢(K) ¢g(G'), c'est-a-dire

(1=7) ou (1-7') selon que ¢(K) est fermé ou compact.
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Montrons que ¢g est s ¢ i. Solent G € ¢ , K € Javec K C ¢g(G).
Prenons une sulte Bn d'ouverts relativement compacts vérifiant

B, C B,,4 et UB, = q, d{ouq,g(G) =LrJl q,g(Bn). Le compact K est

contenu dans 1l'un des ¢g(Bn), soit K ¢g(Bn). Pour tout ouvert

- ' - .
G' > B, on a alors ¢g(G ) o ¢(Bn3 o) ¢g(Bn) > X. Donc ¢g est bien

o ]

s ¢ 1i.

lMontrons que ¢k est s ¢ s. Lorsque ¢ applique Hodans JG, donc
aussi ¢, on a vu que ¢F vérifie (1=7'). Soit alors G € G et K € {6

avec ¢k(K) c G. Soient Bn un systéme fondamental de voisinages ouverts

n+1 n+1?
¢k(K) =N ¢g(Bn) =N ¢k(§n). Comme les ¢k(§h) sont compacts, on a ¢k(Bn)

relativement compacts de K tels que Bn D > B d'ol
¢k(§n) c G pour n assez grand, Pour tout compact K' Bn’ on a alors

¢k(K') c G, ce qui établit la semi-continuité supérieure de ¢k lorsgue

¢ applique J6 dans lui-méme.

5i ¢ applique seulement JC dans F, ¢k applique J6 dans F et

vérifie (1=7'). Vérifions que by est s ¢ s pour la topologie de & .

N . : c
Pour celd, reprenons le raisonnement précédent avec un ouvert G = Ko

(complémentaire d'un compact KO, puisque ce sont les VKoqui engendrent
la topologie s ¢ s de & ) et un compact K tel que ¢k(K) c G = Kg.

Les wk(ﬁn) étant fermés et G étant le complémentaire d'un compact K,
on a encore ¢k(§n) c G pour m assez grand, et le raisonnement précédent

montre que ¢k est s ¢ s de Jedans F .

Si ¢" est déjh une applicationns c s de Jodans ¥ (dansd6), on
a ¢" = ¢ﬂ comme on 1l'a vu ci-dessus. Pour toute majorante 4" de ¢, oOn
23 5 " 3 LI, " 3 ol
en déduit ¢g D ¢g puis ¢ = D by Done ¢, est bien la plus petite

majorante.s ¢ s de ¢.



- 12 =

Remarque -~ Si ¢i, i € 71 est une famille d'application s ¢ s de ﬁédansJG,

l'application ¢ = N ¢i est encore s ¢ s. Donc toute application
i€l -
¢ de J6duns JOadmet une plus petite majorante s c s.

Corollaire 2 - Une application ¢ de JOdans ¥ (dans J6) vérifiant

(1-6) est s ¢ s si et seulement si ¢ = ¢k. Une application ¢' de G

dans ¢ vérifiant (1-7) ou (1-7') est s ¢ i si et seulement si

br = e

Ce corollaire découle du précédent, puisque ¢k est la plus petite

majorante s ¢ s de ¢g 11 souligne 1'intérét des applications s ¢ s

de ¥6 dans JG, ou s cide Ggdans G . In pratique, en effet, on .

dutilise le plus souvent que des applications ¢ de JGdans F ou JGtelles

que ¢g(G) soit ouvert pour G € G, et que ¢, = ¢. Ces deux conditions

entrainent que ¢ est s ¢ s.

Remarque -~ 8i ¢ applique @G dans G, ¢* applique ¥ dans & , et la semi- -

continuité inférieure de ¢ équivaut & la semi-continuité supérieure

de ¢* (pour la topologie de JF ).

A toute application ¢ de J6dans JGvérifiant (1-6), la formule

*

assocle donc une application s ¢ s de F dans & ., Inversement, si ¢ est
, : x
une application de & dans F telle que ¢ vérifie (1-7), ou (1-7') la

formule
*

q)l’: (q-’ )k

.

lui acsocie une application s ¢ s de J6dans 3 ou dans JO,
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Dans le cas ou E est l'espace euclidieann, on dit qu'une appli-
cation ¢ de p (R™) (bu d'une partie de KD(mp)) dans p B™) est compa-—

tible avec les translations si ¢(A @f{x}) = {x} ® ¢(4) pour tout x€ R™

et tout A € p (R™). Cette compatibilité se transmet évidemment & tous

les prolongements de ¢.

Corollaire 3 - Si B = R™ et si ¢(¢') est compatible avec les tran-

slations, les conditions de la proposition sont toujours vérifiées.
En particulier, on a ¢ = ¢ (¢ = ¢é) si et seulement si ¢ (¢')

est s ¢ s (s c 1i).

in effet, pour toute application ¢ croissante compatible avec

les translations, on a :

(A @ B) = ¢(U A®{x})oU ¢(4 @ {x}) = B @ ¢(A)
X € B X €B
dés que A @ B et les A@{x} sont dans le domaine de définition. Soit
alors ¢ une application de J6dans P (E) compatible avec les transla-—
tions, K j K' deux compacts et G un ouvert avec Kc Gc K'. On peut
trouver une boule fermée de rayon € telle que K@ §E<: G, et on a
alors

¢(K) = B, @ ¢(K)c ¢(K® B)) = ¢(K')

et l'ouvert G = B_® G(K) vérifie la condition (1-6).

De méme, si ' applique G dansuq et s1i GcXKc G'y, G, G' ouverts,

K compacts, on peut trouver BE telle que K @ §€ c G'. Gn a alors

$1(6) © $L(K) © B, @ ¢L(K) © ¢(K ® B.) < ¢(G")
2
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dHais ¢pc B_ @ b) (K) entraine ¢£(Ki cB_ @ by (K) < b'(K @ B.), et
la condition (1-7) est vérifiée avec K, = ¢£ZK5.
Examinons ce que deviennent ces résultats lorsque ¢ est une

ouverture ou une fermeture.

2 — OUVERTURES BT FERMETURES

| Demad Dt bvend et S jwved _ Jemed _pund . bt _ Pavd _ b __ et Dond

Proposition 2=1 — Pour qu'une ouverture ¢ sur Iovérifie ¢g(G)€ G
pour tout ouvert G, il faut et il suffit que la famille p des
invariant de ¢ contienne un systeme fondamental de voisinages de
chagque B € 2 . ¢g est alors une ouverture s c¢ 1 sur G et ¢k une

ouverture s ¢ s sur JC.

kn effet, supposons que ¢g applique G dans ¢ , et soit B €
G € ¢ avec B < G. On peut trouver un ouvert B' relativement compact

avec Bc B' ¢« B' ¢ G. On en déduit :
B = ¢(B) ¢g(B') c ¢(B") < %§G) c G

Comme ¢g(B') est ouvert par hypothése et que ¢(B') € B, il en

résulte bien que B contient un systéme fondamental de voisinages de B.

Inversement, supposons que @ contienne un systeme fondamental
de voisinages de chaqgue B € B, et soit K, K'e Jb , G € G avec
KecGeK's Ona d(K) €pet (k) c G. Done, il existe G, € G et

BO € B avec ¢(K) c G, < Bo c Gc K', Mais BO c K' entraine
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B, = ¢(B)) ¢ &(K') et ¢$(K) € G, ¢(K') : la condition (1-6) de

prop. 1=4 est vérifiée et ¢g applique G dans G .

Si ¢g applique G dans G , ¢g est une ouverture sur G (comme
restriction a4 ¢ de 1l'ouverture %, prop. 1-1), d'ailleurs s ¢ 1 d'aprés
le corollaire 1 de prop. 1-4. De méme, by est une application s ¢ s de
JC dans Jﬁd'aprés ce méme corollaire, ¢k est croissante et anti~isotone

comme ¢ et ¢g.

lontrons alors que ¢k est idempotente, ce qui achévera la démons-—

tration. Pour K compact, on a :

by ¢k(K) = . g,¢k(K) ¢g(G)
ilais G 2 ¢k(K) entraine ¢g(G) ) ¢k(K). En effet, ¢ étant s ¢ s,
on peut trouver un ouvert G'D> K tel que K € G' entraine ¢k(K') c G,
donc aussi ¢g(G') c G, puis ¢g(G') c ¢g(G), ¢g étant une ouverture.
Mais G' o K entraine par définition ¢k(K) c ¢g(G'), d'ou

¢k(K) c ¢g(G). Par suite :

by by (K) = b (0) 2 ¢ (K)

.
G €G
4y(6) 2 4y (X)

et 1'égalité, puisque ¢, est anti-isotone.

Remargque - Les invariants de ¢ sont aussl des invariants de by

En effet, on a ¢k(B) c B pour tout compact. Si B € 7, on a également
¢, ¢(B) = ¢ (B) o ¢(B) = B, d'ol ¢, (B) = B. Plus généralement, pour
k k ! k :

tout K € JG, on vérifie sans peine les relations :

G(K) = dy $(K) = ¢ ¢ (K)
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Proposition 2-2 - Une ouverture ¢' surg vérifie ¢£(K) € JG pour

tout compact si et seulement si la famille A'de ses invariants
vérifie la propriété suivante : pour tout B € B' relativement compact,
tout compact K et tout ouvert G tels que Bc K< G on peut trouver

B' € B' et K, € Jlavec Bc K, c B' ¢ G ; cette condition équivaut
encore a dire que A'contient un systeme fondamental de voisinage

de B pour tout B € B' tel que B € G

¢i est alors une ouverture s ¢ s sur JC, et ¢é une ouverture

s c i sur G.

Si ¢' vérifie la condition (1-7')B € B' , Bc K c G entraine
$'(B) = Bc by (K) € ¢'(G) ¢ G et la premidre condition de 1'énoncé
est vérifiée. Cette premiére condition est clairement équivalente &
la seconde, Inversement, supposons vérifiée ces conditions. Soit K
un compact, G, G' deux ouverts avec G < K c G'. En posant B = ¢'(G)€ B’
on a donc Bc Bc G' avec B € M, Par suite, il existe B' ¢ G' avec |
Bc B'c G' et B'é B¢, d'olu Bc B' ¢ ¢'(G') et finalement
' (6) © Bc ¢'(G') : la condition (1-7')est vérifiée.

¢L ést alors s ¢ s sur JG et ¢é est la plus grande minorante
s ¢ i1 de ¢' d'apres le corollaire 1 de Prop. 1-4. ¢k et ¢é sont crois-
santes et anti isotones, iontrons que ¢£ est idempotente. Pour ¥ com=

ract, on a

¢k étant s ¢ s, G :>¢£(K) entraine l'existence de G'€ G , G'= K avec

G D ¢é(K') pour tout compact K' & G. Par suite aussi :

(@ => ‘ (K') € G
op(e) = U ()
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Comme ¢é minore ¢', on en déduit :
'GDVGDVGI
NOENNOERMED

Mais G' > K entraine ¢é(GJ) o) ¢£(K), puisque ¢, se définit
indifféremment & partir de ¢é ou de &', et finalement on a ¢£(K) c ¢'(G)
de¢s que G ZD¢£(K). On en déduit alors dp ¢k(K)ZD ¢ﬁ(K) et 1'égalité,

I1 reste a4 montrer que ¢é est une ouverture : mais celad résulte

aussitdt du fait que ¢é applique Gdans G et constitue la restriction

a g de l'ouverture ¢k.

Proposition 2-3 - Soit ¢ une fermeture sur et B la famille de

ses invariants, ¢g applique ¢ dans G si et seulement si pour tout .

compact K, tout ouvert G et tout B € B on a @

Kc Gc B = 7 B'ep , G'e g KcB'cG'cB

¢ _ est alors une fermeture s ¢ i sur G, et ¢k une fermeture s ¢ s

sur JC.

En tant que fermeture sur J&, ¢ applique JC dans 6. 81 ¢
vérifie (1,6), Ko G c B entraine XK ¢ ¢(K) q,g(G) c B et la condition
de 1'énoncé est satisfaite avec B' = ¢(K) et G' = ¢g(G). Inversement,
si cette condition est satisfaite, soient K et K' deux compacts et G un
ouvert avec K< G C K'. On en déduit Kc G c ¢(K'),.et, d'apres la
cordition de l‘éhoncé, on peut trouver B' € B , G' € G avec
Kec B'c G'"c ¢(K'). Mais K ¢ B' entraine ¢(XK) < B', et

G(K) c G' ¢ $(K') : la condition (1-6) est vérifice.

¢g est s ¢ i sur Get ¢ s c s sur JO d'aprés le corollaire 1

de Prop. 1-4. Ces applications sont croissantes et isotones comme ¢.
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Montrons que ¢g est idempotente. Comme on a :

by 4g(6) = U 4 (X)

Kc ¢g(G)

tout se raméne a4 montrer que Kc ¢g entraine ¢(K) c ¢g(G) : il en
résultera q)g q)g(G) c cbg(G), et 1'égalité puisque q,g est isotone.

Or q,g est s ¢ i, e}(t Kc ¢g(G) entraine qu'il existe K'e b, K' c G
avec ¢g(G') -5 K pour tout G' - K', donc ¢k(KJ) > K. Par suite

¢k(K'):3 ¢k(Kj - ¢(X) (puisque ¢, majore ¢). D'autre part, K' = G
dornne ¢K(K').c d,)g(G) par d¢éfinition de ¢y. On a donc bien ¢(K) c q;g(G)
d&s que K c ¢g(G), et ¢g est une fermeture sur G. ¢, applique Y6 dans
Yoet constitue laz restriction adbdu plus grand prolongenent de ¢g’

Wi w}, est une Ierueture :sur)ﬁ.

| Proposition 2-4 - Soit ¢' une fermeture sur 6 ,P la famille de ses

invariants. Pour que ¢£ appligue J6dans &6, il faut et il suffit

que l'on ait pour G € g , K €3G, B'e &'

Ge Kc B' = 9 BE€E PR ,KOEJ'G:GCBCKOCB'

¢ est alors une fermeture s ¢ s sur{C, et ¢é une fermeture s ¢ i sur
9.
Si ¢£(K) est compact, G ¢ K ¢ B' entraine $b'(G) ¢i(K) c ¢'(B') = B,
dtou G c ¢'(G) c ¢£(K) c B', et la condition de 1'énoncé est
vérifide, Inversement, supposons cette condition vérifiée, et soient
G, G' € G et K € Jbavec Gc Kc G'. On en déduit G ¢ K c ¢(G"), et
la condition montre qu'il existe B € B et K € ¥6 avec
GecBc K, ¢(G'). Comme B € B ,.on a ¢(G) ¢ B et $(6) € K, © $(G")
1a condition (1=7) est vérifice.
¢k est alors une application s ¢ s de J6 dans lui-méme (prop. 1-4,
corollaire 2) et une fermeture, comme restriction a JCde la ferme-

ture ¢' - ¢é est une application s ¢ i de G dans lui-méme, manifes—

tement croissante et isotone, il reste & vérifier que ¢é est idem-
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potente, Comme ¢g est s ¢ i, la démonstration est la méme que dans

la proposition précédente.

Proposition 2-5 — Une ouverture ¢ de JGdans JG(resp. de ¥ dans ¥ )

est s ¢ s si et seulement si la famille B de ses invariants est

fermée dans JG(resp. dans ¥ ). Inversement toute famille B fermée

dans JG(dans ¥ ) et stable pour 1a réunion finie est la famille

des invariants associés & une ouverture s ¢ s de JGdansf(de F dans F).
Ure fermeture ¢' de ¢ dans G est sci si et seulement si la famille

de ses invariants est fermée dans G .

Si ¢ est une ouverture s ¢ s de JCdans ¥6(ou de ¥ dans F), et si
une suite A € p converge vers A pour la topologie de JC(ou deF ), on a

A

il

lim A = lim ¢(An) c ¢(4), puisque ¢ est s ¢ s, et par suite

Il

A = ¢(4), puisque ¢ est une ouverture. Donc A € B et B est fermée dans

¥ (ou dans 3 ).

Inversement, supposons £ fermé dans & , et soit F, une suite
convergeant vers ¥ dans F . Si une suite partielle X, € ¢(Fn ) converge
k

k
+ 154
vers x, on peut trouver des Bnke R avec xnke Bnkc: Fnk. Soit Bo une

valeur d'adhérence de B ~dans J . On trouve x € B ¢ F, donc x€ ¢(F)
k

et lim ¢(Fn)c: $(F) : ¢ est s c s.
Si B est fermé dans 6, et si Kn - K dans §0, les Kn sont contenus
dans un compact fixe KO, et on a aussi ¢(Kn)c: Ko' On peut alors repren-

 dre le m@me raisonnement que dans le cas de ¥ et voir que ¢ est S C s.

Te dernier ¢noncé se déduit du précédent par dualité.
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31 B est une fémille stable pour la réunion finie et fermée dans
7 (ou dans $G) elle est stable pour la réunion infinie fermée (resp.,
si la réunion d'une famille Bi’ i€ I, Bi € B est relativement compacte,
sa Tfermeture est dans.ﬁa). Le plus petit prolongement de 1'identité
sur R est alors une ouverture qui vérifie les conditions de Prop. 1-2,
et sa restriction &4 3 (& JG) est une ouverture dont les invariants
sont manifestement les éléments de A. Comme B est fermée, cette ouver-

ture est s ¢ s d'aprés ce qui précede.

Proposition 2-6 - Une fermeture ¢ sur Joest s ¢ s si et seulement si

la famille B de ses invariants contient un systéme fondamental de

voisinages de chaque B € B, .

En effet, supposons que p posséde cette proprieté, et soit
Kedb, Ge ¢ avec &(K) ¢ G. D'apres la propriété de 2 , on peut
trouver G, € ¢ et B, € B avec oK) G, c B, c G. On a K c G, puisque
¢ est isotone, et, pour tout compact K' c G_, G(K') B, ¢ G. Donc ¢

est s ¢ s,

Inversement, supposons ¢ s ¢ s, et soient Be # , G € G avec

Bc G. Comme ¢ est s ¢ s, &(B) ¢ G entraine ¥ G' € G , G' D B,
K'c G'=» ¢(XK') € G, Comme Bc G', il existe Gb € G, KO € JG avec
Bc G, K c G'. K, © G' entraine ensuite ¢(KO) c G, d'ol

Bc G, < ¢(KO) c G. Comme ¢(KO) € B , B contient bien un voisinage
de B contenu dans G, et la propriété de 1'énoncé est vérifice.

Je n'ail pas trouvé de caractérisation équivalente pour les ferme-
tures s ¢ s de ¥ dans Foules ouvertures sci deG dansG . En pratique,
toutefois, les seules ouvertures ¢' s ¢ 1 de G dans G qui présentent
de 1'intérét sont celles gui possédent la proprié¢té supplémentaire

habituelle : ¢i applique JGdans J& (propriété toujours vérifiée dans
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n

13

si ¢' est compatible avec les translations). Ces ouvertures la

sont toujours de la forme :

o' (6) = U ¢(K)
Kec G

o ¢ = by est une ouverture s ¢ s de ¥ dans JC.

3 = QUVERTURES BT FERKMETURES CONTINUES
Les applications s ¢ 1 de % dans F ou de JG dans JGsont moins
intéressantes que les applications s ¢ s. 1l convient pourtant d'en
dire un mot, ne serait-ce que pour aborder le cas des applications
continues,

Proposition 3-1 - Une fermeture ¢ de ¥ dans &F (ou de\KBdansJﬁ)

est s ¢ i si et seulement si la famille B des invariants est

fermée dans F (dans JG ).

Supposons ¢ s ¢ 1 de F dans ¥. 5i Fn € R et Fn -+ P dans & , on
a ¢(F) lim.¢(Fn) = lim P = F, et 1'égalité puisque ¢ est isotone,

donc R est fermé. Méme démonstration pour ¢ s ¢ i de JGdans J6.

Inversement, supposons B fermée dans & . Soit Fn €3, Fn - F

dans F avec une suite partielle ¢(Fn ) convergeant vers F,. De
k
F o ¢(F_ ) résulte P c P, Mais F_ € B puisque P est fermée, donc
ny Ny , o) o
on a aussi ¢(T) < F et $(F) < 1lim ¢(Fn) : ¢ est bien s ¢ i. Démonstra-

tion analogue pour B fermée dans JG.
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Remarque — D'aprés les prop. 2-6 et 3-1, une fermeture ¢ de hEdansJG
est continu si et seulement si B2 est fermée dans JGet contient un

systéme fondamental de voisinages de chaque B .

Bxemple : dans jC(Bn), la fermeture convexe est continue. Ou encore,
dans JCGRZ), 1'application associant & chaque K € J6 le plus petit
triangle équilatéral, ou le plus petit rectangle etc... qul le contie:

(vérification immédiate & partir de la famille 2 des invariants).

Passons maintenant aux ouverture s ¢ i, et pour celd posons

d'abord un lemme,

Lemme 1 - Soit 8 la famille des parties finies d'un espace L.C.D.
BE. Toute application ¢ croissante s ¢ i de JCdans ¥ admet un pro-

longement unicue s ¢ i ¢' de ¥ dans F défini par :

1 (F) = ¢ (3B) (Fe3)

U
B e &
Becbt®

Si le prolongement s ¢ i existe, il est obligatoirement de cett
forme, car la famille filtrante croissante des B ¢ F, B € & converge -
F dans F, d'ol ¢'(F) c lim ¢(B). Mais la famille filtrante des ¢(B)
converge vers OTEC§T, et cette limite est C ¢’(F), puisque B C F don

G(B) c ¢'(F). Drol 1'égalité.

Inversement, supposons ¢ s c¢ i de J6dans & . L'application ¢
définie par la formule du lemme prolonge ¢ de F dans & . On le voit
en reprenant le raisonnement précédant dans le cas d'un compact. Soit

alors Fn une suite convergeant vers F dans ¥ , et x un point de



U ¢(B). On a donc une partie finie B € 4 avec B c F et x ¢ ¢$(B),
B e 4
Bc F
soit B = {X4,.. X, }. Pour chaque 1 ¢ [1,k], on peut trouver une suite

i i . i
e - . | - D
I, ¢ Fn avec y. X5 puisgue Fn F. Posons {x

n’ i=1, ...k} = Bn € é.

On a Bn c Fn, et Bn converge vers B dans.ﬂs. Comme ¢ est s ¢ i sur (6
il en résulte ¢(B) < lim ¢(Bn) c lim ¢'(Fn) et par suite x € lim ¢'(Fn).
Ainsi, on a :
U  &(B) c lim ¢'(F))
Bed
Bc P
Comme lim ¢'(Fn) est un ensemble fermé, il en résulte

$p'(F) < lim ¢'(Fn), et ¢' est bien s ¢ 1 de ¥ dans & .

Proposition 3-2 — Une ouverture ¢ de J6dans Joou de ¥ dans F est s ¢ 1

si et seulement si la famille B des invariants est engendrée (par
réunion infinie fermée) par une famille B, d'ensembles finis posse-
dans la proprié¢té sulvante : pour tout BO = {x1,...xk} € By, » O1
peut trouver des voisinages

G1"‘Gk des points XyyeeeXy, avec

{y17"°yk} E BO dés que yi € Gl, i = 1,2oo.ko

En effet, toute partie finie B €  a son image ¢(B) ¢ B dans &
et le leﬂme 1 montre que A admet bien un systéme de générateurs finis

B, si ¢ est sc 1. Soit B = {x 1"'Xk} € Py et G1"'Gk des voisinages
disjoints des x;. Comme ¢(B ) = B, rencontre les G j» on peut trouver des
ouverts G; en nombre fini n renoontrant B, tels que A N G # 0= ¢(ANG, #¢
Comme w(A) comporte au moins k points, il en est de m&me de A, et

n = k. Comme Bo comporte k points et rencontre les Gj (que l'on peut
toujours supposer disjoints) on a n s k, d'ou n = k. Les Gj’ J = 1460k
peuvent &tre ordonnées de maniére & ce que X5 € Gi' Pour tout

A= {y1,..yk} avec y; € Gy, on a (A) N GY # @ pour chague i, donc

(L) comporte au moins k points distincts. Mais ¢(A) € A entraine alors

= ((A) € B, et la condition de 1'énoncé est vérifiée.
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Inversement, supposons cette condition vérifiée, et montrons que
est s ¢ i, Pour tout F € & on a par hypothése
’ YaY

G(F) = U (@o c 8)

Soit Fn une suite convergeant vers ¥ dans & , et x € $(F) tel que
l'on ait x € B, pour un B, = iX1,..Xk} € B, « On peut trouver des suites

€ F X (i = 1,2...k). D'aprés la condition de 1'énoncé, on a

Yin n' Yin ~

Bn = {y1,n .o yk,n} € B, pour n assez grand, Bn c Fn, et, comme x est

1t'un des points de B_, il existe x € B_c F_avec x = X. On a donc
o n n n n

x, € ¢(Fn), puisque B, € B, , et x - X, c'est-a-dire x € lim ¢(Fn).~

Ainsi 1'union non fermée des Bc F, B € B, est contenue dans le

fermé 1im ¢(Fn). I1 en résulte bien ¢(F) c lim ¢(Fn), et ¢ est s ¢ 1i.

Corollaire — Si B est connexe, les seules ouvertures continues de 6

dans JO ou de ¥ dans ¥ sont 1'identité ou l'application triviale

A - ¢(4) = @.

Soit ¢ une ouverture non triviale de ¥ dans JF. Sa restriction
3 J0est une ouverture de fGdans J6, puisque ¢(K) ¢ K, et elle est
continue sur Jﬁpour la topologie de 36 dés que ¢ esf continue sur & .
On peut donc se limiter & une ouverture ¢ continue de Jodans JG . la
famille B dés invariants est fermée dans §6, d'aprés la prop. 2-6, et
engendrée par un systéme B,de partiés finies possédant la propriété de

prop. 3-2. Soit {x1,..xk} € B, »
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D'aprés la prop. 2-8, il existe un ouvert G axk:tel que
{X1"'Xk—1 vie B, Ppour tout y €G. Soit Gk 1touvert maximal tel
que cette propriété soit vraie, c'est-a-dire l'union de tous les G
gqui conviennent, et soit z un point de la frontiére de Gk. Comme R&
est fermé et que {Xq0eeXy g z} est limite d'une suite {x1,..xké1,zn},
z,, € Gy, on a encore {x1,..xk_1,z} €EBNE =B,
On peut donc trouver un voisinage ouvert G' de z avec
{x1 ee Xy 40 s vl € B, Pour ¥ € G'. Mais on a alors G' <Gy, dtapres
la maximglité de Gk’ et ceci contredit z € Fer + Donc Gy n'a pas
de point frontitre, et, si B est connexe, G, = E. Par conséguent, on
peut prendre y = X,_,, et 1l'ensemble & k-1 éléments distincts
{x1,.. Xk_1} est dans B, De proche en proche, on montre de méme
{X1} € By et le voisinage maximal G1 de X, tel que {y} € B,
pour y € G1 n'a pas de point frontiére et colncide avec E. Comme {x}
est invariant pour tout x € E, on a B = J6(E), et ¢ est 1'identité
sur Ho. Le seul prolongement continu possible de ¢ sur F est alors

1'identité sur &, ce qui achéve la démonstration.
. E ’ ’ . . I n
Tndicuons quelques résultats complémentaires relatifs a (R,

Proposition 3-2 - S5i & est une partie de Jé(mn) stable pour laddition

de MINKOWSKI, les seules ouvertures sur ¢ compatibles avec l'addition
de MINKOWSKI:@ sont l'identité et l'application triviale G(K) = ¢

Sur .

Soit, en effet, ¢ une ouverture surJO vérifiant ¢(K ® K') =
o(X) ® ¢(X'). En particulier ¢({0}) = ¢({0}) ® ¢({0}), d'oh
v({0}) = {0} ou ¢ puisque &({0}) est compact. Si ¢({0}) = @, on a
$(K @ {0}) = ¢(K) ® ¢ = ¢ pour tout compact K, et ¢ est l'application

triviale. Supposons donc ¢{O} = {0}. Il en résulte, pour tout x ¢ R



o({x}{@® o({-x}{ = ¢({x+(~x)}) = {O}. Done $({x}) n'est pas vide et est
réduit & un seul élément. Comme ¢{x}c: {x}, puisque ¢ est une ouverture,

b({x}) = {x} et ¢ est 1'identité.

Proposition 3—4 - Sur JG(R™), toute fermeture ¢ compatible avec

1'addition de MINKOWSKI est continue, compatible avec les transla-
tions et les homothéties de module positif, laisse invariants les
ensembles réduits & un point et applique l'espace C(J6) des convexes
compacts dans lui-méme. Une fermeture ¢ sur G (R™) est compatible
avec @ si et seulement si la famille B des invariants est stable

pour les translatlons, 1'addition de MINKOWSKI et 1'intersection in-

finie, et cont1ent une suite croisgsante Bk dont la réunion est[R PN
Soit ¢ une fermeture sur J@®R™) vérifiant ¢(X @ K') = ¢(K) @ ¢ (K')

a/ On a ¢({x}) = {x} pour tout x € R™, et ¢ est compatible avec les
translations. En effet, {0} = {0} @ {0} donne tout d'abord

6({0}) = ¢({0}) @ ¢({0}). Comme ¢({0)} est compact et contient {0},
i1 en résulte ¢({0}) = {O}. On en déduit {0} = ¢({x} ® {=x}) =
w(§x}) @ ¢({-x}) pour x € R™. Donc ¢({x}) est réduit & un point, et
{x}  ¢({x}) domne ¢({x}) = {x}. Pour tout compact K, on a alors

V(K @ {x}) = {x} ® $(K), et ¢ est compatible avec les translations.

b/ Pour A € C(J6), $(A) est convexe, et ¢(rd) = r¢(4A) pour r rationnel = O

En effet, si A € C{y0), on a A = % AC“, dtol ¢(A) = ¢(%)@m. Par suite

$(A) est indéfiniment divisible. 0(A) est donc convexe. On a alors
$(8) = o(5)®"

Enfin, en changeant A en Ak, k entier positif :

=n ¢(%), puis, en chengeant A en nA : ¢(na) = n ¢(4).

B0 =n @ =L o)

Il
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¢/ ¢ est continu sur JG.

Désignons par B, la boule de centre O et de rayon %. D'apres B,
n
on a ¢(B1) = % ¢(B1). Comme ¢(B1) est compact, pour tout n donnés O,
n 1
on peut © trouver N avec ¢(Bl) == ¢(B1) c Bn pour n = N_.
n

Soit alors An une suite convergeant vers A dans Jé. Pour n assez

grand, on a A < A® Bl et AC A @ Bl , d'oli aussi

NO No

$liy) © (R © 63y ) < () © B, et 6(4) € 0lhy) @ 4By ) € olay) @B,

NO o

Donc ¢(An) converge dans J6vers $(A) et ¢ est continue.

d/ Pour A 2 0 et A € JG6, on a ¢(AA) = Ap(A), et 2 est invariante pour

les homothéties positives.

Si A est convexe et compact, d'apres b/, la relation est vérifiée
pour A rationnel = 0. Mais, d'apres c/, ¢ est continue et la relation
est donc vérifide pour tout A 2 0. Soit ensuite A € B un compact
invariant pour ¢. De A = ¢(A) résulte (ML) = ¢(A(A)) D AQ(A) pour
tout A > 0, donc aussi, en changeant A en %, % ¢(A) < ¢(%), puis,
en changeant A en AA, &(AA) < AG(A). On a donc 1'égalité
o(AA) = AG(A) = AA. Par suite, B est invariante par homothétie, et

la relation est vérifiée pour tout A € B .

S0it maintenant K un compact quelcongue. De A K < ¢(AK) résulte
K c % $p(AK). Mais % ¢(AK) est invariant, d'aprés ce qui précéde, et
% b (AK) pour tout
A > 0. En changeant A en 1/A, on en déduit ¢(AK) = A¢(K) comme ci-

vérifie la relation d/, donc ¢(K) c ¢(% $(AK)) =

dessus.
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e/ Passons alors & la deuxidme partie de 1'énoncé. D'apres ce qui pré-
céde, si ¢ est compatible avec @, B est stable pour les translations,
1'addition ® et 1'intersection (et aussi d'ailleurs avec les homothéties
positives). Inversement, soit B ¢ J6 une famille stable pour ) , @ et
les translations. Ie plus grand prolongement sur J6de 1l'identité sur B

est une fermeture sur JGdéfinie par :

(e) G(K) = N B
BER
Bo K
I1 faut montrer que ¢ est compatible avec 1l'addition de
IINKOWSKI. La relation (e) entraine que ¢ est compatible avec les
translations (puisque Rest invariant pour les translations). Pour

K et X' dans JO, il en résulte

p(K® K')

it

(U K@f{x})> U o(K®{x}) =
x € K!' x € K!

= U {x} @ ¢(K) = K'® ¢(K)
X € K'

soit

(K @ K') DK' @ $(X)

Comme ¢ est idempotente et croissante, on en déduits

b ¢ (K@K = ¢X @K') D ¢(K'® ¢(K)) 2 ¢(K') @ ¢(K)

Finalement donc on a :

(£) (X @ X') o (K)@ o(K")

et il reste & démontrer 1l'inclusion inverse.
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Soit x € (K ® K'). On peut trouver B et B' dans g avec B DK
et B' o K' (puisque B contient une suite croissant vers [R™). On a

B@&B' oK @K', donc x € B @ B', soit :

x = x(B) + x(B'), x(B) € B, x(B') € B!

Considérons alors la famille filtrante décroissante Ek

= {B, B€r,B oK. Ona lin B = ¢(K). La famille filtrante

IS}
K
x(B), B € BK admet une valeur d'adhérence (puisque les B sont

compacts), qui dépend évidemment de B'. Soit y(B') cette valeur
d'adhérence. Comme ¢(K) est la limite de la famille filtrante
(ByBr ) on a y(B')€ ¢(K). Les x(B') = x - x(B) ont aussi une

valeur d'adhérence y'(B') selon By s et y'(B')€ B'. Ainsi, on a :

x=y(B") +y'(B'), y(B') € ¢(X), y'(B')€ B

I1 suffit ensuite de considérer la famille filtrante BK'
={B'y, B'€ B , B'D K'} pour voir de la méme manidre que y'(B')
a une valeur d'adhérence z'€ (K'), et par suite y(B') une valeur
d'adhérence z € ¢(K) avec x = 2 + z'. On a donc x € ¢(XK) @ ¢(X'),
d'ot (K @ K') © ¢(K)ep(K'),et 1'¢galité d'aprés (f). Ainsi ¢ est

compatible avec l'addition de MINKOWSKI : Quod erat demonstrandum.

Corollaire 1 - S5i une famille R < JG est stable pour les transla-

tions, l'addition de MINKOWSKI et l'intersection infinie, et contient
un compact d'intérieur non vide, €lle est stable également pour les
homothéties positives, contient les ensembles réduifs a un point et
des compacts convexes non réduits & un point, elle est fermée dans

JG et contient un systeme fondamental de voisinages de chaque B € f3

(et, en particulier, de chaque point de R™).
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in effet, étant stable pour @ et contenant un convexe d'intérieur
non vide, B contient une suite Bk croissant verS\Rn. D'aprés la propo-
sition, le plus grand prolongement ¢ sur JC de 1'identité sur p est une
fermeture sur Yo compatible avec @ 11 suffit alors d'appliguer la
premitére partie de la proposition, et d'utiliser les Prop. 2—-6 et 3-1

pour exprimer la continuité de ¢.

kxemples : Les convexes de B, les parallélépipedes rectangles & faces
paralleles auX nyperplans de coordonnées, etCees constituent des
exemples de ramilles g possedant ces propriétés. Citons encore dans(R2

les triangles équilatéraux, ou la famille B des ensembles de la forme :

délimités par un angle droit translaté

du quadrant positif et le graphe d'une

fonction décroissante.

Ta fermeture associée se construit comme sult ¢

11 n'est pas difficile de vérifier
qu'elle est compatible avec 1t'addition

de MINKOWSKI.

Gorollaire 2 — 51 P vérifie les conditions du

corollaire 1, il en est encore de méme de la famillc

R = BN C(0) constituée des convexes de B .

Fn effet, si A et B € c(y6), A ® B est convexe et on a

¢(A @ 3B) = G(4) @ &(B) avec $(A) ét ¢(B) convexes dtapres la

¢

proposition.
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4 - APPLICATION COMPATIBLE AVEC LES TRANSLATIONS

4-1 — Propriétés algébriques

Dans ce paragraphe, nous nous plagons dans 1l'espace mp'et nous
ne considérons (sauf mention explicite du contraire) que des applica-
tions ¢ de @dans P (R™), (o ¢ C P (R™) est stable pour les transla—
tions) compatible avec les translations. En écrivant Ax au lieu de

A ® {x}, on a donc toujours ici i
$(A) = b(A), (A €q)

De méme, nous désignerons par B la famille {B_, B€ # } des
tranélatés BX par un x €£Rn donné des ensembles B d'une famille

B < p(RY)

Désignons par (% le noyau d'une application ¢ : g - P(iRn) défini
par :

U=1{A:A €qg,0¢€ ¢(a)}
51 ¢ est compatible avec les translations, on a x € ¢(A) si et

seulement si A € (¥ . Inversement, si (Fest une famille quelconque
X :

contenue dans ¢ , l'application ¢ définie sur g par :
¢(4) = {x, x € R, A € }

est compatible avec les translations, car

y o€ blhy) o hy €0y o hed) y ey-h € b(A) oy e ¢(A)y

et son noyau est manifestement (%, I1 y a donc correspondance bijective
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entre les familles (# < @et les applications ¢ compatibles sur ¢ avec

les translations.

v
Exemples — La dilatation A - A ®3B (B quelcongue dans PGRn), admet le

noyau
(4-1) F=vy Na (vy = {B', B'e » (R, B'N3B# ¢
v
L'érosion A - A ® B adnet le noyau :

(4-2) U=vy Na WB={W,B'GP(WW,B':B)

X

v
L'ouverture de A selon B, soit A - Ap = (A ® B) @ B a pour noyau :

(4-3) U= Uy (ig ng)
ye B y
v
La fermeture A - AB = (A® B) @ B de A selon B a pour noyau :
(4-4) U= Ny (Vg NA4)
y€B v

L'identité sur @ a le noyau (&= JNa , ouJ désigne l'ensemble

des parties de mn'contenant l'origine (5} est un ultrafiltre).

Ta translation par x € m@, soit A - AX a pour noyaufUX Nna

On note que @ et BR" sont les seuls éléments de P(R") stables

pour les translations.

Si donc ¢ et{Rn sont dans ¢, leurs images seront soit @, soit ﬁn.

I1 est clair que 1l'on a :
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WD) =P o @ g U b(p) =R" o ¢ €

V(RM= ¢ « R ¢ O G(RM)=R" & R® ¢ &

Pour les applications ¢ croissantes non triviales, les seules

que nous considérerons dans ce qui suit, on a nécessairement

G(P) = @ et G(RY) = BR™, c'est-a-dire :

G £ ¥ et R e

Notons encore quelques propriétés élémentaires pour A, B € 4

A < ¢(4) o Jc ¥ '
(4-5) ‘
G(a) <A n&’cg

Plus généralement, si deux applications vérifient ¢ < ¢', leurs

noyaux (Fet (¥ vérifient Fo U
(4-6) Uc U'e ¢ co

De méme, si R i € I est une famille d'applications sur &,
et si (fi est le noyau de ¢;, le noyau de (¢, est NJ; , celui de

U Gy est UU?L.

Une application ¢ est croissante si et seulement si A € &,

B € (¥ et A DB entraine A € (¥ . Nous énoncerons cette propriété

en disant que (Fest permis dans & pour la réunion U . Analytiguement,

cela dorne

(4=7) ¢ croissante o (¥ = U (g Na )
B €
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Compte tenu de (4=2), on voit que toute application croissante

est de la forme :
v
(4=7") G(A) = %l (A © B)
: B €
clest-h-dire est la réunion des érodés de A selon les B € ¥

Lorsque @ est stable pour la réunien finie, on a :

(4-8) (¥ stable pour réunion finie e ¢(A) N ¢(B) < ¢(A U B)

5i «“ est stable pour 1l'intersection finie, de méme :

(4=8") (¥stable pour intersection finie o ¢(4 N B) > (&) N ¢(B)
Démontrons, par exemple, (4-8'). x € ¢(A) N ¢(B), dquivaut a

A ¢ U; et B €U, , et x € d(AMNB) a ANB € C%k . L'inclusion

de (4-8') est donc vérifide si et seulement si A € (¥ et B € &

entraine A N B € O

11 est clair que, si @ est stable pour N, ¢ est croissante si et
seulerent si ¢(A N B) < ¢(A) N ¢(B). De (4-7) et (4-8') on déduit
donc

(4-9) (¥permis dans ¢ pour U et stable pour Ned(AN B) = ¢(4) N ¢(B)

Nous énoncerons cette propriété de (¥ en disant que Cest un filtre

dans ¢ . Ainsi, une application ¢ est compatible avec 1l'intersection

finie si et seulement si son noyau (Fest un filtre dans ¢ . On en

déduit simplement une propriété intéressante



Proposition 4-1 -~ L'identité est la seule application de P (m?) dans

lui-m8me qui soit isotone et compatible avec l'intersection et les

translations.,

En effet, si ¢ est une telle application son noyau est un filtre,
tapres (4-9), et vérifie P c (¥, d'aprés (4-5). or J est un ultra-
filtre sur P (Bn). On a donc nécessairement J = UV, et ¢ est l'applica-

tion identique.

fixaminons aussi la dualité., Soit ¢ définie sur ¢ et (¥son noyau.

* C *
¢ est définie sur ¢ , et son noyau ¢ est :

(4~-10) O = qa A% €eqg 4, A E )

* . . . . %*
¢ est croissante si et seulement si ¢ est croissante. Donc o
est pernis pour () dans &~ si et seulement si (¥est permis pour
- * . .
dans g . De méne, (}" est stable pour N si et seulement si G (¥ est

stable pour . Il en résulte, d'apres (4-8') :

(4-11) ( U’stable pour U o (A UB) o ¢(4) U ¢(B)

et, d'apreés (4-9) 3

(4=12) (¥ permis dans ¢ pour et (b, O stable pour U e (A UB) =
$(A) U ¢(B)

\

Nous énoncerons cette propriété»dé Pen disant que Cest un

antifiltre dans ¢ . Ainsi, ¢ est compatible avec la réunion finie

si ot seulement si son noyau (Jest un antifiltre.
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Dans p(R™), (¥est un ultrafiltre si et seulement si (Fest & la

fois un filtre et un antifiltre. En effet, on sait qu'un filtre o4

est un ultrafiltre si et seulement si pour tout A € ¢ (Rn) on a soit
A € (¥ soit A°€ ¥ (on rappelle que @ £ (&), Si Fest un ultrafiltre,
AF et B F (¥ entraine A° € (¥ et B® € ¢, donc A® NB® € (¥

et par suite ((A° NB®) = 4 UB f!L?' : 5 ¢¥ est stable pour U .
Inversement, si HFnrest pas un ultrafiltre, on a un A g’(7/avec

A ¢ Y. vaisR® = A UA® € ¥, done [} (¥n'est pas stable pour U .

On déduit alors de (4-12) et de (4-9) qu'une application de P(R™)

dans lui-méme compatible avec les translations est compatible & la fois

avec la réunion et l'intersection si et seulement si son noyau Cfést\

un ultrafiltre. On sait que les seuls ultrafiltres que l'on sache

construire effectivement (bien que l'axiome de Zorn permette d'établir
qu'il en existe beaucoup d'autres) sont les ultrafiltres triviaux
Jy=f{A A€ P (R™M), x € A} pour x € R™, On a vu que ces ultrafiltres
sont les noysux des translations de R™. On peut donc conclure que les

translations sont les seules applications de P (R®) dans lui-méme compa-

tibles avec la réunion, 1l'intersection et les translations que l'on

sera capable de construire effectivement (bien qu'il en existe théori-

guement beaucoup d'autres, infiniment plus compliquées).
Par dualité, la proposition 4-1 donne :

Proposition 4-2 - L'identité est la seule application de P ﬂRn) dans

lui-méme qui soit anti isotone et compatible avec les translations

et les réunions.

Corollaire - Sur @ GRn), il n'y a pas d'ouverture compatible avec

les translations et les réunions, ni de fermeture compatible avec
les translations et les intersections, gqui soit distincte de

1'identité.
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Si ¢ est une application croissante de & dans P (R™), son noyau

et le noyauly* de l'application duale sont 1iés par (4~10), qui,

compte tenu de (4-~7), s'écrit aussi :

”

0‘1’* = N (VB ﬂﬂc )
B e
(4=13) d
B €O
\

(la deuxiéme formule s'obtient en échangeant les r8les de ¢ et ¢*.

On en déduit

'4
(A) = U ALOB=
€

N A @
B €

B e

La premiere relation a déja été établie en (4-7'). La seconde

résulte de (4-13) et de (4-1).

Proposition 4-3% - Toute application ¢ croissante de & dans

" *
désignant par Fet (¥ les noyaux de ¢ et de ¢ , on a pour A € @

n
P(R™) .
admet deux représentations, l'une sous forme de réunion d'érosions,

l'autre sous forme d'intersection de dilatations. Explicitement, en

Bn ce qui concerne le plus petit prolongement ¢ et le plus grand E

dans 1l'application ¢ de @ danisn, leurs noyaux Qfef ¢ se déduisent du

noyau (Fde ¢ par les formules :

(4-14) = U F= N L
pey A7 pey A
et vérifient les relations de dualité
« % M
(4-141) (Y = (0, ()= (0



- 38 -

Reprenons les notations de la proposition 1-3 : Soit @ et &
deux parties de PGRn), ¢ une application sur g, ¥son noyau, ¢b la
restriction 4 p de ¢, C% son noyau, ¢, enfin la restriction & @ de

mb et l};sonAnoyau. On a donc :

&:(}ﬁﬁy%:wma

b~ 8

avec Lz > { En termes de noyaux, la proposition 1-3 indique que ¢ = ¢a
équivaut a : pour tout x € R™ et tout A E'0§ , on peut trouver B € B
tel que Ac B et que A' © B! = A' £ 0§ pour A' € ¢ . Comme @ et B

sont stables par translation, on a un énoncé équivalent en se limitant

au seul point x = O, Par suite :

Proposition 4-4 - Avec les notations précédentes, ona ¢ = ¢

a
si et seulement si le noyau e ¢ vérifie la propriété suivante :

Pour tout A €.4 tel que A £ (7, on peut trouver B € B avec A C B

tel que A' £ (¥ pour tout A' € ¢ inclus dans B .

*
Par dualité, on obtient un résultat anilogue. Partons de ¢ définie
C * . . *. C ~% .
sur ¢ , de noyau (¥ , formons la restriction ¢b a pBde ¢ , puis la
* *
restriction a ac de ¢;, soit ¢; (¢b et ¢a sont effectivement les duales
des ¢a et by On a ¢; c ¢* et 1'égalité si et seulement si pour tout
*
A€ Of on peut trouver B G'Bc avec B © A telle que-A' € ¢ pour tout
A' € ap tel que B c A'.

- Applications s ¢ s

Nous allons nous intéresser au cas @ = b ou F et # =G .

Auparavant, établissons quelques résultats préliminaires.
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Proposition 4-5 — Une application ¢ de JG (ou &) dans P(R™) est une

application s ¢ s de JO6 (ou F) dans ¥ si et seulement si son noyau
est fermé dans ¥ (dans$6). De méme, une application ¢' de G dans
P(mn) est une application s ¢ 1 de G dans G si et seulement si son

noyau (%' est ouvert dans G .

Notons d'abord que si (Fest fermé, ¢ applique 4O (ou F) dans F .

En effet, x € $(A) équivaut a A_Xné et, si X, = X, A_Xn - A_

dans JO(ou §), donc A__ € (& , soit x € ¢(A) : ¢(A) est fermé.
Ensuite, on note pour K compact :

(a) ¢"1(VK) =fA: A NKZe = U U
x € K

Cet ensemble est fermé dans JG(ou F ), et par suite ¢ est scs,
si (Pest fermé dans $6 (ou F ). En effet, si une suite A, =B @ {xn},
avec B € et x,, € K converge vers A dans G(ou & ), on peut trouver

une suite partielle X5 convergeant vers x € K telle que Bn converge
k k

vers B € ¢¥ (si l'espace de définition est JG, cette possibilité résulte
du fait que Bn = An @ (-xn) est contenu dans un compact fixe, puisque
A, - A dans $6). Mais alors Bnk ®(xnk) = Ank converge vers B @{x} = A,
et on a bien A € (% , et A€ U % . Donc &4(VK) est fermé dans JG

be
x € K
(dans ¥), et cela signifie justement que ¢ est s ¢ s.

Inversement, si ¢ est s ¢ s, ¢-1(Vk) est fermé pour tout compact
K. En particulier, pour K = {0}, ¢_1(V{O}) = Farapres (a), et &

est fermé dans {6 (dans F ).

L'énoncé relatif & l'application s ¢ i de G dans G s'obtient

enfin par dualité.
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Soit alors ¢ une application de $bdans 3 , et (¥son noyau, Ug

et Liiles noyaux des applications ¢g de G dans P(R™) et by de 36

dans p(Rn), construites comme dans les corollaires de Prop. 1-4.
Le corollaire 3 nous indique que ¢g applique G dans Get ¢k’ JO
dans ¥ , puisqu'il stagit ici d'applications compatibles avec les
translations. On peut le vérifier directement. On a, en effet,

P U W, N¥, L= U W.N
xk e K e xep KO

Par suite, ﬂ% est réunion de WF ouverts dans G, et la proposition

a

4-5 montre que ¢g est une application s ¢ i de G dans G. Quant a &,

dtaprés (4-14), il est donné par :

- Uni = Ne Vv, N
ke rev, A
g
»*
Mais lfé, dual de LE est contenu dans &. Pour A€ & ,

VAchK5est fermé dans {0, donc Ui est fermé dans {6, et, d'apres

Frop. 4-5, ¢, est une application s ¢ s de 6 dans ¥ .

Le corollaire de prop. 1-4 nous indigue méme que ¢k est une
application s ¢ s de /Odans lui-méme si ¢ est une application de 36

dans J6.

¢, majore ¢ sur JG6. D'aprés la prop. 4-4, on a ¢ = ¢ si et
seulement si pour tout K £ (¥ on peut trouver G € G avec KX cG et
K € pour tout compact K' G, Mais cette condition exprime
exactement Que (¥ est fermé dans J6, Ainsi, compte tenu de la prop. 4-5
on a ¢k = ¢ si et seulement si ¢hest‘elle—méme une application s ¢ s
de IG dans ¥ . Par suite si ¢1 est une majorante s ¢ s de ¢, les opé-
rations ci-dessus appliquées & ¢ et & ¢1 conduisent a la relation
by C ¢1, de sorte que ¢k est la plus petite majorante s ¢ s de ¢

(ou, ce qui revient au méne, Q; est la fermeture de (¥ dans J0).
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On aura des résultats analogues en partant d'une application ¢'

de Gdans G et en formant ¢£ et ¢é.
> . Ve * *
Au lieu de ¢g ou ¢é, on peut considérer leurs duales ¢g et ¢é
que nous désignerons par ¢f et ¢% : ce sont des applications de &

dans ¥ s ¢ s si et seulement si leurs duales le sont. Nous désignerons

, o
par (% et (% leurs noyaux :
Résumons :

Proposition 4—6 — Soit ¢ une application de JCdans ¥ (dans JC),

(¥ son noyau, ¢f = ¢; et 0? son noyau, ¢ et 61 son noyau construits
comme ci-dessus, ¢f est une application s ¢ s de & dans & , et ﬁ%%
est fermé dans & . ¢k est une application s ¢ s de J6dans ¥ (resp.
dans J&) et (fj est fermé dans (6. Plus précisément, (J) est la ferme-
ture de (¥dans JO, et ¢k la plus petite majorante s ¢ s de ¢. On a

b = by si et seulement si ¢ est elle-méme s ¢ s. Le noyau de bp est ¢

Ve = Qp (ren®

et les noyaux de Ua;et 0} sont 1iés par les formules réciprogues :

- U = | I Jo ’ = )
(4-15) . FQ%(VFDJ/) A ngk(VKﬁs)

1
De méme, si ¢' est une application de F dans F et
' '
. ai T t =
son noyau, on forme Succes'lvement ¢, de noyau Uy o Qc?' (Vg N J6)
et ¢} dont le noyau est L}f =N (Vﬁﬁg).¢i est une application s ¢ s
KGU <
de 4Cdans ¥ ’ ¢% est la plus pet%%e application s ¢ s de & dans &
majorant ¢'. En particulier ¢% = ¢' s1 et seulement si ¢' est s c s,

Enfin les relations de dualité (4-15) sont valables pour L?L et
t
Veo




Corollaire - Toute application b, 8 C S de dOdans § est de la forme :

v
b (K) = N KoF (X €0)
€

B B

ol B est une partie fermée de ¥ , et toute application ¢f S Cc s

de ¥ dans F est la forme
] v
bp(?) = 0 Fek (F € )

ou p'est une partie fermée de Yo, Inversement, toute application

de ce type est s C S.

On voit ici se poser deux questions — d'ailleurs liées. A quelle
condition une application ¢k s ¢ s de ¥6dans F applique-t-elle en fait
JGdans JG, et est-elle s ¢ s pour la topologie de {Gg & quelle conditio:

cette application admet-elle un prolongement s C S de ¥ dans F ?

Supposons que ¢k admette un prolongement s ¢ s de ¥ dans ¥, soit
¢%. D'apres (4-15), ou le corollaire de la proposition, cela implique

aue ¢y soit bornée, en ce sens gu'il existe un compact KO tel que :
¢, (K) € K @ K| (K €0)

Fn particulier, ¢k applique en fait ¥odans Jbet (comme on le
vérifie sans peine) est s ¢ s de JGCdans JG. Ce prolongement, s'il
existe, n'est pas nécessairement unique, mais il eiiste toujours une
plus vetite application ¢% s ¢ s de ¥ dans ¥ dont la restriction 2 6
ma jore ¢y.. Elle est définie comme l'application dont le noyau l%;est

1la fermeture dans JF de Baih‘g ’ soit‘:

(4-16) o= (O n3)

L'application ¢% ainsi définie est effectivement un prolongement

de O si et seulement si on a :
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Par suite ¢k admet des prolongements s ¢ s de Fdans Fsi et

seulement si on a :

(4-16") b= T8 ns nio = Uh 0 o

et dans ce cas le plus petit prolongement ¢% s ¢c s de Fdans F est
définie par son noyau (4-16). La condition (4-16') exprime exactement
ceci ¢ si une suite de fermés Fn telle que chaque Fn contienne un
Kn.e 01 converge (au sens de la topologie de ¥ ) vers un compact K,

on a K € bﬁ.

Pour caractériser de manidére plus précise la structure de 1l'ensemble

Lot
Lff, notons que l'on a :

v.o= U W, N 6
k K€ K
puis :
O Ng = U W, N X
k K
~ Keﬁi{

lais pour tout X € 4, le fermé de F Wy N3 est manifestement la
fermeture dans F§ de WK:0<K3(si une suite de oompacthh-D K converge

dans ¥ vers F € ¥ , on a encore F > X). Par conséquent :

I -

. - YA
o= U WnFg= U e NG

K Géfk K Eéﬁk

et, d'aprés la propriété bien connue des fermetures topologiques

(4_17) U‘ = U W, N J'G = [/9’
f : K k
K ey
L; est simplement la fermeture dans & de &E:considéré comme Sous-
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ensemble de ¥ . En conséquence, la condition {(4-17) équivaut & :

(4=17") &= 0 N Jo

et signifie : si une suite Kne Oi converge au sens de la topologie

de ¥ (et non de celle de §G, c'est-a-dire sans vérifier nécessairement
la condition Kn C KO pour un compact KO fixe) vers un compact K, on

a K ¢ Li.

J e
D'aprés sa définition (4-17),0, = U, vérifie toujours la

relation @

(4-18) e = Op Nib= Y NI
i ) ' v - 1
En effet,&é > (/“’k donne Uf N J¢ :30"k et U)’f NG o Ul’{ = U'f .

. ' ’ r 3 . 3 . r i3 s 7
Mals,C} étant fermé, 1'inclusion inverse est toujours verifiee,

Dans le cas général, il peut arriver que l'on ait C}; = F ,
et que par suite ¢L soit lt'application triviale ¢%(F) = RY Il en est
ainsi, si et seulement s'il existe dans Cﬁ'une suite Kn de compacts
convergeant vers ¢ dans JF (cette suite Kn ne converge pas dans fé,
cardng est fermé dans JG). Pour que l'on n'ait pas P € U% = ZZ; ’
il faut et il suffit qu'il existe un voisinage de® dans & , c'est-a-

K
dire un V O, disjoint de O?, autrement dit :

(4=19) B Up & UpcVy N6

0]

A son tour, cette condition équivaut & dire que by est bornée

dans le sens déja cité : 11 existe un compact K, tel que :

v
(4-20) b (K) € K@ K (K € i0)
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Inversement, supposons que ¢y vérifie (4-20). On a alors

e m«}ész
@ 0

Désignons alors par ¢% sa restriction & JG, dont le noyau est :

NF, etk vérifie la méme relation (4-20),

(4-21) B,= C.0i6 = 006

¢ majore ¢y, et 1l'on a ¢ = ¢y si et seulement si (4-17') est
vérifide (c'est-a-dire si et seulement si ¢k admet des prolongements
s ¢ s sur ). Cette majorante ¢§ admet toujours des prolongements

s ¢ s sur ¥, et, plus précisément, c'est la plus petite majorante de

by

Y

oui posséde cette propriété, En effet, d'aprés (4-18), on a toujours

— | T
O = Lf;, et par suite 03{r1f6= <7} N6 = U; JI1 est clair que ¢y

est la plus petite majorante de ¢ vérifiant cette propriété, puisque

— 11

' “n
(¥, =0 et que ¢L est la plus petite application s ¢ s sur & majorant
f k f

by sur G

Remarquons, pour terminer, que la condition (4-17') équivaut & dire
que ¢k est une application s ¢ s de Ydans JCpour la topologie induite
par celle de ¥ (aussi bien que pour la topologie myope). En effet, cette
derniére condition exprime que Z}kest la restriction & JGd'un fermé
de ¥, soit(ff{ = (N J6 pour un ¥ fermé dans F, d'ol U‘k: —(/zi{ﬂJ’G.

Enongons ces résultats :

Proposition 4=7 - Pour qu'une application s ¢ s ¢ de & dans ¥
k

admette un prolongement sur F s ¢ s de & dans & , il faut et il
suffit que l'une des deux conditions équivalentes suivantes soit

vérificée :

1 - ¢k est une application de JG dans lui-méme s ¢ s pour la topologie

jnduite sur J{ par la topologie de F .



- 46 -

2 = Le noyau de Zﬁivérifie la relation ¢$:= é}k N G,

ﬁiﬂiésignant la fermeture de (5 dans ¥ .

Lorsqu'il en est ainsi, le plus petit prolongement s c s de ¢i sur

' —
% est l'apprlication ¢% dont le noyau est 0% = [fk .
Pour qu'il existe une application non triviale s ¢ s de & dans &
majorant ¢, sur J6, il faut et il suffit que by soit bornée, c'est-

a-dire qu'il existe un compact KO tel que l'on ait :

¢ (K) € K @ K (K € J6)

La plus petite application ¢% s ¢ s de ¥ dans ¥ majorant ¢k sur JG

est alors définie par son noyau

La restriction ¢y de ¢L & JC, définie par son noyau [F) = .Z%QFNJG
est alors la plus petite majorante s ¢ s sur JCde ¢, admettant un
prolongement s ¢ s de % dans ¥ , et le plus petit prolongement s ¢ s~
de ¥ dans ¥ de cette application ¢ﬂ coTncide avec ¢%, autrement dit,

on a 3

. " _—
Oy = Oy N6

fxaminons ces résultats du point de vue de la dualité exprimée par
les formules (4-15), et soit ¢f 1l'application s ¢ s de ¥ dans F associée
4 ¢, dont le noyau V¢ est défini en (4-15). Supposons que ¢, admette un
pilus petit prolongement ¢% s c s sur ¥§ , et soit Ué = ‘Zi: sSOn noyau.
A ¢%, les formules de dualité (4-15) fermettent d'assoc%er une appli-
cation ¢y .de Jodans ¥ , définie par son noyau 3
'

*y = n (Vo N Jo)
kT ople o ¥
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e N (Tpnie) = Upn o

¢! est donc une application bornée de JGdans 6, majorée par la restric-
tion & JCde d)f. Elle admet donc une plus petite minorante s ¢ s d,)i'( se
n
prolongeant par une application s c¢c s de & dans ¥, Soit (’Pk son noyau
" " ]
et ﬁ‘f le noyau qui lui est associé par dualité. Comme U‘k > U,
" ) L "
on a (9‘f c e Mais de méme Oy © 0% implique &% < wa, puisque ¢} est la
plus petite majorante s ¢ s admettant un prolongement s ¢ s sur J d'ou
n . ] '
par dualité O‘f o U"k. Finalement U;{ c &"‘f c O’f Or q,% est le plus ~pe\tit‘
1 ALl
prolongement s ¢ s de O'k. On a donc U'f = Uf , et par dualité (" :(}l'(
k L
1}
Par conséquent U’k vérifie lui aussi la relation

U}'{:T}‘l'{n\lﬁ»

Scit alors q;%' le plus petit prolongement s ¢ s sur JFde

i ' mne
d’l'{ = q,.l;, et 0"1,. son noyau. [)’k c (/;. entraine Qf c (2‘% o S0it q;ﬂ' lt'appli-—

1ne "t
cation de noyau U’k associde A [)’f selon les formules (4-15). On a cette

"t

i1} "e 1 . nt 1 ]
. . . as 9-
fois ()”k ) Uk’ Mais ()‘f > 01«: donne aussi ¢ Kk € . . Donc 0‘f > Ok ) %

f L
' (¥ L ,. QM1 (> . . m o L
Or UfOJo~ w ety < 6. Done Lk = U, et par suite aussi Cp =t
est donc effectivement le plus petit prolongement s ¢ s de ¢
f k

sur ¥ . En particulier, on a

(/;‘=0k et 01{:0}0‘}6

Proposition 4-8 - Soit q,k une application s ¢ s de J6dans J6 vérifiant

la condition Ui{ = Ek N6, et ¢} son plus petit prolongement s ¢ s
. -
de ¥ dans ¥ , avec le noyau (¥, = . Les applications ¢y et ¢, de

noyau

(VF N *KJ)

=
!
s
m>2

U
t
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v _
g=_N0_ (gnsg)

og —&%ni@

et bp est le plus petit proiongement s ¢ s sur ¥F de ¢£. Par dualité,

on a aussi @

4=3 = Eléments minimaux d'une application s ¢ s

Si ¢ est une application s ¢ s de Y®ou de ¥ dans ¥ (ou dans JC),
son noyau Fest fermé dans JG(ou dans & ), et il résulte facilement du

théoréme de Zorn que, pour tout A € (¥, il existe un élément minimal

B c A aprartenant & & (i.e. tel que B' ©€B et B'€ ¢¥ = B! = B), Soit

Bo l'ensemble des €léments minimaux. On a alors manifestement

Benr,
(avec @ = JGou 3 selon que ¢ est définie sur JGou sur F). Autrement dit,

si 1'on désigne par ¢, la restriction de ¢ a Ry est le plus petit

prolongenent de ¢_ sur g ( =4ou 7).

Bo est d'ailleurs la plus petite partie deg qui posséde cette

¢

propriété., En effet, soit pc @ vérifiant :

= L (w;3 N @)
Bep
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51 B € B, , onaB €, donc il existe B € Favec B =3,. lMais

B € (¥, et B, est minimal dans ¢}, donc B = B, et B, & B .

!
Par exemple, soit U} le noyau d'une application ¢% s ¢ s de &
, 1 —_—
dans § vérifiant ¢ = O N J6, et ¢, l'application s ¢ s de JGdans 6
ot y ; '
de noyau.U& =£}f N Jo, de sorte que ¢, est le plus petit prolongement
t
s ¢ s sur JFde ¢y. Désignons parE?f 1'ensemble des éléments minimaux

]
de &.. On a donc

(a) o= U (i, NF)

e

1 ]
Avec les notations de la prop. 4-8, l'application ¢k associée é\¢f

par duslité a donc le noyau :

¢ = N (V,, NJo6)
€

B'€ 5L =

'V
D'autre part, on a % =0, NJG c'est-a-dire :

& - U Gi,N ) = U (Wi,,N G)
36 B B'€ B LNG B

d'ol, par dualité s

&= N (Vo, N 3 )
£ greminis B!

et puisque C% = Uk N JG dtaprés la prop. 4-8 :
Uy = 0 Vo, N6)
ErLnio B!

Or, & nouveau par dualité, ceci donne :

(b) U= U W, N3
f B'EB%DJ()(‘B )
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1
Comparons (a) et (b). Par construction, Bf est la plus petite
t ]
partie de ¥ telle que (a) soit réalisce. On a donc B, < Bf.F]JG,

| !
c'est-a-dire 1'égalité Be = Bf.ﬁ JG, ou encore :

Rt C JG

1
Les éléments minimaux de 0} sont compacts. .

]
Inversement, supposons que les é1léments minimaux du noyau.C?
d'une application ¢% s ¢ s de ¥ dans ¥ soient compacts, et désignons
1
par B.C JC 1'ensemble de ces éléments minimaux. Désignons par ¢,

la restriction de ¢% a M, et par (9£ son noyau

(c) o= U, (N o) e Oy
c k“gep, K < Yr

En tant que restriction & JGd'une application s ¢ s surs ,
by est bornée. Considérons 6$) fermeture de Ciidans %. D'apres (c),

on a :

oo U, WoNnz ) =
k Kﬁé‘Gf K f

— | by t
Mais, d'apres (c¢), on a aussi Cﬁcc 0}, d'ou 1'égalité Lﬁ{::UE,
et ¢% est bien le plus petit prolongement s ¢ s sur dde sa restriction

by B 6, Enoncons :

Proposition 4-9 = Pour qu'une application ¢} s ¢ s de ¥ dans & soit
hif

- le plus petit prolongement s ¢ s sur & de sa restriction ¢k a o,
i1 faut et il suffit que les éléments minimaux de son noyau.Cé
soient compacts. Les é1léments minimaux du noyau C% de ltapplication
bp s C 8 de ¥ dans F associées a G, par dualité sont alors également

dans JU.




Nous avons ainsi caractérisé la classe des "bonnes" applications

s ¢ s de ¥ dans ¥ comme la classe des applications dont les noyaux ont

leurs ¢léments minimaux dans 3G,

— Quvertures et Fermetures

Soit ¢ une ouverture compatible avec les translations définie sur
une partie ¢ de P GRn) stable pour les translations. La famille B2 des
invariants est évidemment stable pour translation, et cette propriété
est caractéristique. Soit B une base de 7, c'est-h-dire une famille
de partie engendrant B dans & lorsqu'on la ferme pour les translations

et les réunions infinies. Pour tout A € ¢ on a alors : .

Gp(a) = U U B, = U U B
R €R,

X
X BX c A

X

v
lMais Ll'ouverture AB = (A ©B) @B de A selon B est justement :

Par conséquent, on a :

(4-22) G(A) = U Ag

B ¢ 3,

Par dualité, ¢* est une fermeture sur ap, B® la famille des

«

*
invariants de ¢ et @g une base de 5° pour les translations et

lt'intersection infinie, et on a 3

(4-23) o) = N

B € 2,
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Ainsi

Proposition 4=10 — Si ¢ est une ouverture sur ¢ compatible avec les

translations, et B, une base de la famille B des invariants de ¢,
1'application ¢ est réunion des ouvertures selon les ensembles B € 50,

*
et la fermeture duale ¢ est intersection des fermetures selon les

éléments de Bo'

Nous nous interesserons ecssentiellement aux "bonnes" ouvertures
et fermetures sur Joou sur ¥ , c'est-h-dire & celles qui possédent la

propriété énoncée dans Prop. 4-9.

Si ¢ est une ouverture sur ¢ , compatible avec les translations,

et B 1'ensemble de ses éléments invariants, le noyau de ¢ est évidemment

(4-24) = (INB)Na

' Pan SN

puisque ¢ est le plus petit prolongement sur & de 1t'identité sur ~ .
Prenons ¢ = § . D'aprés la proposition 2-5, ¢ sera s ¢ s de & dans &
si et seulement si la famille & est fermée dans F et stable pour la

réunion. D'apres.(4-24), son noyau est alors :

U=(9Nnnm) Ns

ST

Soit ﬁb la famille des éléments minimaux de (¥, On a évidemment
B, C JdN PR . D'apres la prop. 4-9, ¢ est une "bonne" ouverture s ¢ s

si et seulement si Eb c J6, et ¢ admet la représentation :

(4-25) o(a) = U 4

B s
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La famille R des éléments minimaux n'est pas nécessairement

fermée dans $6ni dans F, mais elle posséde les propriétés suivantes :

1 - "3i une suite Kn de compacts de B, converge dans ¥ vers un fermé F,

. . L]
il existe Bo € /30 avec Bo c I,

2 - R, € 7N JG, et pour tout B € By et tout x Ean, Bx c ‘;'j, c'est-a-
dire 0 € Bx’ entraine ¥ B' € B, B' < B, Ou encore, ce qui revient au

.3
meme 3

v
BeRg,x €B= §B'E€R ,B'cB

Inversement, soit B, une famille de compacts contenant O et vérie’
fiant ces 2 propriétés. Définissons ¢ par la formule (4-25), soit

explicitement pour A € &

$(a) = U n U B
x ER" B ¢

¢ est la restriction & ¥ du plus petit prolongement de 1'identité
sur la famille B stable pour les translations et les réunions finies
engendrees par /E?O. Ce sera une ouverture sur & si ¢ applique & dans & .
Caractérisons le noyau (Fde ¢. On a A € (¥, c'est-a~dire O € ¢(A) si

et seulement si I X EfRn et BE /30 avec O € BX c A,

Dtaprés la propriété 2, ceci équivaut simplement & & B € B,
tel que O € B c A, c'est-a-dire a :

U= U (VN F)

BenRr
0

Montrons aque ce noyau est fermé dans F . Si A‘n € (¥ converge vers A

dans &, on peut trouver Bn € B, avec Bn c An. Solt FO une valeur
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d'adhérence de B dans ¥ . D'aprés 2, ¥ B € B avec B, € F,. On a donc
B,c F,c A, et A€ (¥. Ainsi Pest fermé, et ¢ est une ouverture s ¢ s
de ¥ dans ¥ . Comme les éléments minimaux de ¥ sont contenus dans BO,

donc compacts, la Prop. 4-9 nous garantit que ¢ possede les bonnes

propriétés requises. Enongons :

Proposition 4-11 — Soit ¢ une application de & dans P(mn). Pour que
¢ soit une ouverture s ¢ s sur & et coincide avec le plus petit
prolongement s ¢ s sur § de sa restriction & J6(ou, ce qui revient
au méme, pPOour que son noyau (¥soit fermé dans F et vérifie

Y= (rNne) il faut et il suffit que son noyau (¥soit de la forme ¢

B~ U (g N3 )
B € B,

ol BO c 9N ¥ est une famille de compacts contenant l'origine et

vérifiant de plus les deux propriétés suivantes :

\'4
1 - Pour tout B € B, et tout x € B, il existe B’ € 5 avec B' © B,

2 - 31 une suite Kn de compacts dans BO converge dans & vers un

ferm¢ F, on peut trouver B € B, avec By < P

Lorsque cette condition est réalisée, ¢ admet les représentations :

v
Ay = U AGB

bia) = B pen
o}

U
B € BO

Ces deux représentations de ¢ ne- sont pas réellement distinctes,
puisque BO contient tous les translatés BX tels que O € BX de chaque
B € BO. Dans les applications, les deux cas les plus simples ou la
propriété 2 est automatiquement vérifiée sont les suivants :

BO fermé dans &
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B, compact dans J6(donc aussi fermé dans ¥), c'est-a-dire : il

existe un compact fixe KO avec B C Ko pour tout B € Bo.

Corollaire = Soit ¢ une ouverture s ¢ 8 sur EGRn). Les trois pro-

priétés suivantes sont équivalentes :
1 - ¢ est le plus petit prolongement sur & de sa restriction & fC.

2 - ¢ vérifie la propriété d'approximation :

b(F) = U ¢(XK)
KCF
K € 10

3 = ¢ est le plus petit prolongement s ¢ s sur ¥ de sa restriction

a J0.

Tl est clair que 1 et 2 sont équivalents et entrainent 3. Inverse-
meht, supposons 3 vérifiée, Pour tout F € § , on a G(F) o U ¢(X).
K€ %
Montrons 1'inclusion inverse. Soit donc x € ¢(F), c'est-a-dire F__ € O
¢¥désignant le noyau de ¢. D'aprés la proposition, il existe un compact
B € (¥, avec Bc F_yrsoit B, © F. Mais B € (¥domne O € $(B), et
x € ¢(BX). On a donc x € ¢(BX) c P, donc x € U ¢(X), et la propriété

KCP
2 est vérifide. K € It

D'aprés les propositions 2-1, 4-8 et 4-9 une application ¢' de ¥
dans PﬂRn) sera une fermeture s ¢ s sur ¥ possédant les "bonnes"

\
propriétés habituelles si et seulement si son noyau U ést de la forme :

¢ = N (v, N3
¥ e onde  F )

(”désignant le noyau d'une "bonne" ouverture sur & , de la forme
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= U (W N3 )

B € BO

1
Comme B, < ¥y ona (¢ ¢ N (VK NF ). Mais B, contient les
K enRr
"o

éléments minimaux de ¢*. Comme tout K € ¢*contient un élément minimal
de ¢*, tout fermé P rencontrant tous les B € B rencontre aussi tous
les K € YN, (et tous les F € ¢ ) et appartient & 0;. On a donc 1'in-
clusion inverse, et 1'égalité :

1

o = N (VKﬂs)
€

X B,

Proposition 4-12 - Pour gqu'une application ¢' de & dans P(R") soit

une fermeture s ¢ s sur ¥ et coincide avec le plus petit prolongement

s ¢ s sur ¥ de sa restriction & I6(qui est elle-méme alors une ferme-
t

ture s ¢ s sur J6) il faut et il suffit que son noyau (% soit de la

forme :

' N

€UN G (g N o)

K

¢ désignant le noyau d'une fermeture sur JF vérifiant les propriétés
de Prop. 4-11. 11 en est ainsi si et seulement si il existe une fa-
mille B © 9N A véritiant les propriétés de Prop. 4—-11 telle que
1'on ait :

U = N (v, NF)

o

¢' admet alors les représentations

n A
€ B
(o]

G'(A) = N A®K
K € Eb K

Nous verrons des exemples d'ouvertures s ¢ s dans le prochain

chapitre, Donnons d'abord quelques propriétés complémentaires.
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4=-5 — Compléments

Ces compléments ne seront pas utilisés dans ce gqui suit. Examinons

d'abord la compatibilité avec N et |J des applications s ¢ s de Gou ¥

dans F.

Proposition 4-13 ~ Pour qu'une application ¢ s ¢ s de {G(ou de F )

dans F soit compatible avec 1l'intersection, il faut et il suffit

v
gqu'elle soit de la forme ¢(A) = A © F, pour un fermé F, fixe.

En effet, ¢ est une telle application si et seulement si son
noyau est un filtre fermé dans ¥G(ou ¥ ) (Prop. 4-5 et relation 4-9).

fitant stable pour N et fermé, (¥contient son intersection

FO = N F
F e
et on a Uc WF . Mais comme (¥est permis pour U , tout A > Fo
0
A€ K(€F ) est dans (¥, Donec U= Wy N J6 (ou Wy N3 ) et

o 0
'4
¢(4) = A ® F . On vérifie immédiatement que ces conditions sont éga-

lement suffisantes.

Proposition 4-14 — Pour que l'application ¢ s ¢ s de JO(ou de 7 )

dans ¥ soit compatible avec la réunion, il faut et il suffit qu'elle
soit de la forme ¢(A) = A @ Fo» A€ 3G, P fermé fixe (resp. ¢(A) =

Ae K,

A € 3 pour un compact KO fixe). ¢ est alors continue.

D'aprés prop. 4-5 et la relation (4-12) ¢ vérifie ces propriéteés
si et seulement si son noyau (Fest un antifiltre fermé. Donc, si ¢ est

défini sur Y6, le lemme 2 ci-dessous montre que 1l'on a (¥= Ve N o
o)

pour un F € ¥ , et ¢(K) = K@ F_, Si ¢ est défini sur JF, son noyau e
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est un antifiltre fermé dans % si et seulement si le noyau 69* de ¢*
est un filtre ouvert dans G . Le lemme 3 ci-dessous montre que l'on a
[ = WKO pour K € G, dtou O= VKO et ¢(F) = P @K, sur ¥ .

Lemme 2. Soit E un espace LCD, J6 = Y6(E) 1l'espace des compacts de B.
Une partie (¥3e J6ne contenant pas @ est un antifiltre fermé dans JG
si et seulement si elle est de la forme VFO pour un FO € F FO # E.

Une partie (Pde (Gest ouverte permise dans §6pour N et stable pour

la réunion finie si et seulement si elle est de la forme :

- s¥ N¥6= (x €6, X < G}

pour un ouvert G € G .

Ces deux énoncés étant clairement équivalents, démontrons le
second en écrivant SG au lieu de SG N 6. Il est clair que tout SG,
G € ¢ est ouverte, stable pour la réunion finie et permise pour N ,
Inversement, soit (¥ une partie de JG possédant ces propriétés. 5i K € Uf
il existe un voisinage ouvert de J6contenu dens Oet, (¥ étant permis
pour N,on peut méne supposer ce voisinage de la forme SG, G € G.

Ainsi 1'ouvert (Fest de la forme

U= 5@
G €%

oﬁ'fﬁac G est la famille des ouvertis tels que SG c 9@. Montrons que %G

est stable pour la réunion finie. En effet, soient G, et G, dans ¥ .

D'aprés le lemme 4 ci-dessous on a K c G1 UG2 (K €fp) €i et seulement

si on peut trouver X, « G,, K, ¢ G compacts tels que K = X, U K,.

1 1 2 2 Q 1LJG 2
Coume (Yest stable pour la réunion finie, ceci entraine S L 2 - &,
done G, U G, € ¥ . Posons donc G = U G, et montrons G €. Si

G €%

Kc Go, K €6, le compact K est contenu dans une réunion finie d'ouverts
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il

G € ¥, donc dans un GE€E9,puisque ¥ est stable pour la réunion finie,

« O ’ . . . » .
donce GO €%. On a alors S c (3 l'inclusion inverse résulte du fait

G
. . . 0
que G_ est 1'élément maximum de ¥, et on a bien =5 °.

|| lemme 3 - Si E est un espace ICD, une partie (Pde G= G(E), est
un filtre ouvert dans Gsi et seulement si elle est de la forme

= W, pour un compact K € ¢Gnon vide.
o

11 est clair que les W K, # b, K, €JCsont des filtres ouverts

K ?
0
dans G. Inversement soit (¥un filtre ouvert dans G. Tout G € (¥ admet

un voisinage ouvert contenu dans (¥, et, (¥ étant permis pour |J, on

peut supposer ce voisinage de la forme W K €¥. On a donc :

K’

e W

U
Ke¥ &

en désignant par ¥ la famille des compacts K tels que Wk'c o, Montrons

que % est stable pour l'intersection finie., Solent, en effet, K1 et K2

dans ¥. D'aprds le lemme 5 ci-dessous, on a G D K1 N K, pour G € G si

et seulement si on peut trouver deux ouverts G, et G, avec G = G1 ﬁ,GZ

1 2
et G, NK, , G, >K,. Par suite puisque (¥est stable pour M, on a
G € (Ydés que G o K, NK,, d'o0 K, NK, € H. Solent alors K. = N K
1 2 1 2 o] K €%

1'intersection de la famille $ . Soit ¢ o KO un ouvert de WK .
o}
L'intersection des compacts G° N K, K € 9 étant vide, on en extrait

une intersection finie vide, et, 3 étant stable pour N, on peut trou-
ver K €%, avec G o K. On en déduit X, e et U= Wy » avec

o)

K, % ¢ puisque @ £ (¥

et G2 deux ouverts dans un espace ICD F et K

“ Jeige 4 - Solent G1
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| un compact. On a XK c G, UGy, si et seulement si il existe deux

iy

{

“ compacts K, < G K, cG

1 1 %5 5 tels que K = K1 U K2.

la condition est manifestement suffisante. Inversement, supposons

gu'elle ne soit pas vérifiéde. Soient B, et Bﬁ deux sultes croissantes

t o 3 h Q _ =
d'ouverts relativenent compacts avec Bn c Bn c Bn+1 C eeey G1 U Bn
' T ' o = ' R R i
et Bn c Bn c Bn+1 et G, = U Bn‘ Pour tout n, on a K & Bn}l Bﬂ (sinon

K = (En N K) U (Eﬁ N K), contrairement & 1'hypothése). Soit donc x, € K
avec x, 4 Bm U B&, pour m s n et X, une valeur d'adhérence de la suite
x, dans K. Comme X, appartient au fermé 6’(Bm U B&) pour n > m, on a

X, 4 B U B} pour tout m, donc x_ £ G, U G,. Mals x € K, d'ou

K & G1lj G2. La condition de 1'énoncé est donc nécessaire.

ierme 5 - Soient G un ouvert, K1 et K2 deux compacts dans un
espace ILCD. On a G o K1 D,Kz si et seulement si on peut trouver
deux ouverts % o K1, G2 ) K2 tels que G = G1 N G2.
La condition est évidemment suffisante. Inversernent, supposons
qu'elle ne soit pas vérifiée. Solent Bn et Bﬁ deux suites décroissantes
! 1 3 v ‘ a R =
d'ouverts relativenent compacts, avec B D By i? Ky =N By
oo . '
K, =N Bl. Pour tout n, on a & p 3 NB , (sinon G = (Bn U G)m(BnALﬁ),

' Rt
Bn > Bn

contrairement a l'hypotheése. Soit donc x, € B, "B , x, £ G, x  une
valeur d'adhérence de la suite X, & on trouve X € 'K1 N K2, X, £ G,
donc K, M K, ¢ G, et la condition de 1'énoncé est nécessaire,

Volei maintenant quelques compléments de nature topologigue.

Propesition 4-15 - E étant un espace LCD, ltapplication K - WK NG

est un homdomorphisme de JG(E)N¢® muni de la topologie myope sur



le sous-espace de Q(Q) constitué des filtres ouverts non vides

dans G.

Dtaprés le lerme 3, cette application est une bijection, et il

faut montrer qu'elle est bicontinue.

a/ Soit tout d'abord Kn une suite convergeant vers K dans

Yo @.  ontrons gue WKn

la continuité de l'application K - WK' 11 revient au méme de montrer

converge vers W, dans G(g), ce qui établira

que les V, N7 convergent vers V, dans (F). Soit F e Vi » et
n
(puisque K # @) x € FN K. Comme x € K, 11 existe x € Kn’ X, — X.
1.9 suite ! = R IYTe 21 £ .
La oulﬁ, L LJ§xn} converge vers F et vérifie F € VKn , donc
1115 VY D VK . S0it alors Fn € VK une suite partielle convergeant
el k n,
vers F dans ¥, et solt x € F N K . Coume les K  sont contenus
oy o My Uy n
dans un compact fixe, la suite x =~ & une valeur d'adhérence X, € FNK
k
d'ols F e vV, et Iir VKn ¢ Vi - Done VKn converge vers Vy dans (%)

b/ Inversement, soit Ug.une suite de filtres ouverts non
vides dans  convergeant vers une limite . D'apres le lerme 3, on

a U? = W, avec un K € JG, et il faut montrer que K converge vers

K
n .
un compact K dans 6 et que 1'on a = e
suffit de raisonner dans ¥(¥) et wontrer la convergence des V, vers
n
. *
v, et celle de ¥ vers K. la limite ¥ des VKn dans F(F)n'est pas
vide, puisque F est compact. Les VK sont permis pour |J, €t on
s : . , , n * o *
rifie sans peine qu'il en est de wéme de (¥ . (si & € O et

Par passge au dual, il

(Ds

v

' > F, on prend Fr € VF ’ Fr - et ' U Fn converge vers F', d'ou
4 S, i «

. ¥ L ¥ n 0¥ .

Y oef ). 51 ¢ elr , on adone & =3 et =0, n'est pas un

filtre, et la suite (J; ne converge pas dans le sous—-espace des fil-

. Y
tres ouverts de G. OS1 P £ ¢, montrons gue Kn converge vers un



coupact K dans Jo: il en résultera & = WK’ d'apres a/ , et cela

acheévera la démonstration.

¥ .
i.ontrons d'abord que @ %(f entraine que les K, sont contenus
dans un compact fixe KO. ¥n effet, s'il n'en est pas ainsi, on

peut trouver une suitc partielle x € K dépourvue de valeur d'a-
k k
dhérence, c'est-a-dire convergesnt vers le point a 1'infini de 1l'es-—

A

pace LCD non compact k. Cn a alors {x } €V et {x |} converge
K a, K

0 . * - . 4
vers ¢ dans ¥, mals ceci entraine ¢ € (¢, contrairement a 1'hypothese.
Donic les Kn sont contenus dans un compact fixe KO, et admettent une
valeur d'adhérence K dans JO. iais si Kn est une suite partielle

k N\

converge-ant vers XK, les VK convergent vers VK.dans %(%), d'apres

n *
la premiére partie de la K démonstration. Par suite, on a & = VK ’

et la valeur d'adhérence K de la suilte Kn est unique. Il en résulte
que X converge vers K dans 6. QID.

Proposition 4-16 - L étant un espace ICD, 1l'application & - SF =

= {F' : ' € F, F' ¢ F} est un homéomorphisune de 7(E) sur le sous-
espace de F(F) cbnstitué des fanilles ¢ non vides fermées dans &,
perises pour l'intersection ¢t stable, pour la réunion finie. De
néne, l1l'application F - WF = {F* : I €37, F' O F! est un honméo-
aorphisme de F sur le sous-—espace de 7(7) constitué des familles
nor vides fermées dans ¥, permises pour U et stable pour 1'inter-
section (ce sous—cspace est corstitué de ¥ lui-mére et des filtres

fepndés dans ) .Enoncés analogues avec J6 au lieu de F.

Démontrons, par exemple, le premier énoncé. On vérifie sans
peine que 1'application de 1'énoncé est bijective. Il reste a mon-—

trer gqu'elle est bicontinue.
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soit, tout d'abord, An une suite convergeant vers A dans F, et
A

montrons que les S convergent vers SA dans %(¥). Comne Fn C An
k k
et T - F entraine Fc A, on a tout d'abord 1 5 © c st soit
k A ’

. ‘ . R ‘ . n N ‘
naintenant B un fermé avec B £ lim 9 . Comme 1im S est fermé

dans ¥, il existe un voisinage ouvert VK ~ de B disjoint de
A G-ty Ank

lipm 5 O, dope disjoint d'une infinité de s ™, soient 8 .
T

Wails 1les S k sont permis pour |J, de sorte gue VG est disjoint
An i

des s © . Lais BeV,. SiBe sh | soit Bc A, on & donc aussi

i

A€V, , ce qul entraine Ar €V pour k assez grand et contredit
i A 'k Gy

¢, disjoint de § © . Domc B¢ 8% . On en déduit s

A
Par suite S * converge vers s dans (%) .

\Y A

[t 1 inl S .

Inversewent, soit An une suite dans F telle que S converge
vers une limite Fdans F(3). Hoit A une valeur d'adhérence dans ¥
de l:= suite An’ et Ank une suite partielle convergeant vers A. D'a-
prés la preniere partie de la démonstration 8 k converge vers SA ’
done (= SA . Par suite, A est 1l'unique valeur d'adhérence de la
suite An, et An converge vers A dans ¥, ce qui acheve la démonstra-

tion.

Corollaire - 5i Fn est une suite convergeant vers F dans F et si-
A est un fernmé tel que F o F' (resp. F c F') on peut trouver une
sulte Fﬂ convergeant vers F' dans Jet telle que Fﬁ c Fn (resp.

o P,
Tl i}



5 — LES GRANULOMETRILES

T e T e T B e T e o e T e T e e S T

5=1 = les Axiomes des granulométries

inalysons d'abord la notion usuelle de granulométrie. On se
dorme des tamis dont les mailles sont définies par leurs dimensions,
caractérisdes par un nombre A > 0. Lorsqu'on appligue le tamils de
dinersion A & un ensemble A, son refus est un sous—ensemble de A,
que 1'on peut désigner par ¢X(A)' Ainsi ¢X(A> c A Sik=zp, le
retus de la plus grande maille A est plus petit que celui de la
maille plus petite u, soit ¢A(A> c ¢M(A>° 5i un ensemble B contient
un ensemble A, son refus pour une maille A donnée est blus grand que,
celui,dé A, s0it B2 A = ¢k(B) - ¢X(A). Si 1'on applique au refus
¢K(A) de A pour une maille donnde A un tamis de wmaille p plus petite,
le rcfus est ¢X<A) lui—méme, solt ¢M 0 ¢x = ¢k si A =2 pe Au contrai-
re, si p = A, le refus de ¢X(A> pour le tamis p est identique au re-
fus de A& lui-méne pour ce méue tamis, scit ¢“ 0 ¢y ='¢“ sip=A.
¥rigeons donc en axiomes constitutifs ces propriétés des granulomé-

tries usuelles, et posons la définition suivante :

<

I Définition d'une granulométrie - Soit E un ensemble, et @ ¢ P(E)

une famille de parties de I, On appelle granulométrie sur & une
o famille bys N> 0 & un parazetre A positif d'applications de &
dans lui-méme vérifiant les 4 axiomes suivants :

i te ¢ () ca , A>0, Aeq
°. A, BE€ @, ACB:;{))\(A)CQ))\(B) ¥ A>0
3. >\2p>0=¢>\(A)cd)u(A) (A€ qa)

4e by O b, = 4, 04y = ¢sup(l,u)




{n peut, conventionnellement, compléter la famille ¢x, A >0

pour A = O en posant ¢ _(A) = A pour A € 4.
0

froposition 5-1 - Soit E un ensemble et & « p(E) une famille de

parties de E. Une famille ¢x, A >0 4 un parametre positif d'appli-
cations de @ dans p(1) est une granulométrie sur ¢ si et seule-

qmernt si les deux conditions suivantes sont vérifiédes :

1. Pour tout N > 0O, wx est une ouverture sur &.

2. o1 @x est la famille des éldéuents de ¢ invariants par ¢A’

A> 0, on a : u=2h>0n= @u < By

Autrement dit, une famille ¢K’ A > O est une granulométrie sur
7 si et seulenent si c'est une famille d'ouvertures sur & dont

les familles PK d'élénernts invariants sont décroissantes en A.

Ies conditions de la proposition sont suffisantes : les axiomes
1 et 2 sont vérifiéds par toute cuverture ¢k sur d. S5i BM c BX’ le
plus petit prolongeunent de 1'identité sur BH est ¢ dans le plus pe-
tit prolongement de 1l'identité sur Py s et 1l'axiome 3 est vérifié.

)\9
¢K(A) et réciproquement, d'ou ¢“(A) = ¢M ¢k(A)' D'autre part, pour

Infin, si BH c PR on a ¢ tout B € Bu iriclus dans A est inclus dans
tout A € a, ¢H(A) est invariant par ¢p’ donc appartient a B, pour

N o< p, soit ¢, ¢u(A) = ¢H(A), el 1'axiome 4 est vérifié.

vontrons maintenant que les conditionsde la proposition sont né-
céssaires. Soit ¢K’ A > 0 une granulométrie sur &. D'apres les axi-
ories 1 et 2, ¢x est croissante et anti isotone pour chaque A > O ,
et l'axiome 4 montre pour p = A que ¢K est idempotente. Il s'agit

donc bien d'une famille d'ouvertures sur ¢ . Désignons par 5,
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la famille des invariants de 1'ouverture ¢h° L'inclusion By @ Bu
pour pu = A, gqui achdve la démonstration, résulte alors du lemme ci-
dessous et de l'axiome 4.

Tenme 5-1 — Soit B un ensemble, @ une partie de p(E), ¢ et ¢

deux ouvertures sur @, A et B' les familles d'ensembles de @

invariants respectivement par ¢ et ¢'. On a les équivalences :

bod'=0¢ed' od=¢epcp

wontrons ¢' 0 b = & & P B : en effet, pour A € @, &' ¢(A) =
= ¢(A) dquivaut a ¢(4) € B'.

sontrons ¢ 0 b' = ¢ o Rc A'. DIn effet, si A = ¢(A) € B, la
relation ¢ o ¢' = ¢ entraine ¢ ¢'(A) = A, et les inclusions
b &' (4) c ¢'(A) ¢ A montrent que 1l'on a A = ¢'(4), solt A € B' .
Donc ¢ o &' = ¢ entraine B c R' . lnversement, supposons B c B' .
Tout B € B est invariant pour ¢', et la réunion des Bc A, B € 5 est
contenue dans celle des B' € B', B' c A, soit ¢ ¢ ¢' et, ¢ étant idem~—
potente, ¢ < ¢ o ¢'. als, inversement, ¢'(A) c A entraine ¢ o ¢' < ¢,

et 1'égalité en résulte.

Corollaire - Toute granulométrie ¢K’ A > O sur une famille ¢ de

arties d'un ensemble E se prolonge sur R(E)
P P &

11 suffit, en effet, de considérer la famille ¢, des plus petits
prolongements sur p(E) des ¢K, A > O; Ce sont des ouve?tures (Prop.

1=1). La famille BxdeSinvariants de ¢K est engendrée par réunion in-
~o

finie des éliments de B et les conditions de la proposition sont

}\7

vérifides.



5—2 — Rérularisdes d'une granulométrie

Soit alors ¢x, A > 0 une granulométrie sur ®(k) entier (ou le
prolongenent sur e(L) d'une granulonétrie primitivenent donnée sur

a), et £, la famille des invariants de ¢x. On a Bx c Bp pour A = u.

A
Posons pour tout A > O :

.- N \4
(5-1) R = U B , A = N B

N
Un a donc & c § pour tout A > 0, ¢t aussl pour tout € > O :

A c Bk
A
et Ex c R

A

v v N . . , .
. les gy (ﬁx) sont, en particulier, décroissan-

v n
tes en A, 31 1l'on désigne donc par ¢x et ¢K les plus petits prolon—

A+e

A . 3 v .
X et By respectiveuent, ¢x et

A - -
¢A sont encore des granulométries sur p(k) que nous appellerons,

v
genents sur P(E) de 1'identité sur A

respectivement, régularisées supérieure et inférieure de la granulo-

wétrie by » D'apres ce qui précede, pour tout € > 0 et tout A > U

tel gque A—e > U, on & :

A (%

rzous dirons gu'une granulométrie by est réguliére supérieure-

v A .
ment (inférieurement) si ¢, = ¢, (wk = ¢x). Il n'est pas difficile

de vérifier que la régularisée supérieure (inférieure) d'une granu-
lométrie dornée c¢st effectivement réguliére supérieurement (infé-
rieurement).

¢

Si ¢x est une granulométrie sur P(A), on a pour tout Ac b :

A
¢A(A) = U, B= U U B
B € A, WS\ BER
c A Be !
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cltest-a~dire :

(5-3) b, (8) = U ¢ (4)
u > A H
. V .
Par contre, 1'dgalité ¢K(A) = N ¢H(A) n'est pas vraie en général.
u< A

5-% = Eléments critiques d'une granulométrie

30it & un ensenble et ¢A’ A > O une granulométrie sur P(E) (ou le
plus petit prolongesent sur P(E) d'une granulométrie primitivement
donnée sur une partie ¢ de p(L), ce prolongement étant lui-méme une
grznulométrie conformément au corollaire de Prop. 5-1). Nous dirons
gu'un ensemble i € P(&) est critique pour la granulométrie ¢, en
A= xo >0 si 1l'on a :

by 1T b4 o ) — p
(5-3) Beh S b =0, uie

O

ou, ce qui revient au nméme d'apres les définitions précédentes :

(5-31) q,}\(z-.z) = ¢ si x> et q))\(m) =1 s1 A < A, W £ @

A
Nous dirons qu'il est critique au sens strict si M € B, , ¢, (W) = ¢
: 0 0

et ¥ # . 11 est clair que tout ensemble strictement critique en Ao
est critique en Ao la réciprogue n'étant évidemment pas vraie (une
granulométrie réguliere inférieurenent ne peut pas avoir d'éléments
strictement critiques, mais peut tréé bien admettre des éléments
critiques). Cependant, si ¢x est une granulométrie réguliere supé-
rieurement tout élément critigue est strictement critique (puisqu’

v
alors on a ¢, = ¢X)'

14



!
(o)
G
1

I1 n'est sans doute pas vrai gque toute granulométrie (m€ne
régulitre supérieurement) admette des éléments critiques, mais les
"bornes" granulométries devront en admettre, et, plus précisément,

les fanilles By devront &tre engendrées par ces éléments critiques.

Pour analyser le probléme de 1l'existence des éléments critiques,

partons d'un ensemble non vide A € P(E) , et posons 3

A, = Inf (A : ¢, (A) = @}

(avec A, = + o si ¢X(A) # ¢ pour tout A > 0). Autrement dit, A,

A
est caractérisé par la propriété :

A=> (b}\(A) = ®

N< Ay e ¢x<A) o

ou encore 3

A< Ay = by (8) £ O

3'i1 existe un élément strictement critique dans la famille
¢A(A)’ A > 0, ce ne peut &tre que ¢AA(A)’ et cet élément sera ef-
fectivement strictement critique pour A = A, si et sculenment si il
n'est pas vide. In effet, pour A > A,, ¢k(A) est vide, donc n'est
pas critigue. Four A < KA’ on peut trouver p avec A <.p < A, et
¢H(A> n'est pas vide, donc ¢K(A) n'est pas critique. ilais, si
¢K (A) n'est pas vide, il vérifie bien les conditions de la défini-

A
tion, et c'est un élément strictement critique.



De la mbre maniére, on vérifie que le seul éléuwent (simplement)
v
critique de la famille ¢ (A), A > O est 1'&léent 4‘37\ (A) , et il est
A

effectivement critique en A = A, si et seulenent si il n'eést pas vi-

A

de. Autrement dit, les éléments critiques d'une granulométrie sont

les (A) non vides, A parcourant p(E).

it
My

- T, n , . Y e .
Ixeunple - Soit B =R, et la granulométrie définie par les familles

Ry, = U {A @ B,}
Mooa e @Y A
ou BK est lz boule fermée de rayon A et de centre O. Un a BK = éx,

autrement dit cette granulométrie est régulieére supérieurement, et

¢K(A) = (A® X B) @\ B. 35i & est la boule ouverte de rayon Ay» oOn
v
ah, = A, mais ¢, (A) = ¢, et A n'est pas critique. Par contre, si
. 0

v
A est la boule fermée de rayon A , &, (A) = A et A est critique en
0

XO-

5~4 — Granulométrie

[0]
Q
w

Introduisons maintenant des considérations topologiques. D'apreés
la proposition 2-5, une ouverture s ¢ s sur Joou F est caractérisde
prop ’
par le fait que la famille p de ses invariants est fermée dans 0

ou ¥ et stuble pour la réunion, Notons un premier résultat :

Proposition 5=2 - Joit bys A > 0 une granulométrie sur ¥ (ou ¥)

telle que pour tout N > O 1l'ouverture ¢K soit s ¢ s sur ¥ (ou ¥).

v
ilors la restriction &4 46 (4 %) de la régulariséde supérieure N

est encore s ¢ s sur J6 (sur F) pour chaque A > O, et possede sur

VG (ou ¥) la propriété :
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L= n_ §W= 0 @ >0 seious)
o uo< Mg H w<A, M

In effet, supposons ¢k s ¢ s pour chaque A. Pour xo > 0 et A dans JO

(ou 3), posons

A= N 4

v
(n a déja noté l'inclusion AK o ¢K (A). lLiontrons que l'on a 1l'in-

clusion inverse, d'ou résultera 1'égalité AX = ¢X (A). Pour cela,
o}
il suffit de montrer AK € BK , C'est-a-dire (pulsque AX est dans J6

0
ou ¥) Ax € Bu pour tout p < XO’ Lorsque K‘T K ¢X(A) converge vers

A, dans JG (ou =) et, ¢u étant s ¢ s, il en résulte
0 .

K}%mko b, b, (A) € ¢u(Ako)

ais, pour p < A < A  on a ¢u ¢k(A) = ¢A(A) d'aprés 1l'axiome 4 des

granulouétries, et par suite Axo =Xl$pk ¢u ¢X(A) c ¢M(AKO) .
o

i > v il € é
Cormie ¢H est une ouverture, il en résulte ﬁ}o ¢ (Ax ), soit
AKO € &, pour tout p < A, , et par Sélte Axo € BA y et ¢K (AX ) =

A, . Ce point &tabli, il en résulte (E)\ (A) A)\ pour tout A dans J6
6]

1
iou %) . in effet, 1'irclusion AK c A donne alors Aho = ¢k (Ako) c
b, (1) Ax , d'ol 1'égalité, En particulier, ¢x applique JG (ou 3)

dens §G (ou 7) et sa restriction & JG(ou ) est une ouverture sur 40O
(ou 3). les &léments invariants pour cette restriction sont alors

les A, = ¢K (A), A parcourant J6 (ou ¥), c'est-a-dire les éléments
o

de N Ich

N<A,

section de fermés, et par suite la restriction a G (ou F) de ¢X est

. Or cette famille est fermée dans J6 (ou %), comuze inter—

s.c.s. (Proposition 2-5), ce qui achéve la démonstration.



rroposition 5-=3 - fFour une granulométrie ¢K’ A > 0 sur JCou ¥

telle gque ¢K soit une ouverture s ¢ s pour chaque Ko > 0, les

quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

1 — Ltapplication (A,A) — ¢K(A) de R, x 0 (ou R, X %) dans 46
(ou dans ¥) est s ¢ s , (autrement dit A, > het A - A entraine

Tim N (a) c (b)\(A).
n

o ~ Pour tout A € ¢G(ou x), ltapplication A - WA(A) de m+

dans Xo(ou %) est s ¢ s.
5 = Un a ¢A(A) = N ¢K(A) pour tout A > 0 et tout A € G
n < A
(ou ¥).
4 - La granulométrie ¢x est régulieére supérieurement.

il est clair que 1 entraine 2. L'implication 2 = 3 est évidente :

si A ¢~xo, ¢A(A> conver:e vers N Q N ¢X(A) = Axo, d'ou Ax c ¢x (A)
o)

¢K (4A) puisque 1'inclusion inver-—

puisque ¢, est s ¢ s en A, et A
- A KO
se est toujours vraie. De méie O = 4, pulsque A D ¢k(A) ! ¢A(A)

v
d'ou AK = ¢X(A) = ¢)(A) des que 3 est vraile.

In sens inverse, 4 entraine 3, d'aprés la proposition 5-2. kion-
trons gue 3 entraine 2. 51 A - A > O, soit p < A_. Pour n assez
grand, on a p < A, et, pour tout A dens JGou 7, ¢M(A) =N (), done

n

Tim dy (4) ¢U(A), et par suite :
0 "

Tin ¢, (L) c n }\ %(A)
n o<

d'ou la semi-continuité en X dés gue 3 est vérifide.

“ontrons enfin 2 =» 1. Supposons 2 vérifide., Soit Ay = A, et



A, = A dans 44 (ou ). Prenons p < A, donc A > p pour n assez grand.

n a ¢M(¢Kn(An) = ¢Kn(Ah) d'apreés l'axiome 4. Kais ¢p est s ¢ s par

hypothése. 5i A  est une valeur d'adhérence de la suite ¢, (An) , et
n

si (An ) converge vers AO, on & donce

P
xn k

k
Ay = lim ¢, (4 ) c ¢M(AO) c A
n, k
28
d'ou 1'égalité A = ¢u(Ao) pour tout p < A . Comme ¢, est régulicere
supérieurement (puisque 2 = 3), on a aussi A_ = ¢y (AO) € By, . lals
o o}

. s y s _ N .
¢xn(An) c A entraine A c A, d'ou A_ = ¢X0(Ao) c ¢KO(A). Comme ceci
est vrali pour toute valeur d'adhérence AO de la suite ¢x (An), il en

n .

résulte 1im ¢, (A ) < ¢, (4), et 1 est vérifié.
kn n KO

Définition — On dira qu'une granulométrie sur 6 ou 3 est s ¢ s si

elle vérifie les conditions de la proposition 5=3.
Une granulométrie ¢h’ A >0 sur JoouF est s ¢ s si elle est
régulitre supérieurement, et si ¢X est s ¢ s pour tout A fixé ; cette

propriétéd entraine que (A,4) - ¢X(A) est s ¢ s.

Remarque - Si ¢K est une granulométrie quelconque sur Joou ¥, on
peut en déduire une granulométrie s ¢ s : By désignant la famille des
invariznts de Gy s ON forme d'abord la fermeture EK de By dans 6 ou
%. On vérifie sans peine que EK est stable pour |J et vérifie la con-

dition A < p = Eu c ﬁx . Lz famille EX des ouvertures assocides aux

Ex est donc une granulométrie, et EA est s ¢ s & A fixé. Il suffit
v
ensuite de prendre la régularisde supérieure EX pour obtenir une gra-

v
nulométrie s ¢ s (Propositions 5-2 et 5-3). Plus précisément, ¢K
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est la plus petite granulométrie s ¢ s majorant ¢x sur G (ou F)

Proposition 5-4 - Soit ¢, une granulonétrie s ¢ s sur JGou 3.

Pour chague K € J6, posons Ay = Inf {A : ¢K(K) = ¢}. La famille

des 4léments critiques compacts est constituée des N (K), K par-

courant l'ensemble des compacts tels que KK # 0 et XK # oa.

_n'est ni nul ni infini, on a d'aprés la proposition

En effet, si xk

h=%

by (K)

e
>
7N
Z
I
AD

Ny

jass

Comumie &

KK

A < A.. kais celd contredit la définition de Ay. Done ¢, (K) # @
K

(K) est compact, N (K) = ¢ entraine ¢X(K) = ¢ pour un
K
11 en résulte, comme on 1'a vu dans le paragraphe 5-3, que ¢h (K)
K

est un élément critigue pour A = Ay Inversenent, les by dtant idem—

potentes, tout compact critique est de cette forme.

H-5 — Granulométries euclidiennes.

Plagons—nous maintenant dans le cas ol 1l'espace E de départ est
1l'espace euclidien ®™, Ies granulonétries usuelles sur P(Bn) sont
compatibles avec les transiations, en ce sens gue lé refus du trans-
laté AX d'un ensemble A c R pour le tamis de maille A\ est le trans-
1lsté par x du refus de A, soit ¢A(AX) = ¢K(A) @ {x}. De plus, les
tamis que 1'on utilise sont en général homothétiques, le module A
d'horothétie entre chague tamis et un tamis de référence pouvant
servir a4 indexer les tamis eux-némnes. Avec cette définition du para—

metre A, on a alors ¢K(AA) = x¢1(A). Ces deux propriétés, érigées
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en axiomes, conduisent & poser la définition suivante :

Définition = On dit qu'une granulométrie ¢x, A > O sur une partie
g de p(R") stable pour les translations et les homotheties positi-

ves est une granulométrie euclidienne si elle vérifie les deux

axiomes sulvants

5 - Pour tout A > 0, ¢K est compatible avec les translationse.

6 - Pour tout A > O , et tout A € @, on a1 ¢, (A) = A ¢1(%)

L'axiome 5 est édquivalent a la condition : By invariant par transla-
tion pour tout A > 0. Ltaxiome 6 exprime que ¢h est connue pour tout
A d&s que 1'on connait ¢, (ou, plus généralement, ¢ pour un A > 0).
En fait, 1l'axiome 6 égquivaut a BX = A B, pour tout AO> 0. En effet,

si 6 est vérifide, A € R
A

X €E R

\ soit ¢x(A) = A entraine % =‘¢1(%) , So0it

dtou B, € A B

1 1? A (.
Inverserent, si A € A By soit A = A A1 pour un A1 € 51 y ONn 8

y OUW AEANPR

A é = = iy = A
Gy (2) = A ¢, (5) = A ¢1(A1) N A=A, donc A€ B, et By CB

Ainsi ltaxiome 6 entraine By = A By Réciproguement, si By = A 51 y

pour tout A € ¢ on peut trouver B, € 7, tel que ¢k(A) =A B . Ona

- 21 A e = (L ' A
done B, =3 4, (A) e § et B €p , dok By = ¢, (5 d))\(A))c ¢, (5) s

et ¢X(A) N B, cA ¢1(%). wais inversement, on peut trouver BX N

il

tel que A ¢1(%) = Bx . L'inclusion A ¢1(%) c A donne alors BK =

by (4 (8)) @ 4, (), done A ¢ () © 4y (A). L'égalité ¢, (A) =
= A ¢1(%) en résulte.

Cette famille B, ne peut pas &tre tout-a-fait quelconque. En

1
eftet, by doit 8tre une granulométrie, donc A 2 u doit entrainer

By C B, - Coume B, = A Ry s ceci équivaut a la condition suivante @

A=t et BE 51 > N B € 31, autrement dit 81 doit &tre stable pour

les homothéties de module = 1. Inversement, 11 est clair que si
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B = PR, posséde cette propriété, les By = A A constituent les familles

d'invariants d'une granulométrie euclidienne sur s Enongons :

' Proposition 5-5 = Pour qu'une famille ¢x, A > 0 d'ouvertures sur

une partie & de P(mn) stable pour les translations et les homothé-—
ties positives constitue une granulométrie euclidiemme sur ¢ , il
faut et il suffit gqu'il existe une famille B c ¢ stable pour les
translations et invariante pour les homothéties du module = 1

telle que, pour tout A > ¢, B, = A 2 soit la famille des invariants

A
de ¢x. Un a alors pour tout A € 7 et tout A > O :

B = U A

lous avons déja établi la premieére partie de 1'énoncé. Par

"A€get x>0, on a alors, d'aprds la formule (4-22)

by (4) = U A, = U
A Bép, BeﬁA“B

Générateur d'une granulométrie euclidienne -~ Soit ¢X une granu-

lométrie euclidienne et B la fawmille des invariants de ¢1 . On dit
que B C B engendre R si B est la famille stable pour les transliations,
les horiothéties de module > 1 et les réunions infinies engendrée:par

!
R . La famille B, = U A Ry engendre B lorsqu'on la stabilise

P
-
pour les translations et les réunions. D'aprés. la formule (4~22) ,

on a alors

Far suite :



Corollaire - 51 B, est un générateur de B, on a :
b (8) = U U 4
* A Bep A3t M
¢
Exerple — Soit A la famille engendrée par un ensemble B unique

(BO = {B}) . La formule :

b, (A) = U
A = AXB

est une grsonulométrie euclidierne que 1'on appelle granulométrie

selon B. 1l n'est pas nécessaire gque l'ensemble B soit convexe,

51 B est un compsct convexe, N = p entraine (A B)uB =AB, et par

suite AKB c APB . La granulométrie selon B se réduit alors a AKB .

Inversement, si B est compact, et si la granuloméirie selon B se ré-
A
AB

la proposition suivante niontre que ceci entraine la convexité de B.

i

duit a ¢X(A) , On a ¢1(x B) = (A B)B = A B dés que A 2 1, et

- s : sy . n
froposition H-b — Soit B un enserible compact dans R°. Pour que

1'homothétigue A B soit ouvert selon B pour tout A = 1, il faut

et i1 suffit que B solt convexe.

5i B est convexe, la propriété est vérifide. Inversement, suppo-

sons gue pour tout « > U il existe un ensemble Da tel que :

(a) (1+a) B = B e « D, <

) 4 .
nuitive a remplacer a Da par (1+a) B © B, on peut toujours supposer
D, conpact. Prenons 1'enveloppe convexe des deux memwbres de (a) .

11 vient



(a') (1+a) C(B) = o(B) @ « C(D)

wais (1+a) C(8) = C(B) @ o C(B), puisgu'il s'agit de convexes, et la
regle de simplification s'applique dans C(J¢). Par conséquent, (a')

entraine

(b) ¢(d,) = ¢(»)

et par suite aussi :
(b') DOL c C(B)
Les D, o >0 , sont coritenus dans le compact fixe C(B). Ce point

établi, revenons a la rclation (a). Par réitération, elle donne,

pour n entiecr > O :

(1+a)n B=DBe «a b, @ al( 1+a) Da ® .. @ a(1+a)n_1 Da

c'est-a~-dire :

n
(c) B = —1 B@(@ x n)
° (1+a)n k=1 (1+oc)k «

Drapres (p') , on a la majoration

n n A
@ L D {2 & > C(d ) e c(b) =c(B)
et (1ra)® % T \em o (1ea)E a o

’ o0
d'ou 1'on déduit facilement la convergence de @ k Da . La
' k=1 (1+a)
relation (c¢), conpte tenu de la continuité de @ , donne.alors -

o0 [0 o4 o0 L
(d) B = @ D = % @ : D
k=1 (1+q)% © 1vq k=0 (140)5 ¢



controns alors que B est indéfiniment divisible, ce qui entrainera
qu'il est convexe, et achévera la démonstration. soit N un entier

> 0, Pour O = 1 < N, posons :

__ [84
B;(a) = ® ——37m D

1+a k=0 (1+a)

n a évidesment :
B = Bo(a) @ b1(a) @ .. @ BN_1(a)

1

(1+a)

B (o)

Bi(a) - i 7o

Dtaprées (') , D admet urne valeur d'adhérence DO pour a ¢ O, BSoit

o

o, ¢ U une suite tellie que Da converge vers DO dans ;. ILa relation
n

(b') montre que les Eo(an) sont eux aussil contenus dans un compact

fixe, et adwettent une valeur d'adhérence BO. Soit donc o, une
k

suite partielle telle que Bo(an ) converge vers Bo- La seconde re-
k

laticn (¢) montre que les Bi(an ) aduettent dans 46 cette méme limite
k

BO. in vertu de la continuité de @ , la premiére relation (e) passe

@N
a la limite, et donne B = BO (some de iinkowski de N termes égaux

a BO). Donc B est infiniment divisible, et par suite B est convexe.

Corollaire -~ Soit B un conpact de R". Pour que .la granulométrie
selon 1'ensemble B se rdéduise a ¢K(A) = A pihAE p(®R™) , il faut

et 11 suffil que le compact B solt convexe,

H-6 — ies "bonnes" granulométries euclidiennes.

. . o A n
hous dirons qu'une granulcmétrie euclidienne ¢K’ A > 0 sur (R )

est une "bomnne" grenulemétrie si elie est s ¢ s (au sens de la propo-
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gition 5-3), et si chaque ¢k virifie les conditions de la Proposition

4-11 (c'est-a-dire si, pour tout A > 0, ¢, est le plus petit prolon-

gerent sur ¥ de sa restriction & J6). Cherchons les conditions pour

qu'il ern soit

variants pour

Comme BK
autrement dit
corndition est

si ¢K est une

résultat, qui

ainsi. Désignons par »B = 31 le famille des fermés in-

by
N A By

A<
Cette

= N /7, ¢h sera réguliere supérieurement si B =
si (1+e) B € @ pour tout € > O entraine B € 7.
automatiquenent vérifide si B est fermé, c'est—a-dire

D'olu un premier

ouverture s ¢ s pour tout A > O fixé.

résulte directement de la Proposition 5-3.

Proposition =7 - Pour qu'une granulométrie euclidienne ¢X sur ¥

(dans J6).

(sur ) soit s c

Corollaire -

s au sens de la Proposition 5-%, il faut et 1l
r ’

suffit que ls famille P des invariunts de ¢1 soit fermée dans &

Si ¢, est une granulomwétrie euclidiemnne et s ¢ s

sur ¥ distincte de 1'identité, aucun élément invariant par ¢

A

i
€

n'aduet de point isolé.

In eifet, soit B € @ et x un point de B. Compte tenu de l'invariance

de P pour les tronslations, on peut supposer x = O.

51 x est isolé,

il existe une boule ouverte Be de centre O, de rayon e, disjointe de

BNO. 81 A =0, A By tend vers B dans G, {0} reste invariant, A(BNO)

converge

vers 9,

et A B vers {0} dans F. Dunc {0} € B,-puisque @ est

fermd, et ¢X(A) = A pour tout A € 3.

fxernple — iLa granulométrie selon l'ensemble B = {x constitué
Lxelip_© = o' Yo

de deux points est bien une granulométrie sur ¥ (elle applique ¥

P
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dans F) mails elle n'est pas s ¢ s, d'apreés le corollaire. ilais
la Proposition 3-2 montre que sa régularisée inférieure est s c i

sur ¥. En posant Yo = %o = h, on a :

Xeq)}\(A)mxeA et T u=2A:x+ph€ Aoux=—=phe€eaA

Adnsil

by (8) = Y (a0 Ca, Ua p)

il

AN \ : . (A_uh U Aﬂm))

Sxasinons la seconde condition (¢x est le plus petit prolongement
s ¢ s de sa restriction aJé). D'aprés le corollaire de la Proposi-
tion 4-11, cette condition équivaut a : B est fermé dans F, et tout

ferné P € p est réunion de compacts K € B N

Proposition 5-8 — Pour gqu'une granulométrie euclidienne ¢h sur
¥ soit une "bonne" granulométrie au sens défini ci-dessus, il faut

et il suffit que la famille g des invariants de ¢1 soit fermée

dans ¥ et que tout fermé ¥ € B soit réunion de compacts K e p N

Cette condition n'est pas toujours facile a vérifier. Je me contente-

rai de gquelgues exemples.

Lxemple 2 - Prenons dans mz la granulométrie selon la circonférence

C du cercle de rayon unité. PR est.constitué des A C, A 2 1, de
leurs translatés, et des réunions infinies de ces éléments. lals
les droites du plan appartiennent a la fermeture de p, et les
droites ne sont pas réunion de circonférences de cercle. 11 ne

s'agit donc pas d'une bonne granulométrie.
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Exerple 3 - 3oit Eo une famille de compacts convexes compacte dans

MS(c'est—é—dire : Bo est fermée et les B € Bo sont contenus dans

un compact fixe). Prenons pour R la famille stable pour les réuni-

ons, les trunslations et les homothéties positives engendrées par

Ry La granulométrie euclidiernne associée a B (que nous appelle-

rons : granulométrie selon la famille RO) est une "bonne" granu-

lométrie.

in effet, montrons que la granulométrie associde a appli-
’ q A S

que ¥ dens F. DSoit Fex , x € G(F) et X, = X. On peut trouver

un translaté A, Bn ® ¥, d'un howothétique Ay Bn ’ xn 2 1 d'un
: - \ ™w L b i+ 3 —
B € Bo avec x. € xn Bn @ y, © P, D'apres la Proposition 5-6,

xn Br est réunion de translatés de Bn, et on peut donc supposer

ES

A =1, soit x, € Bn ®y, C F. Coume [ est compacte, la suite

Bn a une valeur d'adhérence BO € P, et on peut trouver une suite
articlle s . i -

partielle Bnk convergeant vers BO. Du fait que (xn yn) € B les

¥, ont alors une valeur d'adhérence y_ telle que (x-y
K

On en déduit x € By, @ y_c F, soit x € &(¥), et ¢(F) est fermé.

O)eBo.

Montrons que F est fermé dans F. Soit F € B et Fo- F dans
£ « 11 faut wontrer F = ((F), c'est-a~dire P c ¢(F) . Soit done
X € I, et x, € Fn avec x - X . Coume ci-dessus, on peut trouver
une gsuite Bn € Bo avec x, € Bn @'yn c Fn y B - Bo € Bo y ¥

n n

k k
adiettant une valeur d'adhérence Io 0 et, comme Bn @y, < Fn en-

traine D e y Fy, on en désuit x € B @ y, € F, soit x € G(F) .
Dorc ¥ = ¢(F) , B est fermde, et la granuloudtrie ¢h est s ¢ s

(Froposition 5-7).

Pour x = 1, on a



o(#) = U U U uB, = U U B
x €E® p=1 BER, * xem BeEn, *
“Bx c F Bx c F

d'aprés la propesition 5-6 , et par suite $(F) est réunion de com-
pacts de B. La proposition 5-8 montre donc que ¢X est une bonne

cranulométrie. Ce résultat s'énonce ainsi 3

Proposition 5-9 - Soit R, une famille de compacts convexes
compacte dans J0 (c'est-a-dire fermée dans JO et telle que les
B e Bo soient contenus dans un compact fixe). La granulométrie
selon la famille Bo est une "bonne" granulométrie euclidienne,:

définie explicitement par :

b\ (F) = Y F.g (Fe3F)

Bo

B

Corollaire — Toute granulométrie selon une famille finie de

compacts convexes est une "bonne" granulométrie euclidienne.

5-7 - Filtres morphologiques

Dans les conditions de la Proposition -9, les compacts con-
vexes B € 30 sont critiques pour une valeur de A < 1 , pourvu seu-
lement gque ¢X(B) tende vers ¢ pour- A infini. En effet, celad résul-

te immédiatement de la Proposition 5-4. On note qu'ici :

A = Inf {A : ¢x<3) = ¢}



- 84 -

est 1'Inf des A\ tels que % B ne contienne aucun translaté d'aucun

t A
enseuble de B (drol Ag = 1).
Supposons que /3 posséde la propriété supplémentaire suivante :

(5-3) Ber, s A>1,B ci B= B £5

Les éléments de B, sont alors tous critiques pour A = 1 , et on a

pour tout p B, B € By v B> O :

B si Asyp
b, (u B) =
@ si A>npu

D'autre part, les éléments de Py sont convexes dans Rn, done con-
nexes. Lla proposition suivante montre que si les A i e I sont

les composantes connexes d'un ensemble A, on a pour tout A > O :
b s

W= U ¢y (45)

rroposition 5-10 = Soit ¢ une ouverture sur une partie g de

P(E) , E désignant un espace topologique. Si la famille pB des
invariants de ¢ adnet une base P (i.e. : B, cr, et la res~
triction & ¢ de la famille stable pour |J engendrée par Bo est
B ou AQ) composde de parties connexes dans E, 1'ouverture de

tout A € ¢ est réunion des ouvertures des composantes connexes

de A.

in effet, l'inclusion ¢(4A) o U w(Ai) est vraie dés que
i€l
A=) Aj. 51 les A; sont les composantes connexes de A, 1l'inclu-



sion inverse est également vérifide. 1n effet, soit x € ¢(4) , et
B € B, avec x € Bec A. Comme B est connexe par hypothese, il exis—
te i € I avec x € Bc A, d'ol x € ¢(Ai) , et ¢(a) ¢ U ¢(Ai).
i€l
Kevenons a la granulométrie selon la famille B, de la Propo-

sition 5-9. 31 A est un fermé dont les composyntes counexes Ai,

i€ 1 sont des homothétiques d'ensernbles de Bo , SOit

la granuloméirie ¢, dteindra les composantes telles que Ay < A,
et lalssera legs autres invariuantes :

(5-4) Gy (A) = U fA; = 1 €1, Ay 2 A}

supposons alors qu'un ensenble BO € R, possede la propriété
sulvante (blus forte que celle guil découle de (5-3)), quil exprime

que B est "bien sépard" des autres B € Py

il existe deux réels positifs a et B avec a < 1 < B tels que :

Te A>a, B# BO et Bep, = ABj ¢ B

2. p<B, 3" #£B, et B ep =B ¢ p B

Llors les deux familles :

™
li

(BNB,) U {a B

D
r

(BNB,) U (g B

ovtenues en remplacant BO par a BO ou 8 BO vérifient encore la

relation 5-3%, Joit @% et ¢§ les granulométries euclidiennes
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assocides a Ba et EB , et A un ferné dont les composantes connexes

sont des A Bi y Bi € R Corme ci-dessus. ©ooilt IO l'ensemble des

indices io tel que Bio = BO . On a, pour io € IO :
xio xio
Aio = hio Bo T Ta ¢ Bo - _E— B Bo

Désignons par A et A1 les ensembles 3

A= U A, Ay = U A,

. 1
i € I\IO

Le premier contient les composantes de A qul sont homothétigues de,

By (du tyve BO), le seccnd contisnt les autres composantes. On a :

i

by (8) = 4, (2)) U ¢, (4)

It

oy (a) = WF(a) U ¢, (4))

!B - B 3 ,
wx(A) = nl»}\(AO) U ¢7\(A1)

D'apris (5-4), de plus

£

0 i i
(A ) = U (A, , 1 €I, N\ 2 hAal
e - Ry o' M
Ba) =uia, , eI,
}\'O) = U i le-l-oo 12)\8}

by (A) N g, () =

|
—
=

J ah s Ay < M

b, (8) N 0E(A) = U {8y , 1 €T, A s Ay <A



Le premier ensemble est constitué des homothétiques Aj BO conte-
nus dans A et vérifiant ol =< xi < A , le deuxieme des Ay BO tels

que A < A; < B A. Autrement dit, on a bien réalisé un filtre mor-

helogigue ermettant d'obtenir la granulométrie des seules com-
p r )__q ’ p &)

posantes du type BO.

lixerrple de filtre morphologique — Supposcns qu'un fermé

A€ P(We) s0it constitué de cercles et de carrés disjoints . Pre-

nons les deux familles @1 et @2 ainsi constituées : 81 contient

le cercle unité et le carré de cOté Vrg; R le cercle unité et
le carré de cdté 2. ¢;(A) retient parmi les composantes de A

celles qui sont des cercles de rayon 2 A et

celles qui sont des carrés de cdté =2 A V 2 +
¢i(A) contient les mémes cercles, mais seule-

ment les carrds de cbté = 2 A . Par consé-

quent ¢1(A)\ ¢5(A) est constitude des carrés

de c8té a tels que A\V?2 <a< 2\ . knposant :
F(A) = o) ()N 62(4)
A AT A

les Fx (n)y , an: 2n/2 Ko dorment 1'"histogramme" des carrés, se-
n

lon des classes constituant une progression géométrique de raison
2. Ces opérations sont faciles a réaliser : si l'on désigne
par B le cercle unité, et par 01 et 02 les carrés inscrit et cir-

conscrit a B, on a simplement 3

NEY

M5l he,

2
(a) = B U b



F}\(A) = (A>\C1\ A,\Cz) N Ag

Dorrions pour terminer quelques exeuples.

5-8 — Hxemples de granulométries euclidiennes

1 - Lz granulométrie universelle : BK est la famille des

ensenbles mesurables dont la mesure de lebesgue est 2 A, Tous

les ensembles de mesure Ko sont critiques pour A = xo (mais il
n'y a pas de filtre morphologique possible).ln a ¢K(A) =@ ou A

selon que es A < A ou lies A 2 A,

2 - La granulométrie connexe universelle : BK est la famil-

le des ensembles connexes mesurables et de mesure = A. ¢k(A) est
la réunion des composantes connexes de A de mesure 2 A. Tout en-
serible connexe est critique pour A = lies A, mals 11 n'y a pas de

filtre.

% ~ Tamisage selon un convexe B (par exemple, B sera un

cylindre convexe, ce gui correspond a peu prés aux tamisages usuels).

R. est la famille des ensemwbles non contenus dans un translaté de

A

A B. Flus généralement, on peut prendre B dans un sous—espace a

k < n dirension, et pour p, la famille des ensembles dont la pro-

A

jection sur ce sous-espace n'est pas contenue dans un translaté

«

de N B.

4 - Granulomdtrie selon un ensemble B (en général compact
convexe) ou selon une farille Bo (en génédral Eo est compacte dans

M et contenue dans C(Aﬁ), avec possibilité de former des filtres
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morpnologiques si les ensembles de 2 sont suffisanment "séparés"

les uns des autres.

LN SERBLE ALEATOIRE

g ey e Jmad Tt Pt

6 — GRANULO®ETRIE D'U

T e T e T e T e e

L

S50it B un espace ICD. Un enseuwble compact (fermé) aléatoire
est une application mesurable d'un espace probabilisable dans ¥6 (E)
Cresp. 3(E)) muni de la o-algébre de ses boréliens. En particulier

1'application identique de JG (de ¥) sur lul-méue est un compact

(ferné) aléatoire que nous appellerons le compact (fermé) aléatoire

canonique. Nous le désignerons par A (A(F) = P sur Joou ¥). Si
¢ est une application s ¢ s (s c 1) de F ou de YO dans #6 ou dans
%, ¢(A) = ¢ 0 A est un compact ou un fermé aléatoire. En effet,

si ¥ est l'espace image, la c-algeébre sur JF est engendrée indiffé-
rexrient par les VK , £ €Yo ou les VG y G € G. Si ¢ est s c s,
¢_1(VK) est ouvert dans l'espace de définition, et de méme ¢-1(VG)
est ouvert si ¢ est s ¢ i. Dans les deux cas ¢ est mesurable, et

¢(A) est un ensemble aléatoire,

Cet ensemble aldatoire ¢(A) vérifie méme la condition de mesu-
rabilité. Fn effet, considérons par exemple une application ¢ de
% dans ¥ (les trois autres cas se traitent de la méme mienieére), et

1'application :

k : b x 3(E) = {0,1}

définie par k(x,F) = 1 si x € ¢(¥) , O sinon. Iontrons que cette
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application est mesurable lorsqu'on munit E x F de la o-algebre
boréliemne, dans le cas ou ¢ est s ¢ s ou s ¢ i. En effet, si ¢
est s ¢ s, 1l'image inverse de 1 est kf1(1) = {(x,F) , x € &(F)} ,
et cet ensemnble est fermé (donc mesursble) dens E x F (car X, ~ Xy
P - Fetx ¢ ¢(Fn) entraine x € lim ¢(F ) c lim ¢(En) , et

x € (F) si ¢ est s ¢ s).

51 ¢ est s ¢ i, x £ ¢(I") entraine l'existence d'un ouvert
B > x tel que ¢(I) € vB. 1 Stant 1CD, sa topologie admet une base

dénombrable R, Un a alors :

o) = ((x,8) , x £ o(8)} = U Bx¢ (v \
Bepr

les B sont ouverts, les ¢—1(VB) fermés, puisque ¢ est s ¢ 1 , et

R dénombrable, donc cet ensenble est mesurable. Enongons :

” Proposition 6=1 — 51 & est un espace ILCD et ¢ une application

|

" scsouscide J6(E) ou (&) dans S (resp. dans F) , ¢(A)
est un compact (un fermé) aldatoire mesurable. Ln particulier,

ﬁ pour toute nesure positive p sommable sur E, 1l'intégrale
ﬁ k[ p(dx) :‘/k(x,A) n(dx) est une vari:.ble aldatoire, et son
|

G A)
| espérance vérifie :

B f pldx) = ff(x € ¢(4)) plax)
G(A)

supposons malntenant que ¢K’ A > 0 soit une granulométrie
s ¢ s sur F(B)(ou J&) . D'apreés la Proposition 5-3, l'application

(A A) = ¢X(A) est s ¢ s de R, X ¥ (ouIR+ x JO) dans ¥ (ou JG).

- . . K - r - lﬂ i
i'image inverse des V' , K € M5, (ou des V- , # € F) est donc un
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ouvert de R, X ¥ (R, x JC), et 1l'application (A,A) - ¢K(A) est
mesurable. ¢A(A) est donc un fermé (compact aléatoire sur R, X F
(m+ x JO) muni de ses boréliens. L'application k de & x R_ X § sur
{C,1} définie par k(x,A,A) = 1 si x € ¢X(A) et O sinon est mesu-

rable, car :

K1) = {(60,8) ¢ x € 4, (8)]

est fermé dans i X R+ X %, comme on le vérifie a partir de la semi-

cortinuité supérieure. Si nous posons
A(x) = Sup {A = k(x,\,A) = 1} = Sup {A ¢ x € ¢A(A)}

A(x), & x fixé, est une V.A. sur F muni de ses boréliens, et la
fawille A(x), x € B est une . A., d'ailleurs mesurable comme on le
déduit sans peine de la mesurabilité de k(x,A,A). 51 FX(X) est la

fonction de répartition de A(x), on a :

i

P (h) = 2(A(x) <) = P(x £ ¢, (4)

in effet, A(x) < A implique x £ ¢A(A)’ et, plus précisément :

{AM(x) <A} = U
>

X (4)
) fx £ ¢, _ (4)}

0
D'uprés la propriété 3 de la rroposition 5-3, on en déduit

{AM(x) 2 A} = {x€e N N
e >0

(M)} = {x € ¢A(A)}

a3

On convient alors d'appeler mesure granulométrique au point x
(associée a la granulonétrie ¢x) de l'ensemble aléatoire A - soit,
plus briéeverient, granulométrie de 1'ensemble aléatoire A, la fonec-

tion
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1= F.(\) = P(A(x) 2 A) = P(x € ¢,(4))

Lriongons i

Proposition b=2 - Soit & un espace LCD et ¢k une granulométrie

s ¢ s sur F(i) (bu sur &S(E}) et A le fermé (le compact) aléa-
toire canonique. Alors ¢X<A) est un fermé (un compact) aléa-
toire mesurable sur R X ¥ (B+ x ¥,). 5i 1l'on pose A(x) =

= dup (A ¢ x € ¢K(A)} , A(x), x € E est une fonction aldatoire

mesurable sur ¥ (ou JC) muni de ses boréliens et vérifie la

relation {A(x) 2 A} = [x € ¢X(A)}'

éfinition - Dans les n8ues conditions, si P est une probabilité

sur ¥ (sur #G), on appelle nesure granulométrigue associée a

@x la fonction :

1 - F.(A) = P(A(x) 2 A) = £(x € d)}\(A))

separque — Les réalisations de A(x) sont s ¢ s sur k. En effet,

soit x  une sulte convergeant vers x dans L, et xo une valeur

d'adhdérence (dans le compactifié de m+) de A(xn). Soit A(xn )
' k

une suitc partielle convergeant vers A_, €t A < A(x_ ) avec

o ny n,
A - \A. (nax. €d¢, (A d'apres la définition de A(x).
n 0 n A
k k 0 :
Comme ¢, est s ¢ s en A, on en déduit x € lim ¢, () c by (A),
, . 0
clest-a~dire A(x) 2 Ao Donc A est s ¢ s sur E.

Granulométrie des pores.

o ) s - n,
501t ¢K une granulowétrie euclidienne s ¢ s sur'Jﬁ(m.),

R Ho la fanille des dnvarisnts de ¢1. Posons
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¢, (G) = .- b, (K) (¢ € @)

X €0

D'apres la Proposition 3-1, ¢; est une ouverture s ¢ 1 sur ¢ pour
chajgue A > 0, et cn vérifie sans peine que les ¢; y A > 0 consti-
tuent une granulométrie euclidienne sur G. Hontrons gque cette
granulométrie est s ¢ i, c'est-a-dire que 1l'application (A,G) -
¢;(G) est s ¢ 1 de R x ¢ dans ¢. Pour cela, il faut établir 1'é-
noncs suivanyt : pour A > 0, Ketoet G €¢q, si1 Kc ¢;(G), on
peut trouver Ko > A et KO c G, KO € JOtel que p < Ko et G' oo KO
entraine K c w;(G). Or, si le compact K est contenu dans 1l'ouvert

¢K(G), on peut trouver un B € AR invariant pour Py et un € > o tel

gue la boule fermée Ee vérifie :

KcKe ﬁe c BcEBe@ §€ c G

pais 1'nomothétie est continue sur JM . On peut donc trouver

« > 1 avec : é KcKeB, et aBcBe B , dols
KecaBec B Ee c G

bals B € A pdomne o B € o A\ By a B est invariant pour ¢ax‘ On a

. ' t | —
donc b e o Bc ¢ah(G') pour tout ouvert G vérifiant G > B@ B_ .

1

—_ ' '
Ainsi, & > Be B_ et p < a A entraine K ¢H(G') , ¢t (A\,G) -

' B
¢A(G) est s ¢ i,

Proposition 6-3 - Bi ¢x, A > 0 est une granulométrie s ¢ s eu-

clidienne sur J((RY), la forwule :

¢;(G) = U 4, (%) (G € g)
K c
K e

G
56
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” dérinit une granulométrie euclidienne s ¢ i sur § (crest-a-

t
dire : 1l'application (A,G) - ¢, (G) de R x G dans G est s c i).

3i une granulométrie ¢K sur 3GRn) vérifie la "bonne" propriété
habituelle (pour tout A > O, ¢k est le plus petit prolongement s ¢ s
sur % de sa restriction a J6), le corollaire de la Proposition 4-11
montre gque l'on a :
|
-‘\: = B G‘
b, (G) U 4, (X)) = U b (F) (G € 6)

c G F e
€ Jo F e

e e
Q2

de scrte que le plus petit prolongement sur G de ¢h constitue en-
!
core une granulométrie s ¢ i, C'est évidemment ¢K qui va servir
a définir la granulométrie des pores, c'est-a-dire la granulométrie

du complérentaire d'un ensemble fermé aléatcire.

S0it donc A le fermé aléatoire canonique. Comme l1l'application
1
duale de ¢X est s ¢ s de ¥ dans ¥, la proposition 6-1 montre que

!
¢A(AC) est un ouvert aléatoire mesurable., FYour x € m?, posons @

A(x) = Bup {» 2 x € cb;\(Ac)}

]
Coume ¢K est s ¢ 1, pour tout G € ¢ fixé, et tout A > 0, on a :

] ]
b (6) = U 4 (@)
o> A W
!
la convergence de la famille filtrante ¢H(G) y & > A ayant lieu
| ' ‘

aussi vers ¢K(G) dans G. Par suite, x £ ¢X(X)(AC)’ et A(x) s A
gquivaut a x € ¢K(AC). Ainsi A(x) est une fonction aléatoire sur

7, et on peutl néme vérifier sa mesurabilité.
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Proposition 6-4 - 3o0it ¢x, A > 0 une bonne granulométrie eucli-

dienne sur 3(@?) ’ ¢; son plus petit prolongement s ¢ 1 sur G

(qui est une granulomdétrie s ¢ 1 sur G), et A le fermé aléatoi-
re canonigue, P une probabilité sur F. Alors ¢;(AC) est un ou-
vert aléatoire mesurable. Four toute mesure positive p sur R",

1'intégrale ‘j, . p(dx) existe et vérifie
by (A7)

5 j( .. wldx) = fp(dx) P(x € cb;\(AC))
by (A7)

\

1] ]
La fonction A (x,4A) = Sup (A x € ¢K(AC)} , X € R" est une

’

fonction aldatoire mesuravle, et vérifie 1'égalité :

A (x) s A} = fx £ da;\(AC)}

D4finition - Dans les uwfrnes conditions, on appelle mesure granu-

lométrique des pores associée a by la fornction :

P - F)'((X) = (2 (x) > n) = P(x ¢ cb;\(AC))

1
Reiarque — Un notera qu'icl les réalisations de A (x) sont s ¢ i

sur R° : si X, =X soit A, une valeur d'adhérence de A =
une suite partielle avec A - Xo’ On a
k
1 !
x £ ¢&. (a°) , donc, ¢, étant s ¢ i, x £ ¢, (A)), c'est-a-
n, Ay A Ay € _
Kk

1 ‘ !
dire A (x) < Ao 0 et A est s c i.

1
= A (xn) y X,

G. wATHERON Novembre 1970



