NOTE GEOSTATISTIQUE N° 108

COMPLEMENTS SUR LE KRIGEAGE UNIVERSEL

—_— T v T s T e e T e T ot e T e % vt ot T e e e T et et 2 e T e

Par

G, MATHERON

Avril 1970




NOTE GEOSTATISTIQUE N° 108

COMPLEMENTS SUR LE KRIGEAGE UNIVERSEL

— T e I e T e T et T e T it T et T et 2 v T et T et T ot T e T e 7 e s T e

- - v

COMPARAISON AVEC LE MAXTHMUM DE VRATISEMBLANCE.

LE K.U, COMME INTERPOLATEUR

a - Le Krigeage simple.
b - Le Krigeage Universel comme interpolateur.

Remarque (caractérisation du K.U.)

CARACTERISATION D'UN INTERPOLATEUR PAR BES DERIVES

ASSOCIEES.

GENERALISATION AU CAS CONTINU.

Exemple 1 (K.S.)
Exemple 2 (K.U.)

Exemple 3 (dérive)

Caractérisation d'un interpolateur par ses dérives
associées,

DERIVE DERINIE SOUS FORME IMPLICITE

Generalisation.

12

117
18
19
20

21

22
25
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Ces compléments sont inspirés par des problémes qui se
posent en géodésie, et font suite & plusieurs entretiens que
j'ail eus avec J.M. Monget.

/

1 — COMPARAISON AVEC LE MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

Dans le fascicule sur le Krigéage Universel, Annexe 1, j'ai

établi 1'identité de 1'estimateur optimal de la dérive et de 1l'es—
{

timateur du meximum de vraisemblance. Pour éclairer ce résultat,

considérons la forme quadratique :

(1) @ = 3%¥(2 ) (3gm

g) = BB Ly - op%B zm, + 3% o m

B @ f

(avec m, = a,fe , et B = o 1). On obtient 1'estimateur du maximum

¢ «
de vraisemblance en domnant aux parametres a; les valeurs Ai gui

minimisent Q. Exprimons Q au moyen des Y définis par :

< Ye; Y > = f2
o o
clest-a-dire
& B o 7\58=f«ﬁ BB

‘Comme Za-ma ne dépend pas des 25y ON peut supposer que les vraies



valeurs des ay sont nulles, et remplacer dans Q les Za par les

Ya' Le terme rectangle stécrit

B 7 Aefgf x“eza Ay = AeYe
De méme, le troisieme terme est :
5P mamB=BaB Ay A fi fg’ = A, A ABE 25 =
=a,a B¢ cy3 v s = s, <Y, ¥l
¢ 7s ' 7B € s ’
@n particulier, la matrice
ff 3¢Bf§ - o<v?, v

'est 1'inverse de la matrice des covariances pp, = < YE,’ YS > .
Ta forme Q(A) stéerit ainsi o
_ OB - 4 2 ]
Q(a) = B Y Yg = 24, Y7 + Ap A <YV, Y7 >
L'estimateur du maximum de vraisemblance est done solution du

systéme :

2

Ap <X , Y5 5 = ¥°

S
hpTHes T =y

Ainsi, l'estiméteur.Ae du maximum de vraisemblance est bien iden-

tique & l'estimateur optimal Yp .
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2 -~ LB K,U. COMiE TNTERPOLATEUR

a - Le Krigeage simple.

Dans le cas du krigeage simple, l'estimateur YK(X) de Y(x),

x £ S est :
Y (x) = AP (x) YB

avec des coefficients AB(X) solution du systéme :

soit
KB(X) - BB O x

On peut regrouper les termes, et mettre YK(X) sous la forme :

(2) T,(x) = B o,

avec H® = B%F YB). Cet estimateur est un interpolateur exact

en ce sens que l'on a Y (x) = Y(x) pour x € S, soit Y (x,) = Y_.
&K K *g B

Inversement, YK(X) est le seul interpolateur exact de la forme(2),

de sorte que cette propriété est caractéristique du krigeage sim-

ple., En effet, compte tenu de (2), la condition YK(XB) = YB

donne

Y =8¢ . o H*=3% v

B af B

Pour caractériser le K.U, par ses propriétés d'interpolateur, nous

aurons recours & la notion de dérive compatible svec un interpola-

teur donmé. Soit Y*(x) = TB(X) Y

B Nous dirons que 1l'interpola-

teur Y*(z) est compétible avec une dérive m(x) si Y*(x) se trans-




N .
forme en ¥ (x) + m(x) lorsque 1l'on remplace les Y, par les Z, =

B B

Y +m,. Il en est ainsi si et seulement si :

B B

m(x) = g 28 (x)

De méme, on dira que l'interpolateur est compatible avec une deri-
ve de la forme b@ fe(x) s'il est compatible avec m(x) = b£ fe(x)'
quels gque soient les coefficients be . Pour qu'il en soit ainsi,

il faut et il suffit que 1l'on ait :

() 28x) = 18 (x) fg

Cette condition de compatibilité avec la dérive befe est donc

identique & la condition d'universalité qui intervient dams la

théorie du X.U.

¥

D'apres la note 107, on salt gue le krlgeage 31mp1e d01t étre

compatible avec toute dérive de la forme :

(3) n(x) = D% o

Vérifions~le directement. On a ici TB(X) = A%(x) = pob Oux

D'ol

m6 TB(X) = DY cay BO‘B GBX.= p% Cox = m(x)

Ainsi, le krigeage simple est un interpolateur compatible avec

les dérives de la forme (3). Cette propriété est d'ailleurs carac-

téristique comme on le vérifie sans peine. Voyons s'il est pos— .

sible de la généraliser pour obtenir une caractérisation du K.U.

en tant gqu'interpolateur.



b - Te Krigeage Universel comme inferpolateur.

L'estimateur du K.U. (que nous noterons ZU(X), plutdt que
YU’ puisque maintenant il peut y avoir des dérives quelcongues)

est de la forme :

zy(x) = AP () 2

avec des coefficients xﬁ que le théoreme d'additivité permet de

rattacher aux coefficients x% du krigeage simple. Si l'on dési-

gne par

Ap Az hgs = Cov(h, A)

les estimateurs optimaux de la dérive et la matrice de leur cova-

riance, on a, en effet :

(4) o ZU(X) ='x%(x) (ZB - A€:fe) + Ay fﬁ

Sous cette forme, on voit immédiatement que le K.U. est compatible

avec une dérive du type 'befe(x) : si 1'on remplace Z

B
¢ o e .
+ b@ fB, Aé est majoré de b_e , et ZU de b€ fX.

par Z, +

B

En explicitant (4), on trouve :

% AP (x) =AY (6$ - x@ fﬁ) + A% £%(x)
(5)

é (A =3 g )

( K o

Ainsi, les coefficients du K.U. sont de la forme :

(51 W) = 1% 5 b et



avec deux matrices H et A indépendantes de x. Le K.U. possede

donc les 3 propriétés suivantes

a/ ses coefficients sont des combinaisons linéaires des

Uax et des f€

{x), conformément & (5')*

b/ 1le K.U. est un interpolateur exact.

¢/ le K.U. est compatible avec les dérives du type b@fe(x)~

Ces trois propriétés ne suffisent pas pour caractériser le
K.U. Dans le cas du krigeage simple, YK(X) était compatible avec
les n fonctions Cx (¢ = 1,2,4..0), €t, comme on le vérifie sans
peine, YK(X) est le suel interpolateur compatible avec ces n fonc-
tions. Mais ici la condition ¢/ ne falt plus intervenir que k
fonctions fe (€= 1,2,...k) avec lesquelles Zy doit &tre compa-
tible, et nous devons nous attendre & une indétermination d'ordre

n-k. C!'ést bien ce que nous allons -voir.

Inversement, soit un interpolateur dont les coefficients
sont de forme (5'). Cherchons & quelles conditions il vérifie les

conditions b/ et ¢/. La condition d'exactitude b/ équivaut a :

) af B
(6) B opy t 2 Ty T 0

et la condition de compatibilité ¢/ &

(61) fe(x) = o fg g * xg fg fi

Cette condition (6') doit &tre vraie pour tout x € R'. Nous sup-

Posons les fi et les O ox lindairement indépendants sur R*, autre-



ment dit qu'il n'existe pas de combinaison linéaire a coefficients

ax
rait ne présente qu'un intérét limité, comme on le verra ci-des-

C£ ‘non tous nuls tels que Cefﬁ =0% o (le cas ol il en existe-

sous 3 en particulier, si toutes les fonctions f2 sont des combi-
naisons linéaires des Cu. ? on retombe sur le krigeage simple d'a-
-

prés une remarque faite ci-dessus). DLa condition (6') est donc

équivalente & 1l'ensemble des deux conditions (7) et (7') suivan~

tes @
/
(7) H“Bf‘é:o
' ¢ _ .0
(7') ngﬁ—as

(7;) est la condition d'universalité habituelle., Les 3 conditions

(6), (7) et (7'), nécessaires et suffisantes pour que 1'interpola~

teur vérifie les conditions a/, b/ et ¢/, ne sont pas indépendantes.

On peut.léé rémplacér 5 volontd par le groupe (6)-(7); oﬁ-par le

groupe (6)-(7').

Montrons, en effet, que (6) et (7) entrainent (7'). Pour ce-

S

B

14, multiplions (6) par £ Compte tenu de (7), il vient :

s _ s ,B 4
fY— (fB >\€)fY

et (moyemnant la condition habituelle d'indépendance lindaire des

£¢ sur S) il en résulte

S

c'est-a-dire (7'). Inversement, montrons que (6) et (7') entrai-

s

B

nent (7). En multipliant (6) par £fZ et en tenant compte de (7');

//



il vient en effet
S ;0B —
f5 H = 0
B Tay

et (7) en résulte, puisque ¢ est inversible.

Finalement, l'interpolateur est exact et compatible avec les

:fe si et seulement si on a
- (qoB B 0 _ &B
| H O-O(.'Y.*-}\-@f'\’ (S'Y
(8)
B .0 _ .0
xs fB = 6S
2

Ie systéme (8) comporte n“ + nk inconnues (les % et les xg ) et

2 4 ¥ équations. Ia solution générale dépend effecti~

4

vement de k(n-~k) paramétres arbitraires, car le systéme f. de k

seulement n

vecteurs lindairement indépendants admet dans mp’un complémentaire

orthogonal de ‘dimensions- n-k.

Pour caractériser le K.U., nous devons donc trouver n-k con-
ditions supplémentaires. Comme le K.S. était compatible avec les
fonctions O ux? cherchons & quelle condition le K.U. est compatible
avec une combinaison linéaire du type el Cux Pour celd, revenons
aux relations (5). Elles donnent :

AP (x) p° Tup = D" o, + D% %up (AP fﬁh- 4

La condition de compafibilité du K.U. avec D% 9 ox est donc :

4
D% (x% £ = Ap(x) x% f$) =0

%08



. LB o5 L .
Explicitons, en remarguant GGB %e = Bog fa . La condition est :

0 = D% (g, £5 28 = ugy Af(x) 25 20) =

« g (ol _ mYY' 4
D o fa (fx B o‘Y,X f,;' )

4

En l'absence de relation linéaire entre les fX

et les GY'X' cette

condition est donc
. @ o8 _
(9) D* £ =0
Ainsi, outre les propriétés a/, b/ et ¢/, le K.U. vérifie :

d/ le K.U. est un interpolateur compatible avec les dérives

]
o

de la forme D% Oux telles que % £° = 0,

Cette condition (5) s'éerit

0 =0D0% £ = D% < T, S >

Elle exprime par conséguent que 1'image D® Ya dans H de la fonction

D% O,z SUT S est orthogonale au sous—espace engendré par les Y°. Ces

B
propriétés a/, b/, ¢/ et 4/ sont caractéristiques du K.U. En ef-

fet, soit Z*(X) un interpolateur de la forme :
2" (x) = 2P (x) 2

vérifiant ées conditions, donc

+ ) 'fe(x')

XB(X) = 5% Oox

avec des matrices H et A vérifiant (8) (propriétéds a/, b/ et c/).

/
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i

Pour exprimer que d/ est vérifide,il faut écrire :

Q oS _ B o ='Oc
D‘ £, =0 = A (x) D %8 D O x
autrement dit, il doit exister des fonctions CS(X) telles que 1l'on

alt

o . \P(x) - Oy = c(x) fi .

ap
Mais ceci n'est pas autre chose que la premieére équation du systé-
me (K.U.). Jointe & la seconde relation (8), qui est la condition

d'universalité, cette condition montre que le K.U. est le seul

interpolateur vérifiant a/, b/, ¢/ et d/.

Remarque - On peut réduire le nombre de ces criteres. On a déja
.vu que le krigeage simple est le seul interpolateur compatible avec
les dérives de la forme D% O (Da coefficients quelconques). La

propriété d'exactitude en découle -~ car les relations :

o : . B _
pour tout (D”) entrainent bien )\ gaB = 0y

De méme, le K.U. est le seul interpolateur compatible avec

les fe(x) et avec les fonctions DZ Gax telles que e fz = 0. Le

fait que cet estimateur soit de la forme.(5) et soit un interpola-
teur exact est alors une conséguence de ces propriétés de compati-

bilité. En effet, la compatibilité avec les fe(x) s'éerit
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(condition d'universalité), et la compatibilité avec les fonctions

du second type, soit

o .5 _ a B RN/
D fOC =0 = D" A G“B D™ 0,
se met sous la forme :
Blx) 6 - o . = o~
A (x) GaB GaX ps(x) fa

(condition d'optimalité), et 1l'ensemble des deux conditions carac-

térise le XK.U,

Ies conditions d'optimalité ont un contenu probabiliste, mails

ey

non les conditions d'universalité qui ne font pas intervenir la

covariance. Lorsque k varie de 0 & n, le contenu probabiliste

du K.U. va donc en décroissant. Pour n = k, en particulier, le

_K.U. se réduit & une pure interpolation :

% Zy(x) =2 AP ZB

¢ _
xﬁfﬁ,ﬁfg

Si @% est la matrice inverse de fg (qui existe pour n = k, d'aprés

B

1'indépendance lindaire) on a

() = of #(x)
et
25(x) = (g 2) 2%0)

est déterminé par la condition d'&tre de la forme befe(x) et de

réaliser l'interpolation exacte,
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Ainsi, le X.U. apparait comme un compromis entre une technique

de pure interpolation et un filtrage probabiliste. Le contenu

probabiliste du K.U. est 1ié é'la dimension n-k de l'espace des
fonctions du type D 0.,x avec lesquelles 1l doit rester compati-
ble, et son contenu purement interpolatoire a la dimension k de
1}espace des fonctions qﬁfe. Cela ne surprendra pas si l'on se
souvient que le K.U. doit réaliser simultanément deux opérations :
1'interpolation d'une fonction continue m(x) pér une expression
de la forme aéie(x), et le filtrage des résidus. Mais on voit
aussi que si k n'est pas nettement plus petit que n l'aspect in-
terpolatoire (donc, en un sens, arbitraire) du procédé risque de

1l'emporter sur son aspect probabiliste.

Abandonnant (momentanément) le point de vue probabiliste,
montrons qu'il est possible de caractériser un interpolateur exact

par ses dérives associées.

3 = CARACTERISATION D'UN INTERPOILATEUR

PAR SES DERIVES ASS0CIEES

*
Soit 2 (x) = z 7z un interpolateur (ZB’ valeurs numériques

B

aux points x, € 8, B ="1,2,n, AP = xﬁ(x) est une fonction de x € R).

B

. *
Pour qu'une fonction g(x) soit une dérive compatible avec Z (x),

il faut et il suffit que 1l'on ait :
g(x) = AP (x) &g (gﬁ = g(XBD

en tout x € R®. S'il existe n fonctions ge(x) lindairement indé-—

pendantes sur S et compatibles avec Z*, on a
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C(x) = 2B(x) ot

et, en désignant par yg la matrice inverse des gg t

(10) Wx) = v) &%)

¥*
de sorte que l'interpolateur 7 est déterminé par la domnée des

4

n fonctions g“ compatibles avec lui. Cet interpolateur est néces-

sairement exact. Posant, en effet, xﬁ(xy) = As et ge(xY) = gg,

la relation (10) ci-dessus donne pour x = XY :

B - . B o2 _ 4B
KY Ye gY 6Y

puisque les matrices g et y sont inverses l'une de l'autre. Inver-

sement, soit Z*(x) = xﬁ(x) Z., un interpolateur exact, c'est-a-dire

3
tel que :

B o B
(11) A 67

I1 suffit de prendre n vecteurs ge = (gg) linéairement indépendants

dans Bp et de poser :

glx) = AP(x) gg

pour obtenir n fonctions lindairement indépendantes sur S (&ar (11)
*
entraine gf(xY) = g$> compatibles avec l'interpolateur Z et véri-

fiant (10).

Il y a donc correspondance biunivogue entre l'ensemble des

interpolateurs exacts et l'ensemble des sous-~espaces de F(R™) qui

sont de dimensions n ainsi que leurs restrictions a Z(S).
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Ces fonctions gene sont pas obligatoirement continues, de sorte

qu'a l'extérieur de S tout interpolateur peut &tre assimilé a

: ’ *
un interpolateur exact. Soit en effet Z (x) = XB(X) Z_ un inter-

B

polateur quelconque. Posons

KB(X) six £ 8
p,B (x) =

6B si =X € 3
Y =Xy

L”interpolateur :

(12) - ' M*(X) = pB(X) ZB

est exact, continu sur ¢ si Z*(X),était continu dans R", mais non
continu dans R" si la condition AB = 6$ n'était pas remplie. Il
est compatible avec (et caractérisé par) n fonctions linéairement

indépendantes sur S de la forme :
(121) g¥(x) = wB(x) gg

pour lesquelles les points de S sont, en général, des points de

discontinuité. L'estimateur optimal de la dérive est un interpo-

lateur de ce type. En effet, solent :

Ap = 7\2 g

les estimateurs optimaux de la dérive, obtenus en résolvant le sys-

teme

(D)
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2

pour k < n fonctions £~ lindairement indépendantes sur S. IL'in-

terpolateur défini par :

M (x)

.%FQX)=<3%fQXD Zg

pour x £ S (et M*(x ) Z., pour X = x., € S) est compatible avec

p & B

les k fonctions £ d'aprés la seconde relation (D) : plus généra-

i

lement, tout estimateur vérifiant cette condition d'universalité
constitue un interpdlateur compatible avec 1es~fé>. Si les gl
(i =1,2,...n) sont n vecteurs lindairement indépendants dans R",

* ’ . ’ . [ 4
M (x) est caractérisé par les n fonctions assocides :

| ( ol(x) = xg £5(x) gg (x £ 8)
(13) g | |

i i
g (x, ) =
( Y) 8y
(i = 1,2y 00y ByY = 15250020, 8 = 1,2,3..k). Nous pouvons prendre

i

Il

gg fg pour i = 1,2,...X%, aveé, dtapreés la relation d'univer-

 salité sur R™ entier (et pas seulement sur RAS)
gh(x) = £7(x) (x e B i=1,2,...%)

I1 reste & déterminer n-k autres fonctions g. Munissons R" de la

norme Ufﬂ2 = B% f, T B désignant la matrice inverse des g

B’ . B*
Nous pouvons trouver n-k vecteurs gl (i= k+1,+..n) lindairement
indépendants et orthogonaux aux vecteurs fe(f= 1,2y4..k), clest-

a-dire vérifiant :

; )
(14) BoP £

;=O (e= 1,2"ounk, i=k+1,00.n).
|

A ces n-~k vecteurs gi, les relations (13)associent les n-k fonctions



* . . .
compatibles avec M dont nous avions besoin pour achever de ca-
ractériser cet interpolateur. Mais la premidre relation (D)

donne

x@ = g, 15 B

Portons -dans la premiére relation (13) :

4

gh(x) = ug 5 B 27(x) gy (x£9)

!

Pour i > ket x £ S, on a donc, d'aprds (14) :
gi(x) =0 (x £8)

Ainsi, 1l'estimateur optimal de la dérive, considéré comme un
interpolateur, est défini par la donnée des n fonctions compa-

tibles suivantes @

six) = £H(x)  (i'=1,2,...k, x € B")

. 0 sixg£S
g*(x) _ (i = k+1, ...n)
gl six=x €395
Y Y

les gi désignant les composantes de n-k vecteurs gl linéairement

indépendants et vérifiant la relation d'orthogonalité (14)

g £€ g = 0
a

(on note que cette relation équivaut a xg gg = 0). Les n-k fonc-

tiors complémentaires g* (i= k+1,...n) sont identiguement nulles

hors de S.



Dans le cas de 1l'estimateur des moindres carrés, on peub
’ pet

prendre B*® ='1, 3P = o pour o # B 5 et la condition (14) d'or-

thogonalité se réduit a :

n .
5 gtao
o=1

4 — GENERALISATION AU CAS CONTINU

Plagons-nous maintenant.dans le cas ou l'ensemble S des don~
nées expérimentales est infini (en général, on supposera S compact).
On pourrait définir un interpolateur (ou peut-8tre un "extrapola-
teur") & partir d'un ﬁoyau A(X;dy), gui serait une mesure dépen;
dant du point d'appul x et & support dans S permettant d'associer

3 toute fonction %Z(y) définie pour y € S 1la fonction :

) = [Gman) aw)
définie sur I (ou, & volonté, seulement sur RAS). Ce point de
vue, toutefois, n'est pas exactement celui qui convient si nous
désirons retrpuver le K.U. comme cas particulier., Nous allons
donc adopter une formulation mieux adaptée & ndtre point de vue
probabiliste, -Nous désignerons — comme d'habitude - par ¥(x)
une F.A. d'espérance nulle et de covariance o(x,y), par H et ﬁf
les espaces de Hilbert engendrés par les Y(x) et les Y(x)+f(x)
pour x € S; et par 3(8) 1'ensemble des fonctions & telles qu'il
existe Y, € T avec £(x) = < Yo, Y(x) > pour x € S. Noué munirons

1l'espace F(S) de la norme ||f] = HYfU pour laguelle il est un espa-
ce de Hilbert homéomorphe & H (cf. Note 107, Annexe).
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Nous appelierons.interpolateur une application Y* : [RNS - H

associant & tout x € R'\S 1'élément Y*(x) € H, et nous dirons que

1'interpolateur Y* est compatible avec une fonction f définie sur

R dont la restriction & S (que nous désignerons encore par f) est

dans F(S) si l'on a :
(15) | £(x) = < ¥ (x), Tp >

pour tout x € R\S. (La relation (15) est vérifide, par définition,
*
pour x € S si 1'on pose Y (x) = Y(x) pour x € S, ce que 1l'on peut

toujours faire).

Toute fonction £ € F(S) (donc définie sur S) peut &tre prolon-

gée sur BR" en posant
'f*(x) = < Y*(X), Y.> , ' x £8S.

. : : *
et une fonction f sur R" est compatible avec 1'interpolateur ¥ si

et seulement si f = f* sur RQ\S.

pose YK(X) = mv(x) (x € R%), on obtient 1'interpolateur associd

au krigeage simple. Il est compatible avec toutes les fonctions

f sur R de la forme f(x) = < ¥(x), Y > pour un Y € § (cf. Note

107), et d'ailleurs avec celles-B seulement, puisque < II Y(X),Yf

= < Y(x),Yf > d&s que Y, € H . Inversement, si un interpolateur
Y* est compatible avec toutes les fonctions < ¥(.), Y>, YeH ’
on a d'apres (15)

< Y*(x), Y>s=<¥(x), ¥>
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—m * —
pour tout Y ¢ E et tout x £ S, donc(puisque ¥ (x) € H par défi-
%
nition), Y (x) =11 ¥(x) = YK(X). Ia propriété ci-dessus est donc

caractéristique du krigeage simple.

Exemple 2 - Soit maintenant fg,€==1,2,...k, k fonctions suran

dont les restrictions & S sont dans F(S), et Yge H les éléments
e *

de H vérifiant < Ye, Y(x) > = fe(x), x € 8, et soit ¥ 1t'inter-

polateur associé au K.U. relatif & ces k fonctions, vérifiant donc :

(< Y2, I3 > = olx,y) + uy(x) £49) (x5, v e9)
(X.U.) ' '

2

< T2, 19> = 2l (x g9

La seconde relation exprime gue Y* est compatible avec les fe.
Soit g une fonction sur RY dont la restriction & S est dans F(S).

Y* est compatible avec g si et seulement si
. . )
(16) g(x) =<¥ (x), I, > , g€R

Pour déterminer l'ensemble q* des fonctions compatibles avec T y
il suffit (puisque les £€ sont dans q*) de déterﬁiner 1'orthogonal
dans 3*(S) de la restriction & S des {fe} et de prolonger sur R"
les fonctions g correspondantes au moyen de la relation (16). Sur

S, ces fonctions g sont de la forme :
glx) = <¥x), Y> , x€8

pour des Y € H vérifiant < Y, Ye > = 0, Pour x £ S, le prolonge~

ment de g, dlaprés (16) et (K.U.), se met sous la forme :
* 4
g(x) =< ¥ (x), T>= <¥(x), T>+pylx) <17 ¥ >

Ve
rd
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done ¢

glx) =< T (x), ¥Y> , x£S5

puisque < Ye, Y > = 0 par définition. Inversement, & tout Y vé-—

rifiant
( e _
{(17) <Y, ¥Y¢¥> =0

correspond la fonction g sur mp définie par :
< ¥(x), ¥> six eS8
(17') g(x) =

< Y*(X), Ys sixeRAS

% .
qul est manifestement compatible avec Y . Ainsi, les fonctionms
compatibles avec le K.U. sont les combinaisons linéaires des fe et

des fonctions g vérifiant (17) et (17').

Cette propriété est caractéristique du K.U., comme on le verra

ci-dessous.

gnons par

w(x) = T, fé(x) (x € BRS)

1tinterpolateur associé a l'estimateur optimal de la dérive. Ies

2

fonctions associées sont les £~ d'une part, de 1ltautre les fonctions

g définies par :
<Y¥(x), ¥Y> , x€8
g(x) = .
0 ’ x € R'\S

2

pour ¥ € B vérifiant < ¥, Y >

il
O
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i
{

Caractérisation d'un interpolateur par ses dérives assocides.

Soit Y un interpolateur et q* l'ensemble des fonctions g
compatibles avec Y. Ona g € q* si et seulement si 1l existe

Y H avec :
c € AT

< Y(x), Yg > six €8

g(x) = . .
<Y (%), Y, > sixe RAS

de sorte gque l'application g - Yg est une bijection de Q* sur H.

I1 est clair que 1l'interpolateur " est déterminé sans ambiglité

*
par lg donnde de l'espace ¢ des fonctions compatibles avec lui

(b'est~é—dire par la donnée d'un prolongement sur Ep de chacune

des fonctions de 3(8)). ' En effet, pour chaque x £ RY on comnalt
*

alors la valeur g(x) du produit scalaire < Y (x), Yé > pour cha-

ue Y 5.
q o €

" B :
Pour chague g € G , considérons l'espace H_ engendré par les
Y(x) + g(x), x € S, et 1'homéomorphisme Y — Zg =Y + <Y, Yg > de

H sur ﬁé. L'image de Y*(X), X g’mﬁ , dans cet homébmorphisme est
* ¥*
z;(m =Y (x) ¢ <Y (x), T, > (x € R\S8)
clest-a-dire par définition de G s

.Z; = Y*(X5 +'g(x)

Autrement dit, la définition domnde en (15) d'une fonction compa-
tible avec Y* constitue bien la généralisation de la définition

utilisée dans le paragraphe précédent.



* *
Soit Y wun interpolateur, et ¢ 1'ensemble des fonctions compati-
* —
bles avec Y. ¢ est un espace vectoriel isomorphe & H ou & (S)
- *
et caractérise 1l'interpolateur Y . Désignons par q; le sous-espace

de q* constitué des fonctions g vérifiant :
*
g(x) = <Y (x), Y, > , x €RN\S

et par Q; son supplémentaire orthogonal. L'espace Q* se présente

copme 1la somme directe :
* *

*

*
des espaces Qp et q: qui premmnent en charge, respectivement, le

contenu probabiliste et le contenu ﬁurement interpolatoire de l'eg-

tiﬁateur utilisé.

> - DERIVE DEFINIE SOUS FORME IMPLICITE

Considérons le probleéme d'inférence statistique suivant, gui
se rencontre en géodésie (par exemple lorsqu'on a mesuré les trois
cbtés et les trois angles d'un triangle, avec des résultats géomé-
triquemeht incompatibles, et que 1l'on veut reconstituer le triangle

"le plus probable").

On se propose de déterminer les valeurs inconnues de n para-

métres m, (¢ = 1,2,...1n) & partir des résultats

Z =Y 4+ m
Q o o

de mesures entachdes d'erreurs Ya vérifiant :
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avec une matrice de covariance caB connue, sachant que les vrales
valeurs (inconnues) des m, sont liées par n-~k relations physiques

du type :

o =g (W= 1,2,...0-k)

w - a u

ol les &y, et la matrice M sont connues. Quitte a remplacer Za par-

/ . . o _
7 ua et m, par m o = p, pour un p . particulier vérifiant M p = g,

o o
on peut supposer g = O sans perdre de généralité, soit

(18) Wnm =0 (W= 1,2y...n~k)

Cette relation (18) exprime que l'on a 3

i
m =a. f

o= % Ty (i= 1,2y...k)

i 3 ’ L] . 7 N\ .
avec des fa lindairement indépendants en a et k parametres incon-
nus a; 4 déterminer, L'estimation des m, vérifiant (18) se laisse
donc traiter comme une estimation optimale de dérive., Mals, en

fait, la résolution explicite n'est pss obligatoire, et 1l'on peut

former 1'estimateur optimal de m, Sans déterminer effectivement les

£ .
o
En effet, on se propose de déterminer un estimateur de la
forme : )
x 6
m, = Ka ZB

vérifiant les deux conditions habituelles d'universalité et d'op-

timalité. Ia condition d'universalité dit que 1l'on doit avoir
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B mz = m_ pour tout vecteur m = (ma) € R" vérifiant les relations

(18), soit :

Mﬁ ma =0 = Xg mB = ma

Or cette condition équivaut a l'existence d'une matrice Si (u =

= 1, ...n~k) telle que 1l'on ait identiquement :
- B . gf _ g% 1P
| (U.) Al =87 - 8 M,

Cette condition étant remplie, 1l'estimateur mz se met sous la

forme

* _ _ T ‘,6
(19) m = Za Sa Ll ZB

et il reste, parmi les estimateurs de cette forme, & choisir
celui dont la variance est minimale -pour chague ae« Pour chague

o, on a ¢

2 % _ 2 _ u N
D (ma) =0, = 25(y) Mﬁ “(a)B * S(a) SY&) Mﬁ GEY My

(sans sommation sur 1l'indice (a) muet). ILe minimum est atteint

pour les Sg vérifiant le systeme :

vV B ¥ = b
(19") S, M gy Ml = u %

qui admet une solution et une seule si la matrice M est de rang k.

On vérifie sans peine que la variance optimale est alors :

. " 2, ¥ 2 .
(19") D%(m) = o) = S,y W % (a)e
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L'estimateur défini par (19) et (19') est identigue & celui que
1'on aurait trouvé sous forme explicite Ai f; par la technique
du K.U. - I1 est donc identique également a l'estiﬁateur du maxi-

mum de vralsemblance.

Généralisation.

e ]

I1 arrive que les conditions de liaison imposédes aux parame-
tres m, 4 estimer soient données, d'une maniére moins directe gu'en

(18), sous la forme :

(20) My m, = A

(u=1,2,unaK; '€= 1,2,0-.k;O<K—k<n)

ou M et A sont des matrices connues et ies C@ des coefficients
pouvant prendre des valeurs guelconques dans(Rk. En langage algé-
brique, donc, (20) exprime gque Mm ne doit pas &tre un point quel-
" congue de MGRn) ciRK mais doit appartenir & 1'image A(Bk) c EK de
R¥ qans RX par la matrice A. Nous supposons (ce gui est loisible)
que A est de rang k, donc AURk) de dimension k dans RX. De mBme
nous supposans que Mest de rang p = Inf(n,K). Si K s n, le rang p
est K, on a M(Bp) =(RK et la condition M m € A(mk) peut s'exprimer
au moyen de K-k relations lindaires indépendantes imposées a m.

Si X > n, le rang p de M‘est uw = n, les choses sont un peu moins
simples. Si 1l'on désigne par p la dimension de MERM) N AﬂRk) ctRk
(ﬁonc p < Inf (n,ki} la condition |

: M e MEY) N ARS)

s'exprime & 1'aide de n-p relations indépendantes imposées a M.
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Nous devons chercher un estimateur du type

vérifiant les conditions habituelles

Conditions d'universalité. — Désignons par A mp - B 1tap~-

plication de matrice A. DPour tout m € R™ tel que M m € AORk), on

doit avoir-ki Mg = I, soit

B

/

(21) meR:, Num € A(mk) 2 (I -A)m=20

Or on a toujours O € A(Ek). La relation (21) entraine donc que
le noyau de M est contenu dans le noyau de (I - A), donc que

(I -.A) se laisse factoriser par M : si la condition d'universa-
1ité (21) est remplie, i1l existe une application linéaire 8 de

M(R™) c.mg,dans R telle que 1l'on ait :
(22) I-A=8SUM

I1 faut alors envisager sépardment les cas K s n et K > n.

Cag_ 1. - K<sn - Ia matrice M est de rang K, donc M(Rn) = EK et
1lt'gpplication S de la relation (22) est définie sur BY entier. Ia
condition d'universalité (21) s'exprime alors simplement par SA =

= O, Dans ce cas simple, donc, on doit avoir :
A =1~ BHM

(23-1)
SA =0

et la correspondance entre A et S est biunivoque.
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Cas_2. = n < K - La matrice M est de reng n, M(R"), de dimension

n, est strictement contenu dans RX. Tes conditions (21) expriment

gque l'application S de H(R™) dans RT s'annule sur 1l'espace :

P = u(EY) N ARD

de dimension p. On peut prolonger S par une application S ge mK

dans R". Pour S donnée, ce prolongement S dépend de n(K-n) para-
n¥tres arbitraires. Ia condition (21) stéerit S(P) = {0}. On peut
profiter de l'arbitraire gui préside au choix du prolongement g
pour imposer & 3 de g'annuler non seulement sur P mais sur AURk)
entier. Pour un S domndé vérifiant S(P) = 0, le choix de 5 dépend
alors encore de n{K-n-k+p) paramétfes arbitraires. A et S sont
en-correspondance biunivoque, mais les S associés & un méme A.
dépendent de n(K+p-n-k) paramétres. Les conditions (21) s'expri-
ment alors ainsi : 1l existe une application 3 (qui n'est plus dé-

terminée univoquement) telle que l'on ait :

A=I-=-Su
(23-2)
Sa=0

Ies matrices S vérifiant § A = 0 dépendent de n(K-k) paramdtres.
Mais l'espace des S telles que SAa=8Su=0 posséde n(K+p-n-k)
dimensions, de sorte que l'espace des A vérifiant (23-2) est de

dimension :
n(k-x) - n(k~k+p-n) = n(n-p)

C'est bien & ce résultat qu'on devait aboutir, car l'espace des m

'vérifiant Mmé€ P est de dimension p, et I - _A doit s'annuler sur:



cet espace (n p conditions).

Condition d'optimalité. - Choisissons maintenant, parmi

tous les estimateurs vérifiant la condition d'universalité, celuil

qui minimise la variance.

w 2 _
Sa Au = 0

et minimisant pour chague o la variance de l'estimateur :

*= _u_B
ma. za ,Sa Mu ZB

Cette variance est

2, %y D v
D(m) = o2 - 2 s?a) wf S(a)p * s?a> 5 ) mg ey M@

(sans sommation sur 1l'indice muet ¢«). La condition de minimum 1ié

conduit au systeéme :

(0 o 0 L g e
(24)

u

s a =0

N

Ce systéme est nécessalrement régulier. BEn effet, 1l'estimateur
A est déterminé univoquement par les conditions d'universalité et
d'optimalité, et, dans le cas 1 (K = n), S et A se correspondent
biunivoquement. On peut le vérifier directement : M étant'de

rang < n, la matrice M o ¥ est inversible, et la premiére relation
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(24) se met sous la forme :

avec les matrices T = (Mo M)™ Mo et B = (i o u)”
En portant dans la seconde relation, on trouve :
: : 0 uv s v .S _
/ By A R A, + Ta A_v = 0

La matrice A étant de rang k < X, A R A est inversible, et les

kg, sont univoguement déterminés.
La variance de cet estimateur optimal se met sous la forme :

2, % 2 u B
t = — )
(24 ) D (ma) O'(x S(a) MU. G(a)B
comme on le voit en saturant la premidre relation (24) par S?a)’
On note qu'en raison de la forme particuliére de la condition
d'universalité S A = 0, cette Variance optimale ne dépend pas des

parametres de Lagrange Wy

. Cas 2.~ Examinons maintenant le cas n < K. ILes conditions (23-2)

preppa———T

*
expriment gque l'estimateur m, peut encore se mettre sous la forme :

*
m =gz - st z
o o a u B
avec une matrice S vérifiant S A = 0 déterminée & n(K+p-n-k) para~-
meétres arbitraires prés. Las conditions d'optimalité conduisent

ensuite au méme systéme (24) que ci-dessus, Mais cette fois, M
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étant de rang n, la matrice M ¢ M n*est plus inversible, et la .
solution générale S du systéme (24) dépend de n(K+p-n-k) paramée-
. trés arbitraires. Par contre, les SE Mﬁ et donc 1'estimateur lui-
méme sont déterminés de maniere unique. Il suffit évidemment de

*
trouver une solution particulidre de (24) pour en déduire m, .




