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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 107

1 = HYPOTHESES

Au lieu de considérer la dérive comme une fonction m(x)
inconnue mais non aléatoire, on peut aussi envisager le cas ou
m(x) est une fonction aléatoire m(x,w), autrement dit, étudier

une F.A. Z(x,w) de la forme :
(1) Z(xyw) = ¥(x,w) + n(x,w)

avec EY(x) = O. Posons :

il

E Y(x) Y(y) = olx,y)
E n(x) n(y) = K(x,y)

E ¥Y(x) m(y)’ R(x,¥)

I

FTNTINATNSTNSTNTN

(la seconde covariance est non centrdée).

I1 n'est pas nécessaire que les F.A. Y et m soient indépen—.
dantes. -Mais, pour que la dichotomie dcrite en (1) présente une
signification physique réelle, et non un pur artefact, il faut
gue chacune des deux composantes Y et m prennent en charge des
traits structuraux se rapportant & des échelles nettement diffé-
rencides (structures gigogne de J. Serra). ILa F.A. m doit avoir
une portée (infinie ou) trés grande vis-a-vis de celle de Y, et,’

de plus, & 1'échelle de la portde de Y, la veriabilité de m doit



&tre trés réduite. A 1'échelle de Y, la réalisation m(x,w) doit
ainsi pouvoir &tre assimilée & une fonction trés réguliere et con-
tinue, de sorte que - sur un certain domaine V - on doit pouvoir

éerire ¢

(2) n(x,w) = a,() 28(x) (x € V)

les ae(w) désignant des V.A. (qui dépendent du domaine V), et les
£# les fonctions de base habituelles (avec £° = 1), par exemple
des polynomes, ou, plus généralement, des fonctions continues et

suffisamment réguliéres, linéairement indépendantes sur V.

Examinons la signification de cette hypotheése (2). Nous po-

Sen.t‘ons :
(3) . Kes = K g, a

de sorte que la covariance K(x,y) de la F.A. m(x) admet, dans le

domaine V ol 1l'epproximation (2) est valable, la représentation :

(4) K(xy) = Ky 2420 %) (xnyev)

Pour la covariance R(x,y), nous trouvons
R(x,y) = B Y(x) 2, 5(y) = Rp(x) 2%y)  (xmy e

Si la F.A. Y peut &tre considérée comme stationnaire sur V, Ré(x)
est une constante R( . Plus généralement, Rz(x) admettra sur V

une bonne représentation approchée au moyen des mémes fonctions



£5(x), soit

R (x) = Ry, £5 (%) (x € V)

d'ol finalement pour R(x,y) un résultat analogue & (4) :

(4) Rx,y) = Ry 290x) £2(y)  (xy € V)

I1 apparalt d'ailleurs que les relations (4) et (4') sont les

seules hypothéses réellement requises pour ce qui suilt, et que

la relation (2) n'en est qu'ﬁne traduction imagée. D'un point
de vue purement pragmatique, elles signifient seulement que les
fonctions K(x,y) et R(x,y) varient assez lentement dans 1'espace
& 1l'échelle du domainé V de référence pour qu'on puisse les rem;
placer sur V par les premiers tefmes de leurs développements li-
mités en fe(x) fs(y). L'exemple suivent montrera le sens de cette

hypothése.

Exemple d'une exponentielle de Gauss. - DPour alléger les écritu-

res, plagons-nous danis1 (on aurait évidemment des résultats ana-
logues dans Ep) et supposons que la covariance K soit de la forme :
_S&z%f

2 b

K(x,y) = B¢€

avec une portée b plus grande que la longueur L de 1l'intervalle

de référence V. Développons cette exponentielle de Gauss :

K(X,y);3[1_x-)2 L}S%—L_Zié%%lf+...J



2n
chacun des termes (x~y) se développe & son tour en monomes

x ys, et 1l'on voit que K(x,y) admet effectivement un développe-
ment limité de type (4) avec fe(x) = x%,

Dans le cas d‘'une "dérive quadratique", c'est-a-dire €= 0,1,2,
on arréte ce développement au terme d'ordre 4 , et l'erreur est

majorée par

6 6
B lx= 4 L
48 b% ol

%ol

Pour apprécier cette majoration, remarquons que B peut &tre tres
grand (voire,i la limite, infini, si m n'a pas de covariance, mais
seulement un variogramme), mais B/b2 est obligatoirement fini,

2

puisqu'il représente le coefficient du terme en h™ du variogramme

4

de m. Posant B/b2 = B,, on voit.que la majoration est en BZL2<%>

2’
donc d'ordre au moins 4 en L/b. Si donc la portée b est effecti-
vement grande vis-a-vis de L, l'approximation faite sera tout-a-

fait légitime.

peut se demander si cette dichotomie est vraiment utile, et s'il
ne serait pas pius simple de faire du krigeage‘ou du cokrigeage
ordinaire directement sur cette covariance., ILa réponse est que
(dans les conditions de nos hypothéses) ltestimation de cette co~
variance n'est pas possible dans des conditions acceptables. ILa
composante K(x,y) n'est, en général, pas une covariance station-
naire. I8me si, localement, (c'est-a-dire é 1'4chelle de V) on
peut la mettre sous la forme K(xz-y), 1'inférence statistique &
partir de données couvrant un domaine de 1l'ordre de graﬁdeur deV

ne sera pas réalisable en général.
s



2 — ESTIMATION D'UNE DERIVE

Désignons par Z  les valeurs de Z(x) aux points expérimen-
taux X € S c V. Nous supposons S fini, mais ce qui suit se trans-

pose sans difficulté au cas ou S est infini,

Nous voulons estimer la dérive m(x) en un point x € V, et

pour celd nous formons un estimateur de la forme
/ *
o, N o
M(x) =A" 2, =M Y + A m
L'egpérance du carré de l'erreur est donc :

, . 2
: E(M*X - mx)2 =B <}a Lo * (AP fg ~ mx)> =

~ 3 B o B 7. a . B _ o
AL A O + 2 x‘ (A Raﬁ Rax) + A% A Kaﬁ 2 AT K o+ Ky

Les hypothtses (4) et (4') donnent :

B _ _ B oS _ o8 A
A RaB Rx = Bos (A fﬁ fx) T

LN PN - @ B ol 5 _ j0 o€ o5 _
A A Kaﬁ 2N Ko+ Koy Kfs(h A fOC £ = A fa £2

- AP 'ﬁ fo + K) = Ko (A8 £l - ffc)(xB fg = 1)

Rp, (AP £ - £%)

N I, :

X X af a

¥ Ko (A% 28 - fﬁ)(xB fs - 1)



On voit apparaitre le sens des conditions d'universalité.
Nous ne pouvons pas espérer minimiser la forme quadratique (5)
pour des A% quelcongues, puisgue nous ne connaissons pas les K@s
et les R@s’ et nous Somme s ainsi conduits & imposer aux A% des
conditions supplémentaires moyemnant lesquelles (5) ne dépendra
plus des Res et K@s' La matrice Kgg é¢tant toujours de type posi-

tif, ces conditions sont :
. ’ o é _ g
(6) \Y gl = £

clest~a—-dire les conditions d'universalité habituelles. Moyen-

nant ces conditions, il reste :

; Fo_ 2
CID I B, - m)” = 2% P o

I1 suffit alors de minimiser (5') compte tenu de (6) pour retrou-—

ver le méme systeme gque dans la théorie habituelle ~ et la méme

variance d'estimation (bn vérifie sans peine E(M*X - mx) =
El(x“ m, - mx) = 0 dés que m(x,w) - sans &tre obligatoirement
statiommaire - admet elle-méme une dérive E m(x) représentable
sur V par une.expression de lg forme ¢y fe(xz>. Moyemmant les
hypothéses (4) et (4'), la dérive aléatoire reléve du méme trai-

tement que la dérive fonctiomnelle.

En délindarisant le systéeme relativement aux seconds membres

de (6), on obtient, comme dans le cas classique, les estimateurs

!

des coefficients a = a, (w) de la dérive nm(x) = a fé(x) (x € V)

¢ < €



et les parameétres de Lagrange‘ues concervent leur signification.

Plus“précisément - les ge étant des V.A.,, on a :

(E (Ae- az) = 0

2 B (4~ a€>(AS- ag) = Los

3 '~ UN EXEMPLE AMBIGU

Soit Z(x,w) une F.A.I. sans dérive, c'est-h-dire :
(B (a(x)-2(3)) = 0

2
% E <z(x+h)—'z(x)> = y(h)

et soit p une fonction de pondération tres réguliére et de somme

égale & 1 (par exemple une exponentielle de Gauss). Posons

il

( m(x) = 2 * I‘>f"==/Z(X+y) p(y) dy

Y(x) =% -2 %D

Dans 1la décompositidn

Z =Y +nm

m est une moyenne mobile;‘Y le "résidu" de Z autour de cette moyen—
ne mobile. Le variogremme de m est y * p ¥ § - <Yy, p * §> ;'en
vertu de la régularité de p, il admet.un développement du type (4)
sur un domaine V de dimension petité vis-a-vis de la portée de p.

On est donc dans les conditions requises pour estimer la moyenne



mobile m(x), considérée comme une dérive aléatoire, par les métho-

des du Krigeage Universel.

Y est une F.A. stationnaire d'ordre 2. Sa covariance o se

déduit du variogramme <y par la relation :
. . v V
o=-y*(8-p-p-p*D)
qui stexplicite ainsi (avec P = p * 5

(1) o) = - y(n) + /y<y>[p<y+h> + p(y-n)] ay - /ﬂy) p(y+h) dy

(13

En particulier

(7v) 6% = o(0) = Z/Y(X) p(x) dx -/‘Y(X) P(x) dx

C'est cette covariance (7) qui doit figurer dans les premiers
membres des conditions dtoptimalité du systeme K.U. MNals les con-
ditions imposées a p (régularité, et portée grande vis-a-vis du
voisinage V) entrainent que o(x-y) admet elle aussi un développe-

ment de type (4), au terme y(h) pres, soit :
14
(8) o(x~y) = - y(x=y) + Pp, £7(x) £3(y) _ (x5 € V)
La quantité & minimiser pour estimer m(x) se met sous la forme :

a - e
A% AP O = = A° G Yop * Bgs M T, AP £

Mais les conditions d'universalité (6) entrainent alors :

B Lo ' - _ 2 B £ .8
ATOA .GaB AT A YGB + P@s fX fx



Or, d'eprés (8), on a aussi :

6(0) = By fﬁ £2

Donc, finalement - les conditions (6) étant supposées vérifides -
tout se raméne & minimiser l'expression :
A A8 o = 6(0) - A% AP Yop

I
D'ol le systéme :

4
- AB'Yaﬁ = By fa
(9) 0 p
o
A fa = fx

et la variance correspondante est :

4

2, ¥
( x

(9") p2(u* - m ) = 6(0)'.+. np

X

On note que le systéme (9) ne dépend pas du choix de la fonction

de pondération p (pourvu gqutelle soit réguliére et de grande por-

tée) : le méme estimateur A Za s'applique a toutes les moyennes
mobiles, et c'est seulement sur la variance (9') que le choix de
la fonction p se répercute, par l'intermédiaire de la variance
o(0) définie en (7') - qui n'est autre que la variance & priori

du résidu Y(x) - m(x).

Ce résultat ambigu mérite quelques commentaires,

Vot it e et . e . s

moyerme mobile m(x) reldve en réalité du krigeage ordinaire. Au
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lieu du systéme (9), on devralt donc utiliser le sysivéme (10) ci-

apres

2 Yop = u/:'(y) p(Y—X+Xa)dY = Pg

(10) .
DA% =
04

ENCTNCTNNTTNTTN

gqul ne comporte qu'une ssule condition d'universalité &A% = 1),
mais ou, en contrepartie, le second membre de la relation d'opti-
malité contient le variogramme y, et fait intervenir explicitement
les valeurs prises par y(h) pour des distances |h| notablement su-
périeures aux dimensions de l'ensemble S des points expérimentaux
x . Ce systéme (10) se rapporte donc & une situation dans la=- .
quelle nous connaissoﬁs bien‘le comportement réel de y(h) jusqu'a
des distances assez grandes, Au contraire, dans le systéme (9),
le variogrsmme n'intervient gque pai les termes yaB, et ne suppose

donc la connaissance du y(h)'que pour les courtes distances.

On'peut aiors envisager la question d'une maniére différente.
Supposons (et la théorie de 1'inférence statistique montre que
c'est 1la une circonstance assez générale ) que nous ne soyons sﬁfs
de notre y(h) qu'aux courtes distances (de 1'ordre des dimensions
de 8), de sort§ que nous connaissons bien les YGB’ mais non le
second membre de (10) : dans ce cas, le systéme (9) nous donne la
meilleure estimation poséible'd'une grande moyenne mobile m(x),

compte tenu de 1'information dont nous disposons réellement.

de la dérive n'est donc pas dépourvu de sens : 1l estime une grande

moyenne mobile, sans qu'il soit d'ailleurs possible de préciser
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laguelle - car il s'applique & toutes. La variance (9') de cet
estimateur est d'autant plus élevée qu'il est censé représenter

une moyenne mobile plus étendue. Si nous posons :

mn(x) = aefg(x) , M*(X) = Agfé(x)
nous obtenons les AZ o= K% Za en délindarisant le systéme (9) :
N - 4
xe Yaﬁ H o5 fa
(11) (€ys = 0y1ye..1)
o S _ S
xe fa = §€

D'apreés (9'), la variance est alors :

2, % £ s
DM, - m) bps S + o(0)

it

Dol

it

( E(4, = a )% = o(0) +

(111) (fs # 0)

E(Ap - ae)(As - as) = Pos

Ainsi les paramétres de Lagrange - sauf Mgo ™ représentent
encore les covariances des (Ae'- ae). Le terme oo ™ relatif aux
coefficients kg de somme égale & 1.- par contre, ne donne pas la
variance de A.o - a, il doit étre majoré du terme o(0), qui est
le seul & dépendre de la fonction de pondération p. Cette remar-
que suggeére donc la solution du probléme apparemment insoluble

gque pose le terme constant A.0 d'une dérive lorsqu'il n'y a pas

de covariance,
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Remarque 3 - Le probléme du terme constant 8

Soit %(x) = Y1(x) + m,(x) une P.A. comportant une dérive m, (x)
(fonctionnellé ou aldatoire) et une composante Y1(x) sans covari-

ance, dont le variogramme est y(h). Nous pouvons poser :

(Y = ¥, G0 - ¥, Ge) B() o

m(x) = m1(x) fj/%1(x+y) p(y) dy

i
Dans cette nouvelle décomposition, Z = Y + m, la composante Y
admet une covariahce o(x,y), et la dérive (aléatoire) m(x) véri-
fie les hypotheéses (4) et (4'), pourvu que la fonction de pondéra~
tion p(x) soit suffisamment réguliére et de portée assez grande.
L'éstimation optimale M*(x) =4, fe(x) y A€= xz Z, de la dérive
m(x) s'obtient en résolvant le méme systéme (11) que ci-dessus),
et conduit en particulier & un e;timateur A, ¢ la variance
E(AO - 5052 = ¢(0) ; uoo'correspondénfe dépend explioiteiént du
o(0) défini en (7'), c'est-a-dire du choix de la fonction de
pondération p qui nous a servi & donner un sens & cette expression

(soustraction d'une moyerme mobile). ILa valeur numérique de A,

n'en dépend pas.

Or le systéme (11) n'est pas autre chose que le systéme (1-D')
(page 17 du fascicule relatif am Krigeage Universel) complété par

les dquations relatives & €= 0. Il n'est donc pas absurde d'uti-

liser le systéme ainsi complété, et d'en déduire une estimation
Ao du terme constant a, (qui, & strictement parler, n'existait

pas dans le cadre des hypothéses du fascicule). IL'expression
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A+ 5%1 A@ fﬂ(x) donne une estimation de la vraie dérive cor-
rigée a'une moyenne mobile, et sa variance est la variance de l'es-
timation de la dérive ainsi corrigée. Cette variance n'a qu'une
signification relative (puisqu'elle dépend du choix de la moyenne

mobile). Mais, du fait que 1l'estimateur lui-méme

.
W (x) =&, + = A £8(x)

=1 ¢

ne dépend pas de ce choix, 11 peut &tre utilisé pour cartographier

la dérive, sans que se posent de problémes de raccordement entre
les différents domaines V1, V2... de travail., DPlus précisément,
&4 chague point x on peut affecter un voisinage Vx (translaté de
V centré en x), puis l'ensemble Sx c Vx des points expérimentaui
contenus dans Vx’ I1 suffit alors de résoudre le systéme (9) &
1'aide des x, € 8, pour former l'estimateﬁr M*(x) de la dérive
en x. IEn choisissant l'origine des coordonnées en ce .point x,
et avec fg(O) =0 (€= 1,2...n) (cas des polynomes), c'est en

- fait M*(O) = A, que 1l'on estime pour chague V_, et cette méthode

du voisinage glissant permet de cartographier la dérive.

4 - LE KRIGEAGE

Le cas du krigeage va se présenter de maniére trés semblable.
Pour abréger les éceritures, nous nous limitons au cas du krigeage
d'un point x € V (bien qué le cas général puisse se traiter de
la méme maniéré). Nous supposons toujours vérifiédes les hypotheses

du paragraphe {. Il s'agit de former un estimateur Z; = N Za
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de 7, = 7(x)., Considérons l'expression

N ¢ A S 2 o
Zx =~ Ly = A Za Ly = A Ya Yo+ A m, = oy

et prenons l'espérance de son carré :

* 2 _ ,a.,pB ~ o " O _ B -
E(zX zx) = AT A %8 2 A c;aX+6XX+2E()\ Y YX)(?\ mB mX)

- o 2
/ + E(\ m, = mx)

Compte tenu des hypothéses (4) et (4'), nous trouvons

(B 1 1) (WPmg - m) = Ry (0% 28 - 20 £ - 1))
% EA% m - mx)2 = Kp, (\° fg - ffc)(xﬁ fz - fi)

Donc, ici encore, E(Z; - ZX)2 est indépendent de Kpg (inconnus) si
et seulement si les conditions d'universalité (6) sont vérifides.
*
Moyennant ces conditions, on a & nouveau E(ZX - Zx) =0 et s
20 % _ a0 LB - a
D (2, ZX)—AAGOCB 2 A" o * Opy
En minimisant cette forme quadratique, compte tenu des conditions

d'universalité (6), on retrouve le systéme habituel du K.U. pour

les dérives fonctionnellies,
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ANNEXE - DERIVES NORMALISEES

Dans cette annexe, j'examine certains problémes théoriques
(qui ne sont pas 1lids directement & ce qui préceéde), et je me
place dans les hypotheses du fascicule consacré au Krigeage Uni-

versel.

1 - L'Espace Fonctionnel ¥

Désignons par ‘¥ l'ensemble des fonctions .f vérifiant les
conditions équivalentes de la propriété 2-2 du fascicule. C'est
l'espace vectoriel des fonctions f que 1'on peut utiliser pour
représenter une dérive. Il dépend (uniquement) de l'ensemble S

des données et de la covariance C(x,y) de la F.A. Y(x).

\

La condition f € ¥ équivaut, d'aprés la proposition 2-2, &
‘chacune des conditions suivantes :

1 -1 £ Hp

2 - H et E} sont homéomorphes.

% = Il existe un M > O tel que, pour tout A € A:

| /a(ax) f(x)12 < M%j<>/&(dx) C(x,y) -A(dy)

4 - I1 existe Y; € B tel que :

< Yf, Y(x) >=f(x) v xe8

L'équivalence de ces conditions entraline que l'application f - Yf
est une bijection de ¥ sur H . On'peut donc faire de ¥ un espace

de Hilbert en posant :

<f, g>=< Ye, Yg > (f,8 € ¥ )'
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On vérifie d'ailleurs sans peine que la norme |f]|| ainsi définie

sur ¥ est [If|l = M, si 1l'on désigne par M,.1l'Inf. des M = O

il
qui vérifient la condition 3 ci-dessuss

Si Yf et rg sont dans HM’ soit

Ye = fuglax) ¥(x)

I, =\//pg(dx) Y(x)

pour deux mesures et € M, le produit scalaire défini sur
K Hg

i

¥ stexplicite ainsi :

<6 > =/ fuslax) oGy pylay)
= [uglax) g(x) = [0 wglax)

Si Yf est dans HM’ mais non Yg, on a toujours :

(a-_'1)

(a-2) <tg> = fuglan) g)

(vérification immédiate & partir de la condition 4).

2 —~ Dérive Normalisée

Soit:fe, ¢ = Oy1se¢. une suite dans & de fonctions linéai-
rement indépendantes sur S, et soit Y 1la suite correspondante

dans H :

<v?, 1) s =2lx) (xes9)

constituée d'éléments lindairement indépendants dans H . ILe pro-
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cédé d'orthogonalisation de Schmidt permet de remplacer la suite

Y‘Q par une suite orthonormée Xe du type :

_ O
XO—Y

4 ¢S
Xg - ;26 Bgs

avec
< Xﬁ, Xh > = an
/
En vertu de l'homéomorphisme H - %, on obtient ainsi dans ¥ la
suite orthonormée de fonctions :
¢ 0

% QEB Bog T 0 <0y 0y > = Oy

Désignons par mg(x) ltestimateur optimal de la dérive en un point
x lorsque l'on utilise les N+1 premiéres fonetions:f£ y Solent

N

0 = 1,'f1}..;f . Drapres 1'invarisnce tensorielle, on obtient

*
le méme estimateur mN(x) si 1l'on remplace ces fonctions par @O,

¢1 oeo @N y et, la suite X étant orthonormée, on a alors :

M “ % N
(a-3) my(x) = rEo X, 9,(x)

%3 = Le Projecteur HN

Désignons par Hy le sous-espace de H engendré par (XO’X1"'XN)
x
- ' \ — .
et par I, son projecteur. D'apreés (a-3), on a mN(X) € Hy pour

tout point x (appartenant ou non & S). On peut s'interroger sur
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*
le comportement de mN(x) pour N — oo,

Examinons dfabord le cas ou x € S. Par définition des Xn’

on a alors

p,(x) = < X, ¥x) > (x € 8)

Compte tenu du fait que les (Xh) sont orthonormés, (a-3) s'éerit

alors :
(a~4) m;(X) = Ty ¥(x) (x € 8)

Ainsi, la valeur de la dérive estimée en un point x € S est la

projection de Y(x) dans Hy» On en déduit :

( )
| my(x) 2= = (@n(X))Z < |l Y(x) |I?
n=0
¥ = myG) 12 = ¥ 12 - | mgla) 12

En particulier, mg(x) converge fortement vers Y(x) pour tout

X € S si et seulement si la suite Xﬁ est une base hilbertienne

de ﬁ1 ou, ce gqui revient au méme, si les Py constituent une base

de e

Pour x £ S, par contre, la relation (a-4) ne subsiste pas.

Posons, en effet :
oy(x) = < X, ¥(x) > (x € )

avee am(x) = @m(x) pour x € S, mais, en général, $ﬁ(x) # gm(x)

hors de S. On a cette fols :
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. N
mN(x) = 2, X, @n(x)

(
E n=0

(a~5) . ) (x e )
g My Y(x) = 2%, By (%)

%
donc, en général, mN(X) # I Y(x) hors de S.

4 —~ Relation avec le Krigeage

2

Soit IT le projecteur de L™ dans H. Pour tout x € R* ’

ny(x) = YK(X) est le krigeage simple de Y(x) avec YK(X) = Y(x)

si-et seulement si x € 3. Comme Hﬁ = HN nm, on a :

(a—6) M Y(x) = my Yu(x)

Mais le krigeage universel d'ordre N (i.e. relatif au N+{ premidres

fonctions @n) de Y(x), soit Y§(x) est, comme on sait :

N N
Yo(x) = Yp(x) = mg Yo lx) + T

Z X o, (x)

D'aprés (a~6) et (a-5), on en déduit :

* N ' ~
(- L) =)+ D%y (o, () = 3, (x))

Ainsi, la correction de dérive n'est autre que :

N ' '
Ih(x) = _Z_)O X, (q:n(X) ~ ?p'n(XD
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En particulier, si nous remplagons nos fonctions de base initiales

¢n par les fonctions %n = < Xﬁ, Y(.) > = ce qui ne les modifie

gu'a l'extérieur de S -~ la correction de dérive devient identigue-

ment nulle, et le X.U, coincide avec le krigeage simple. L'esti-

mateur optimal de la dérive s'identifie alors avec BN Y(x) dans

tout l'espace, et non plus seulement sur 5. Il coincide sur S avec
*

l'ancien estimateur mN(x), et ne se trouve. . modifié qu'a l'extéricur

de S.

Ces conséquences paradoxales montrent que le choix des fonc-
tions de base Py (ou, plus exactement, leur prolongement & 1l'ex-—
térieur de S) n'est pas indifférent. Naturellement, si les @n(x)
sopt, par exemple; des polynomes (déns l'espace entier), les $£

n'ont, en général, plus rien de polynomial a l'extérieur de S.

5 - Exemple

Prenons notre exemple habituel : espace mﬁ, variogramme
v(h) = |h|, et 8 = (-R, +R). IL'espace H est ici engendrd par les
R
é1léments de la forme :;/f A(dx) Y(x) , avec des mesures A de som-
-R :

/x(dx) =0

Toutefois, comme nous l'avons vu, l'intervention de grandes moyen-

me nulle ¢

nes mobiles permet de donner un sens aux éléments associés & des
mesures de somme non nulle. A ftoute mesure A & support sur

(-R, +R), on peut ainsi associer la fonction f, définie par :

A
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: R
(a~8) fx(X) = - J/P lx-y| a(ay) (-R = x < R)
~R

et l'on sait qu'inversement toute fonction £ admettant sur
[-R, +R] une dérivée seconde continue est associée a la mesure

A & support sur [-R, +R] définie par :

£

' £ (R) 5, - T (-R) &
)\f(dx)='—-%f"(x)dx+ (8) Rz (-R) b.g -

(2~9)

(2(=R) : £(2)) (5-3 +'6R>

2R

Soit alors Pn(x) un polynome de degré n, et un(dx) la mesure
associde a P, selon les formules réciprogues (a-8) et (a~9). Nous

dirons que la suite Pn est normalisée si :

(a-10) | ‘/un(dx) Pm(x) = ‘/;),m(dx) P (x) =8

Construction des polynomes normalisdgs Pn -

D'apres (a-9), on a :

J/pun(dX) 3m(X) = - %la/f P;(X) Pm(x) dx +
. R

| +4 [2(R) 2 (R) - P, (-R) B (-R)] - 7= [, (-R)+2, (R)][2 (-R)+E,(R)]

Solt ¢

(8F11) | h//Pm(X) un(dx) =.

R
=1 / P, (x) B (x)ax - 75 [B (-R)+ 2 (R)][B,(-R) + B_(R)]
-R ‘
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et nous devons déterminer les polynomes pour lesquels cette expres—
slon est égale a 5m,n'

Cste

Exeminons d'abord P, soit Po(x) sur [-R, +R] .

o |l
2V

+o
ol

D'apres (a-9), 1a mesure A, €5t - a et la condition

° 2R
, 2
/xo(dx) B (x) = - =2 =1

ne peut pas &tre remplie pour a, réel (cette circonstance est
lide au rb6le exceptionnel que joue la mesure Ao de somme non nulle,
4 laguelle donc ne correspond aucun élémenﬁ//ko(dx) Z(x) dans H ).

Nous ne normaliserons donc pas Po, et prendrons (par exemple)

6R + 6_R
0 2R

. Passons a Pn’ pour n = 1. Ils doivent vérifier d'abord :

R R :
V/r P (x) p, (dx) = d/r uy(dx) =0
-R

-R

(donc, il leur correspond des X = pn(dx) z(x) € H), soit,

d'aprés (a-11) :

(a=12) P (R) + B (-R) = 0

Pour m = 1 quelcongue, la conditiopp/;m(x) pn(dx) = Bn,m ’

compte tenu de (a~12) et (a-11), donne alors :

R : '
(a=13) 1 f P (x) Py(x) dx = 8

m,n
~R



Au facteur ’VE-prés, P; est donc identigue au polynome de

Legendre de degré (n-1), soit, avec un facteur Ay 4 déterminer :

n-1 Dﬁ1.

e

n—1 2)
ax

(a~14) P;(X) = A (x2 - R

La condition de normalisation (a-13), pour m = n, donne :

R

/ (Pé(x))z dx = 2

-R

D'ol 1l'on déduit

Von-1 1

,2n-1(nf1)! n-

AYJ.=

nof—

De (a~14) résulte ensuite :

' g2 , o o0l :
Pn(x) = A E;EZE (x - R ) + G, (n>1)
P1(X) = A1 X + C1

Les conditions (a—12) déterminent les constantes Cn,vet il vient

P1(X)

il

A1X

n-2 n-1
T 2 2
( Pn(x) = A P (x¢ ~ R%)

A

Les mesures assocides s'en déduisent d'aprés (a-9) :
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. ( (d _ 6R - 6-‘R )
g A ldx) = A, > » A(dx) = = A, dx + AR (8548 _p)
(
é 1, a* 2 _ond '
| ( )\n(dX) == An :i-;cn (x= - R9) ax (n > 2)

Pour x ¢ [-R, +R], posons :

| R
B (x) = —d/f |x-y| a,(ay)

Ies Fonctions ?ﬁ

Lorsque l'on prend les ﬁn comne fonctions de base, le K.U. colin-
cide avec le krigeage simple (pas de correction de dérive). ~ Pour

x > R, on trouve :

?1(X) = A, R
Ainsi ?1 n'est linéaire que sur [-R, +R], et reste constante &
1'extérieur de cet intervalle : ?1 ne prend nullement en charge

. . rd . (24 . .
une dérive linéaire. Pour Pn, il vient :

R

n n-1
Pn(X) = % A (x-y) E_E (y~ - RZ) dx =
-R y

d'ou :

et 1l'on comprend pourguol K.U. et krigeage simple cofincident :
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il n'y a pas, & proprement parler, de dérive & 1l'extérieur de

(-R, +R).

Dtune manidre géndrale, d'ailleurs, toute fonction fx.de

la forme :
R

£, (x) = U/P |x-y| A(dy)

-R

/ !
vérifie fi(x) = 0 pour x extérieur & l'intervalle fermé [-R,R],
donc est de la forme ax + b pour x > R ou x < -R. Si de plus

la mesure A est de somme nulle 3

R

/ x(dX)=O.‘

fx(x) est constante sur (R, + «) et sur (- o, =R). Celd résulte
du fait-qué le est-le potentiel newtonien de 1l'espace a-1 dimen-—
sion. Quelles que soient donc les fonctions Py utilisées pour
représenter la dérive, leurs prolongements $£ sont des fonctions
constantes & l'extérieur de [-R, R], et ne peuvent pas servir a

représenter une dérive véritable.




LES INDETERMINATIONS DU VARTOGRAMME S0US -~ JACENT

1 - IL'Invarisnce des résidus pour les dérives aldatoires.

Soit AB = A%'Za un estimateur (non optimal) des coefficients

2, de la dérive, vérifiant la condition d'universalité

(1) A% £ = S (€,8 = 0y1c00.k)
¢ o

Le résidu

ne dépend que de la pertie aléatoire Ya (et non de la dérive).

Plus généralement, si je remplace Za par

A S
(2) 2, = za+:5€ £

-ou les B@ sont des variables aléatoires (et non plus des constan-

tes), les nouveaux résidus seront : -

Tt B L, L B sl g e .
Ra za 2\,@ foz ‘5;3 za xe fa zJB + BE f@C
-~ ﬁ e B 8 _ - "e Y, =

3 cause de ls condition (1) dtuniversalité. Alnsi, pour un ezti-

mateur donné de la dérive, universel mals non nécessairement Op—

timal, 1'addition d'une dérive aldaboire laisse invariants les




résidus Ra"

En particulier, cette addition va laisser invariante la co-

variance E(Ra Rﬁ> des résidus (et toutes les quantités qui sten

i

déduisent), telle que ltespérance E<§%(h)> du variogramme vy des

résidus sur laguelle nous avons pris lthabitude de travailler).

L.

Or elle ne laisse pas invarisants la covariance, ou le variogramme

sous-jacent.

Par exemple, la covariance Ga = E(Ya Y ) (si elle existe)

P B

est remplacée par. :

(3) o, =G . + DB€ fg + D

R #
o af Tg * Keg fg f;

al 7B

ol 1'on a posé :

it

Kes E(Be BS)

~ Pour le variogramme, la transformation serait de mEme :

' Yo 5 (L . - g .8
_(3 ) Yaﬁ = Yog T Z(Dae —DBB )(fgﬂfg) * Kfs<fgmL§)(fa"fﬁ)

I1 en résulte, en sens inverse, qu'a pertir des résidus expé-

rimentaux RU ou de leur covariance E(Ra R@) il ne sers Jjamais pos-

sible de déterminer le variograrme sous-jacent gqu'ta une indétermi-

nation prés du type (3'), avec des mabtrices D p et K@s arbitraires.

On pourrait craindre que 1l'indétermination ne puisse &tre plus

sévere encore. Nous allons voir gu'il n'en est rien, et gue cette



i
;

inddtermination est exactement celle qui est représentée en (%)

ou (3').

2 - Covariance des rdésidus, et indétermination du variogramme Sous-

ggcenta

Avec les notations précédentes, on a :

E(R R
(¢4

B a'p’

_ (xt- ot @ Br _ BI g
) == (g, N foc)(% A fB)Y
[Cette covariance des résidus existe toujours, méme s'il ntexiste
qutun variogramme sous-jacent, & cause des conditions d'universa-
1ité (2), qui donnent

27\%:1’, oA

OFC = 0 (€= 1,2...k)

d'ol résulte que Y - x% fg Yr3 est dans L2]. Hettons ceci sous

la forme :

(4)

Ce systime n'est pas régulier, et ne permet pas de déterminex
univoquement YQ‘B‘ a partir de E(RQR5>° En effet, considérons
le systeme sans second membre :

o Bt
(5)' "(@vgr Ua DB = 0

et cherchons les solutions possibles de (5). Toubt dfabord, & «



fixé, l'expression

—— ’ 'a'
gBr = YOL'B' U(OL)

doit vérifier gB, UE"z 0, c'est-a~dire, d'aprés (4)
' - B ¢
(5 ) gO.’. - gﬁ' Ke fa

Dtaprds les conditions d'universalité (1), toute combinaison

linédaire

(6) A gB =0 f

vérifie (5'), et inversement (5') lui-méme exprime que g, est de

la forme (6) avec

CS = gﬁl A
Ainsi, la velation (5) est vérifide si et seulement si'ya,ﬁ, U;;
est combinaison linéaire des fg :
Y&;B‘ Ug;z Cagg fe'
soit, explioitément : |
Y@B - Gq,@* fg " Ya‘ﬁ K%' fg
Si 1l'on tient compte de la oondi%iop'de symétrie Yap = Yao!

on voit gque les solutions du systeme (5) sens second membre sont

de ls forme



. ? )
(7) C ¥ = Cup fﬁﬁ-CBe £

Par conségquent l'indétermination sur le variogramme sous-—jacent

obtenu en résolvent (4) est exactement celle guil est exprimée en

(3) ouen (3')-

3 ~ Introduction d'une hypothese intrinseque.

Ie systeme (4) comporte n(n-1)/2 inconnues (les Yaﬁ pour o # B).
Dtapres (7), sa solution générale dépend de n k paramétres arbitrai-

res, les n(lk+1) C ot de la relation (7), liés par les n conditions

0 e
(7%) ' Cla)e fla) = 0

81 l'on admet de plus gque le variogrenme sous-jacent est du type

intrinségue, soit :

y(x3y) = y(xz=y)

on introduit des conditions supplémentaires gqui vont rédulre le
“degré d'indétermination du probléme. Ia géométrie des points

expérimentaux joue évidemmentnicl un réle important. J'examine-

rail seulement le cas particulier ol les n points expérimentaux

sont alignds et équidistants. Lthypothese intrinségue s'exprime

par les Z(n-k) = Qi%:il relations :
(8) Yi, 14k~ Yo, 2+k T et T ¥nek,n (= 1,2, o0mt)

gqui devrait suffire en principe & lever 1!'indétermination pourvu

gue



n(n~-1)

5 > nk

soit n = 2 k1. Ceci, toutefois, mériteralt une discussion.



