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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 109

LES ESPACES PONCTIONNLLS d ET LES DERIVES AU SENS DE CRAMER

Dans la théorie du krigeage universel, les concepts probabi-
listes n'interviennent, en fait, que par l'intermédiaire d‘'une
fonction de covariance C(x,y), et la structure de 1l'espace (Q,&,P)
reste assez indifférente. On ne retient, finalement, qué la struc-
ture hilbertienne associde & la covariance C(x,y) et, en raison de
1'homéomorphisme H - %, tous les résultats de la théorie peuvent
s'énoncer dans un langage purement fonctionnel : on est ainsi con-
duit & examiner des problémes d'analyse fonctionnelle, ol plus rien,
en apparence, n'évoque le point de vue probabiliste initial. On
notera aussi 'la parenté des problémes abordés avec ceux que l'on
rencontre dans la théorie du potentiel (sous sa forme dite classique
@lﬁtﬁt que prbbébiliste). Déns~ﬁne dernidre ﬁartié, jé m'inéﬁire
de certaines idées de H. Cramer pour donner une définition plus ri-
goureuse de la notion de dérive aléatoire, et formuler sur des bases

un peu différentes les problémes posés par le K.U.

j = HYPOTHESES ET NOTATIONS

E désignera un espace localement compact de type dénombrable,
non compact en général, et K=J((E) 1ltensemble des parties compactes

de E.

C (B), ltespace des fonctions continues sur E et nulles & 1'in-
o )

fini, muni de 1la topoiogie de la convergence uniforme ; M1(E), dual

#
e



de €b9 1'espace des mesures bornées.

@:(E) , l'espace des fonctions continues bornées muni de la
C L : N
convergence compacte ; M (E), dual del , l'espace des mesures &

support compact.

QJG(E)’ ltespace des fonctions continues & support compact,
muni de la topologie limite inductive habituelle, et M(E), dual de

4&3’ ltespace des mesures sur E.

Pour tout compact K& SG(E), & (K) sera l'espace des fonctions
continues sur K muni de la convergence uniforme, et M(X), son dual,

l'espace des mesures sur K.

¥(x), x € E est une F.A. sur un espace (Q,7,P), telle que

¥(x) € 1° (,4,P) pour tout x € B, et

(1=1) o(x,y) = < ¥(x), YW(y) > . (xy € E)

ga fonction de covariance.

Pour toute partie K ¢ E, H(K) est l'espace vectoriel engendré
par les Y(x), x € K, et H(K), fermeture de H(K) dans L29 ltespace

de Hilbert‘correspondant.

On désigne par F(K) l'ensemble des fonctions f définies sur K,

de la forme

(1=2) - f(x) =< ¥, ¥(x) > ,. x€K

pour un ¥ € H(K). I'application de H(X) dans F(K) ainsi définie

est manifestement bijective. ZEn désignant par Yf, Yg.o. les élé-

ments de H associés & des fonctions £, 8y... € &, on peut donc’



- munir ¥du produit scalaire

(1=3) <L, g>=<T, YT, >

qui en fait un espace de Hilbert homéomorphe & H(K).
!
Si 1l'on désigne par A(K) l'ensemble des mesures & support
fini e X on salt que f € F(K) si et?seulement si il existe B < o
telle gque :

(=8) | fMan) 2] 5 B /@) olmy) May) e aD)

|
i
'
:

) i
et 1'Inf des B vérifiant cette relation est alors égal a HYfHZ,
1
Pour tout A € A(K), 1'élément : '
|
A {
4 :/de)‘Y(x)

t
[

est dans H(K), et a pour image dems %(K) la fonction :
i .

(1-5) £ = J/X(dxi ¢(x,.)

que 1lfon appellera parfois potentiel de la mesure A (& support fini).
En particulier, & la mesure de Dirac 8, € m(K) (x € X), sont asso-
cids les éléments Y(x) € 3(X) et C(x,.) € ®(K). Pour tout g € 3(X),

on a

(1-51) <t gs =<t v, > = [aax) el

en particulier, pour A et p € A(K) :

A

< £, s = < Yx, ™o =‘/P adx) o(x,y) Aa(ay)



o — L'ESPACE 3(8)

Soit § une partie de E (pouvant coincider avec E, ou &tre

compacte dans E) fermée dans E. Nous supposerons toujours Y(x)

faiblement continue sur S (il n'y a donc pas de perte de générali-

+é en supposant S fermée dans E, puisque les espaces 7(8) et %(S)

sont identiques si S ntest pas fermée).
a

Proposition { - On a %(8) « £(S) si et seulement si Y(x) est faie-

blement continue sur S. Lorsque cette condition est remplie,

N7(x)|l est borné sur tout compact K < B, et la topologie forte

de 3(S) est plus fine que la topologie induite sur ¥ par la con~

vergence uniforme sur tout compact.

Ta premidre partie de 1'énoncé découle du fait que l'applica-

tion £ -+ Y, est un homéomorphisme et de la relation

(a) f(x) = < Yo Y(x) > ,' fes(s), xes

8i K est un compact < S, et si Y(x) est faiblement continu sur S,
f(x) est donc bornée sur K si £ € & . Dtaprés (a) et le théoreme

de résonance, ||Y(x)| est alors borné sur K, solt :

sup |[Y(x)|l = Cp < o0
x€K

On déduit alors de (a) :
2G| = [Tl TEGOT = G gl . (€ ®)

cltegt~a~dire :

S f(x a. Nl K
sup 26| = Oy 1Tl




d'ol résulte la proposition. -

Proposition 2 - Pour que la topologie faible de F(S) soit plus

fine que la topologie induite par la convergence compacte, il

faut et il suffit que Y(x) soit fortement continue sur S.

Supposons Y(x) fortement continue sur S, et f,=<7Y, Y(.) >
une suite convergeant faiblement vers O dans (S). On a daéja
.fn(x) =< Y, ¥(x) > - 0 pour tout x € S. Supposons que cette

convergence ne soilt pas uniforme sur un compact K < S. On peut

alors trouver a > 0, une suite X € K que lton reut toujours sup-

poser converger vers un x_ € K (puisque K est compact), et une suite

partielle £ gvec
s

lfnk ()] 2 2a>0

Or, on a :

I

[fnk(xk){ [<4th, Y(xk) >| = |< Ynk, Y(xo)‘>[ + |< th, Y(Xk)mY(Xo)>I;

A

ESCRIRY L R EENEEN]

Or £ (x_) converge vers 0 et fI£ || est borné, puisque f_ converge
n, o : n n
faiblement vers 0, et ”Y(Xk)~Y(XO)” tend vers 0, puisque Y(x) est
fortement continue. Donc £ (x,) - 0, ce qui contredit If. ()] =
. n k 1 k

k
2 a > 0.

Inversement, supposons ¥ c ésy et la topologie faible sur I
plus fine que celle de la convergence compacte. E'aprés la Propo-

sition 1, Y(x) est faiblement continu sur S. Soit CX € F la fonction

e



associde & Y(x), x € S. 81 X, tend vers X, dans S, CX converge
n
faiblement vers CX dans F. Pour tout compact K« S, on a alors,
0
d'aprés lthypothese :

lim  Sup Oz, ¥) = C(xys 3| =0
n -+« yek
En particulier,
1lim [c(xn9 x ) - C(x; xﬂ)l = 0

n -

Mais C(XO9 Xn) converge vers C(xo, XO), 5 cause de la convergence

, : P 2
faible de C_ vers CXOo On en déduit que HY(Xn)H = C(Xn9 Xn) con-
verge vers HY(XO)HZ, et la convergence de Y(Xn) vers Y(xo) a lieu

aussi au sens fort.

Potentiel d'une mesure - Soit p € MO(S) une mesure & support compact. .

dans S. L'application f - J/ﬁf‘de C (8) dans R1 est donc continue,
Y(x) étant toujours supposé faiblement continu sur S, la proposition
1 montre gque la restriction & F(S) de cette application est forte- |
ment continue sur ¥. Il existe donc un élément f¥ € z(S) tel que

1l'on ait
< f“, g > = //pg s Yy g8 ¢ %(8)
Bn particulier, pour g = CX,'image dens ¥ de Y(x), x € 3, on trouve

(2-1) - fH(x)

it

Jetaslotn (e )

et aussi :

(2-2) [£4)12 = J/L £k ij/L(dX’ ox,y) pldy)

e
-



!

Nous désignerons par ¥ _(S) 1l'image de M°(8) dans 3(S) par 1'appli-

uC

cation - ¥ ginsi définie. Il est clair que & est un sous-vec—
H 9 1C =L S A
i

toriel dense de l'espace de Hilbert ¥ (celui-ci étant déja engendré

par les images dans ¥ des mesures de Dirac éx’ x € 8). Nous dirons

souvent que ¥ est le potentiel de la mesure .

Proposition 3 - Y(x) étant faiblement continue sur 5, 1'application

o — % de M°(S) munie de sa topologie faible dans (8) est fai-

blement continue., ILorsque S est compact, cette application est

fortement continue, si et seulement si Y(x) est fortement conti~

nue sur Se
Y(x) étant faiblement continue sur S, on a F(S) < €(8) (Propo-

sition 1). Si p, converge faiblement vers p dens #°(8), on a donc

p, .
R i n& g > =‘/fun g H://ﬁ g = < f“, g >.

!
pour tout g € &, et £ n converge faiblement vers ¥ dans F.

Si S est compacte, la convergence vague p — p dens M(s) en-
traine la convergence vague des mesures prodult p, ® p Vers p @ p
dans M(S%S). Dans ces conditions, si de plus Y(x) est fortement

continu, C(x,y) est continue sur Sx8, et on a donc

22 =‘/fun ® p, © 4V/ﬂu ® uC = |£#°

B
I1 en résulte que la convergence f T, ft a lieu aussi au sens fort.

Inversement, supposons l'application p - £V fortement continue.

Si X, =X dans S, 5x

tend vers &, dans M>(s), et l'hypothése en-
n .
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T e )

faiblement continu sur S, il est donc également fortement continu.

traine C(Xn’ Xn) = |If = C(x,x). Comme Y(x) est déja

Covarisnce de type positif strict - Nous diromns gque la covariance

¢ est de type positif strict sur § si

b€ 5o(s), [2%° =//M(dx)cl(x,y) way)=0 = p=0

|
i

Si 1'on désigne par ¥, 1'image de ¥°(S) dams g(S), il est clair

gue l'application p - % de M sur 3M est bijective si et seulement

si la covariance C est de type positif strict sur S. Iorsque cette

¢ . . | .
condition est remplie, le prodult scalaire
I

' f
< py p' o> =‘//h(dx) C(X9Yﬁ wlay) = <, % >
{

, o |
‘aéfinit sur MC(S) une structure préhilbertienne. Ie complété de

.
*

MC(S) pour cette structure gridentifie au dual ¥ de ¥ done aussi

& l'espace de Hilbert F lui~méme. jEn sens inverse, on peut munir
5M(S) de la topologie déduite de celle de M°(8). En particulier,

si S est compacte, cette topologié est la topologie vague, et la

Proposition 3 donne ¢
!

Corollaire : Lorsque S est compaéte, la topologile vague sur 3MK§)

B i

est plus fine que la topologie induite par la topologie forte

de %(8) si et seulement si Y(x) est fortement continue sur S.

Proposition 4 -~ Pour que %(S) soit dense dans & (5) pour la conver-

gence compacte, il faut et il suffit que la covariance C solt de

type positif strict sur 5, et 3M(S) est alors également dense

dans ¢ (8),




En effet, NM°(S) est le dual de € (S) muni de la convergence
compacte, et %(S) « & (8) d'apres la Proposition 1. Soit alors

n o€ MC(S) un élément de l'orthogonal de F(S) dans MQ(S)O On a

<t g > =t//h g =0

pour tout g € F, donc ﬂqu = Q. L'érthogonal de 3 est donc réduit
|
. & {0} (et ¥ demse dams (7)) si et seulement si Hfun = 0 entraine
03

Bo= ctest-a~dire si C est de typé positif strict. Dtautre part,

3M est dense dans ¥ pour la topologie forte, donc aussi pour la to-

pologie induite par celle de ((S) (Proposition 1), et par suite

Fy est dense dans ¢ en méme temps que F.o
3
i

Temme | - Si § est compect, et si %(8) = £(8), on a 3,(8) = ¥(s)

et les topologies faible et vague coincident sur 3 = Fyre

!

A : . . A ‘ o -
En effet, soit £ € ¥, et p  une suite dans M(S) telle que £ &
converge faiblement vers f dens F. Pour tout g € B(S) = x(8), on

{
a o t

Hpi '
J/hn g=<f"7, g>-> <=f, g>

Comme S est compact, et que g décrit C(s), il en résulte que by
converge vaguement vers une mesure n € M(S) vérifiant < £, g > =
=d/L g, 8 € ¥, donc f = f*, Donc f € Ty et ¥ = 3&. Le méme

raisommenent montre que la convergence faible dans ¥ entraine la
convergence vague dans Fpys donc l'éguivalence des deux topologies

d'apres la Proposition 3.
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Proposition 5 - Soit S un sous—ensemble non discret de B fermé dans

E. 8i Y(x) est fortement continu sur S, et la covariance C de

type positif strict sur 5, les inclusions ¥ < & et Fyc ¥ sont

toujours strictes.

a/ Supposons d'sbord que S soit compact dans E. Si 3(8) = @(s),
on a Fy = ¥ et les topologies faible et vague colincident sur F(lem~
me 1). Mais, d'aprds le corollairé de la Proposition 3, la topolo-
gle vague ésﬁ plus fine que la topologie forte;‘ Les topologies
forte et faible sont donc équivalentes sur F(S), et celd n'est pos-

sible que si F(S8) est de dimension finie.

b/ Dg méme , (toujours avec § compact) supposons EM(S) = 3(8),
et soit £ € @7 (8). Comme C est de type positif strict, on peut
trouver (Prop051tlon 4) une suite T, € “H( S) convergeant uniformé-
ment sur S vers f. Soit alors‘gLL un élément quelconque de § = Ty
associé & une mesure p € M(S). ILa convergence uniforme des £ vers

f donne

J/L r,o=<gh £ > {//pf

Par suite, fn converge Taiblement dans ¥ vers un_elament f' ¢ &
tel que‘/fpf' = < g“, f > :c/fuf pour toute mesure p € M, d'ou
résulte f' = f € F, et T = 4. Ia premiere partie de la démons—

tration montre & nouveau que F(S) est de dimension finie.

¢/ lMontrons maintenant que (S étant quelcongue) F(S) ne peut

i

&tre de dimension finie que si ltensemble S est lui-méme fini. En

effet, soilent X, XppeeoX, UN nombre fini de points de S tels que



les Y(xi) engendrent S. Si x est un point de S distinct des xj,
i=1, 2,...n, on a une relation de la forme Y(x) =2 A" Y(xi),
mais celd contredit la positivité stricte de la covariance C sur 5.

Donc S est fini.

d/ 1la proposition résulte de'a/, b/ et ¢/ lorsque S est com-
pact. Soit alors S fermé non compéct dans E. ILa relation 3(S) =
= (8) implique (K) = (F (X) pour tout compact K < S. D'apres
a/let ¢/, tout compact Kc S est uniensemble fini. Comme le fermé
3, en tant gue sous—espace de E, es% localement compact, il en ré-

sulte que tout point de S admet un ?oisinage fini dans 38, donc que

3

S est un espace discret. l

Si maintenant EH(S) = 5(8), i% suffit de reprendre le raison-
. N i, i

nement fait en b/ (en remplagant l% convergence uniforme par la con-
vergence compacte, et ¥ par 11°) pour trouver F(S) = O(8), d'ol ré-
sulte & nouveau que $ est discret.

!

t
TLe corollaire suivant précisé 1'énoncé dans le cas compact @
i (

Corollaire: Si S est compact et ¥(x) fortement continu sur S, 1'in-

clusion 3(8) ¢ € (8) est stricte si #(S) n'est pas de dimension

finje. Si de plus la coveriance est de Type positif strict sur

S, les 4 propriétés suiventes sont équivalentes -:

a/ S est un sous—ensemble fini de F.

b/ F(S) est de dimensiomn finie.

¢/ 3(8) = €(8)

a/ 3,(8) =3(8)



Proposition 6 -~ Supposons que la covariance soit de type positif

strict sur S, Pour qu'un sous-vectoriel go de § soil dense

dans (& (3) pour la convergence compacte, il faut et il suffit

que son orthogonal gdL dans ¥ vérifie

Diapres la proposition 1, on peut supposer Fo fermé dans &
/ ' K
(puisqu'un sous-vectoriel de ¥ et sa fermeture dans F out ménme

adhérence dans @?)o Soit HO le projecteur de F dans Foe Ty es?h

engendré par les ﬂoY(x), X € S. D'aprés la proposition 4, go est .

dense dans-@Dsi et seulement si la tovariance OO associde a HOY(X),
i
soit

o (x,y) = < MY, iiy) >  (x, 7 €8

i
[
{
@
i
i

est de type strictement positif sur 5. Mais pour toute mesure
i .

n € MC(S), on a 3

i
i
'

Juen) nxe) = 1, futen) 160

Ta condition ci-dessus équivaut donc a

MGM.C(S), Uofu’=0=:p,=o

Comme C est de type positif strict, p = O si et seulement si £¥ = 0,
et la relation ci-dessus exprime que JF o ne contient aucun élément

bl
autre que 0 gqui soit orthogonal & Fye
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i

3 = RECIPROQUE

Exeminons, maintenant, le prqbléme inverse. Soit S une partie
fermée de B, ¢7(S) 1l'espace des Ffonctions continues sur S muni de
la convergence compacte, et ¥ = 3(S) un sous-vectoriel de ¢ (8).
Supposons gue ¥ scit muni d'un prodult scalaire gui en fait un es-
pace de Hilbert, et que 1l'injection de cet espace de Hilbert F dans
d?(S) soit continue pour la convergence compacfen Lontrons que
cet espace ¥ peut 8tre construit & partir d'une F.A. Y(x) comme

dans le paragraphe précédent.

En effet, soit, tout d'abord, x un péint de S. Ia forme liné-
aire C_ : f ~ £(x) est continue sur €(8), et sa restriction & ¥
est & fortiori continue pour la topologie hilbertienne de F. Par

suite,‘il existe un élément C, €7 vérifiant
(3=1) <C, £> = f(x) (x € 8, £ € 3)

En particulier s

< C, Cy > = CX(y) = Cy(x)
Désignons par C(x,y) = CX(y) la fonction symétrigue ainsi définie

sur S X S. Cl'est une fonction de'tjpe positif. IEn effet, soit A

une mesure € A (8) (ctest-~a-dire & support fini inclus dans S).

L'élément‘j/%(dx) C, est dans ¥, et, d'aprés (3-1)s on a :
2 : '
(3-2) I /alax) ¢l 5J{;/;(dx) C(x,y) aay) = 0

On peut donc trouver une F.A. Y(x), x € S admettant comme covarisnce
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1 fonction C(x,57)e

Soit alors EO(S) ltespace de Hilbert engéndré par les Y(x),
x € 8, et EO(S) 1'espace fonctionnel homéomorphe é'ﬁo(s) construit
comme dans le paragraphe précédent., Soit aussi HO(S) 1'espace des
combinaisons linéaires finies J/k(dx) Y(x), A € A(S). Ltapplica-

tion @

.L/Md}.c) Y(x) ;h'/}\(dx) N

de HO(S) dans 3(S) est continue et conserve la norme, d'apreés (3-2).
Elle se prolonge donc par une isométrie de ﬁO(S) SUr un sous-espace

de %(S) qui coincide avec 30(8), et ltinjection de 30(8) dans Z(8)

L

est par sulte une isométrie, Dtailleurs, on a F, = & car f e &3

équivaut & < Cop T>= f(x) = O pour tout x € 3, c'est-a~dire &
f = 0. Ies propositions du paragraphe précédent se transposent

donc directement & l'espace fonctiommel H(S). Ainsi :

- D'aprés la Proposition 2, la topologie faible de F(S) est plus
fine que la topologie induite par la convergence compacte si et

seulement si la fonction C(x,y) est cpntinue sur S X S.

~ Dtaprés la Proposition 3, ltapplication p - f# = J/L(dx) Cx de
M°(S) (muni de sa topologie faible) dams % est faiblement continues
Si S est compacte, elle est fortement conbtinue si et seulement si

¢(x,y) est continu sur S x S.

~ Dtapreés la Proposition 4, F (et 3M) sont dense dans @?si et seu-
lement si C est de type positif strict, c'est-h-dire si p € M (S)
et t# = 0 entrainent po= 0,
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- Ies Propositions 5 et 6 se transposent d'elles~mémes.

4 - TE PROBLEME DU BALAYAGE

Nous nous plagons toujours dans le cas ol la F.A. Y(x) est

faiblement continue sur E et ol la covariance est de type positif

© strict. Si 8 est un sous-ensemble de E (que.1l'on peut toujours
supposer fermd), H(S) est un sous-espace fermé de H(E). Toute fonc~
tion £ € F(S) peut &tre prolongée par la fonction T ¢ 3(E) définie

par :

flx) =<Y, ¥(x) > , x€B&

L'espace E(S).ainsi.oonstitué par les prolongements'% des £ € .3(8)
est 1'image de H(S) dans 1l'homéomorphisme H(E) - %(E). C'est dqné
un sous-espace fermé de F(E), et 1'a§plication f - T de 3(8) dans
g(S) esf un homéomorphismeg Il est donc possible d'identifier £ et

¥, ou z(8) et F(8), ce que nous ferons, en général, dens ce qui suit.

Soit fig le projecteur de F(E) dans %(S). ILa fonction HSf =

= fq € %(8) vérifie, par définition

fS(X)'= f(x) x € S

Mais, en général, cette égalité ne subsiste pas hors de S.
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Te Probléme du balayage. -

Soit M&(S) l'ensemble des mesures positives a .support dams S.
(s est fermé dans B), et MZ(S) 1l'ensemble des mesures positives &

support compact K ¢ S. Soit, de méme, ¥ +(S) 1'image de Mz(s) dansg
: i ’
c

F(8) par ltapplication p - f*, Nous dirons que le probleme du ba~

g - C .
layage d'une mesure positive p € I (E) sur un compact K ¢ E est so-

luble si la projection iy ¥ qu potentiel de p dans F(K) appartient
a8 I +(K), autrement dit stil existe une mesure QK € M(K) 3 support

i
dans K telle que 1lfon ait :

/LL(dX) C(x,y) =/MK(dX) o(x,y) , Y EK

En général, cette égalité ne subsiste pas hors de K. Nous dirons

que le'balayage de p sur K est soluble au sens strict si l'on a

K m& K ? K

Lorsque le probléme du balayage est soluble pour toute mesure p € Mg

et tout compact K, on dira simplement gue le probléme du balayage

est soluble dans S (au sens large, ou au sens strict respectivement).

Ie cbne convexe ¥ +(K)o -
M

I1 egt clair que l'ensemble & K) des potentiels des mesures

(
i

positives & support dans un compact K & E domné constitue un cOne
convexe, qui va jouer un rdle décisif dans 1'étude du probléme du

balayage. Dans ce qui suit, nous fixons un compact KO c E, et nous
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désignons, pour abréger, par F, T & et 3+9 au lieu de 3(KO),

" Jiil
3. (K), 3 (K) et g+(K ) les ensembles sulvants de fonctions : &
o ut © 0
est l'espace g(KO) lui-mEme 3 Fur et ¥ , sont formés des potentiels
= M

des mesures (resp. des mesures positives) a support dans KO, et g+

des fonctions f € 3(KO) positives sur K.

Tenme 2 — Une fonction f € 3(KO) est dans 3 si et seulement si

< f,g > =2 0 pour tout g € & + 3 elle est dans Z - si et seule-
: i - i
ment si < £, > = O pour tout g € 3+e

La premidre partie de 1'énoncé est évidente, puisqu'une fonc-
tion £ € Z(K) est = 0 si et seulement si J/hf > 0 pour tout
n € M%(KO). Passons & la seconde partie. Soit £ € F o OUy expli-

M
citement’ s

T

£ 5/@(&@ o(x, .)

avec u € M. Oona < f,8 > =‘//Lg = 0 pour tout g € ;3

Inversement, soit £ € ¥ une fonction vérifiant < f,g > =2 0O
pour tout g'€’3+e La forme lindaire g - < f,g > , définie sur g,
esthbdonc positive, D'éprés Bourbaki [Intégra%ion, Ch. III, 1, N° 7,
Prop. 9], cette forme se prolongersa sur € par une mesure positive
pourvu seulement gqu'il eiiste une fonction f1 € ¥ strictement posi~
tive sur Kd‘ Or cette condition est toujours remplie. En effet,
la covariance étant de type positif strict, ¥ est dense damns @?(KO)
dtaprés la Proposition 4, et la fonction constante {1 sur KO.est 1i-

mite uniforme de fonctions de F.
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De plus, toujours d‘'apres la Froposition de Bourbaki, cette me-
sure est unique puisque ¥ est dense dans @ . On a donc une mesure
positive (unique) p € M%(Ko) vérifiant < f,g > = u/hg y & € 3.

+0

Mais ceci entratne f = £V =</fp(dx) C(x,.), et par suite £ € &
M

Proposition 7 « Ltapplication p - ¥ définit un homéomorphisme de

i muni de la topologie vague sur ¥ °, muni de la topologie fai-
: 1

ble de F.

En effet, cette appiication est bijectivegipusique la covarian-
ce est de type positif strict, et faiblement continue (Proposition
3) puisque Y(x) est faiblement continu. Montrons que 1'applica~
tion inverse est continue, ce qui achévera la démonstration. Soit
by une suite de mesures dans M#(Ko) dont les potentiels an CONVET-—

gent faiblement dans ¥ vers un élément fo € ¥. Pour tout g = O

on a :
M
< f n,g > :t//;n g =0

donc aussi < fo,g > =2 0., Dfapres le lemme 2, on a donc £f_ € &

0 A2
: M
(et le cbne convexe ¥ , est faiblement fermé dems F). Soit p_ la

M
mesure positive telle que fo =f 9, Il reste & montrer que la

. + .
suite p, converge vaguement vers p  dans M . Or la convergence fail=-
p‘l’l t"1'0 . .. .
ble des £ vers £ impligue by 8 b, 8 pour toute fonction
f appartenant au sous-vectoriel F dense dans é?jpour la convergence
uniforme. ILes mesures positives o convergent donc vaguement vers
bo pourvu seulement que Supj/hn‘ < 00, Solt alors g € ¥ une fonc-
‘ n

tion vérifiant O'< a s g < b sur K (il en existe, puisque ¥ est

dense dans 49), On trouve, pour n assez grand, et € > 0 donné :



strf‘e'?n-i» W\‘ﬁ,‘{ ‘&J, w (‘ur\t(::
<£-£*i£‘> <e - n@‘uz.,<{?,£‘> < ctt#>
pro & <L A2

¢ p-2 gt > €0 wptin®e & P
> P-4

" +
) n](a'uz wu £ e 2¢ 7% FE AP



...19...

1 1 ] b
u/{‘Lns 2 J/;n g =3 d/g Po e =73 J/Lo e

Donc\/fpn est borné, et la suite p, converge vaguenent vers Hge

Corollaire : Ies trois topologies faible, forte et vague colincident

dds que Y(x) est fortement continue sur

sur le cbne convexe & .

i :

goc Dans ce cas, le cbne convexe ¥ , admet une base fortement
C M

i
compacte,

En effet, la topologie vague coincide sur & L &vec la topologie
t M

faible, et elle est plus fine gue 1? topologie forte si Y(x) est be@“

tement continue (Proposition 3). |

Dfapres -la Proposition 7, le cldne convexe ¥ _ est fermé dans
: M

, et le théoreme des projections 1ui est applicable. Toute fone-

fos

tion £ € F(E)(et non plus seulement & 3(KO) admet une projection
{

rd : ! + rd ’
sur § , = & +(KO), que nous désignerons par £ . . Cet élément 7 est
M M ;
caractérisé, d'une manidre unigue, par les conditions :

fex ,, < f-f, g ; <0, Ve €3 +., < -t T s> =0
i M
|
Posons
(4=1) £=f -1
Ta condition < f1, g > = 0 pour tout g ¢ 3M% équivaut a f1 € 3+ si

f1 ¢ E(Kb) (Lemme 2). Adnsi, tout &lément £ € 3(KO) sdmet wne décom-

position unique (4-1) avec






I1 en résulte aussitdt,
f1 est la projection de
que la condition £ = 0
les deux.cﬁnes convexes
sumons ces résultats :

Temme 3 -~ Tout élément
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compte tenu de lemme 2, que la composante
P .

~f dans le cbne convexe fermé ¥ , et aussi

est équivalente & £ < 0 sur K s donc que

—3+ et ¥ sont supplémentaires dans ¥F. Ré-

Bl

feyg= g(Ko) admet une décomposition unique

de la forme £ =

5. F

avec ¢
1

¥ ¢

<t £, 5 =0

¥ .o T
1

. .
Dans cette décomposition, £ est la projection de f dans le cOne

et =T

comvexe F ’

la .projection de f dans le cdne convexe ~g+ 5

M

quil est le supplémentaire de &F _ .

En particulier, on a 1l'égqui-

M

valence

ez

f <0 (sur Kb) o =0

Voici un exemple d'application de ce lemme :

Application - Soit £ € 3(KO), et posons par récurrence :
f = f - f
0 0 1
_ et
fn = In fn+1
avec, selon le lemme 3 :

<f , T

n 1n+1






- 21 =

On en déduit pour tout N > O :

N

N+ 1
£ o= 5 (=D o+ (=) e
0 =0 n N+1
Montrons que la série Z)(—?)n fz converge faiblement vers fo dans

g (ce qui domne un procédé permettént de construire explicitement
une suite d'éléments de Ty convergeant vers un f, €3 domé) .

!
/

La relation d'orthogonalité <.f; , fn¢1 > = 0 donne d'abord :

Negl2 = [£412 + [y 02

d'ou 1l'on tire : ‘ |

- W -
begl® = 2 Wl T+ g1
!

o o -, ‘ ) :
On en déduit aussitdt que fn converge fortement vers 0, et que les

i .
HfNH convergent en décroissant vers une limite a = O, donc, en par-

ticulier, que la suite [fyf est bornée.

i
i
t

Dtautre part, fn € 3+ donne; 0 = fn < f; pour n > 0, Comme
g/ﬁu f; tend vers O pour toute mesure uwy dlapres la convergence for-
te f; -+ 0, on a aussi‘j/L fn - O; ctegt-a—-dire < fn’ g > = 0 pour
g € 3M, sous~espace dense de %F.: Ce résultat, comp%e tenu du fait
que les fn sont bornés en norme, entraine la convergence failble de
fn'vers 0, et la relation

60

f =% (0% (au sens faible)
=0 . Tn
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Te second principe du maximum.-

Rappelons maintenant un résultat classique en théorie du po-

tentiel, qui éclaire assez bien les rapports entre cette théorie

et 1l'objet qui nous occupe actuellement. On dit que le second prin-

cipe du maximum est vérifié (dans 1, et pour le noyau C gqui est ici
cip 9 g

pour nous la fonction de covariance) si, pour toutes mesures Hys Bo.

[ B
positives & supports compacts, 1'indgalité f Ve 2 by — presgue

partout entre les potentiels de ces mesures entraine 1'inégalité
B B '
£l gr? partout dans E. On a alors le résultat classique suivant :

Proposition 8 ~ Lorsque le second principe du meximum est vérifié,

le probléme du balayage est soluble au sens strict.

Eﬁ effet, soit p une mesure positive é support compact,~f“
son potentiel, K un compact guelconque de E, et fE"e 3"+(K) la pro~ .. ..
jection de % sur le cone oonveie i +(K). Diapreés le %émﬁe 3, cette
'projectipn.vérifie H M

4

1 +
(a) T < f x » Ix

g sur K et < M

Cette deuxiéme relation stécrit

e - s - o

en désignant par pg € ¥(X) la mesure positive dont fg est le poten-

tiel et entraine, compte tenu de la premieére relation (a) :.

+ ol +_ .
fK = £ by presque partout






Te deuxidme principe du meximum donne alors :

fg < % sur B

dtol, d'aprés 1l'inégalité (a), fg = f¥ sur X, et le balayage sur K

est soluble au sens strict.

Remarque : Plus généralement, soit K un compact dans E, £ une fonction
de 3(E) dont la restriction & K n'est pas = 0, £ € F(K) éa projection
sur 3(X) qui vérifie £ = £ sur K. Il est clair que £ et £, ont méme
projection fg sur le cbne convexe :aian(K)° Soit by € M%(K) la mesure
b, dont fg est le potentiel, soit fmfz = £, Gomme f_ n'est pas

< 0 sur K, on a p, # 0 d'aprés le lemme 3. D'apres ce méme lemme ,

la fonction f1 = fg o~ fo ést = 0 sur K, d'ou aussi.: |

(a) ' fz -f=20surk

Par suite, la relation
<ft e s = (£F _8) = 0
o? ot 7T Ho ‘*To =

. , . +
gui résulte aussi du lemme 3, entraine £ = fo b, Presgue partout.
Comme il s'agit ici de fonctions continues, on a encore T = fo sur

le support de by qui est un compact. Adnsi

Temme 4 - Pour tout £ € F(E) et tout compact K < E, on peut trouver

un compact K < K et une mesure positive p & support dems K tel-

le gue 1l'on ait







- 24 -

- (ce lemme ne suppose pas le second principe du maximum) e

Etudions maintenant guelgues exemples.

1

5 — BXEIPLES '

i

|
Premier exemple : B = R , C(x,y) = e—a[x«y[ (a » 0)

T1 résulte facilement de la propridté markovienne que possede

dans B! 1a covariance exponentielle gue le probleme du bhalayage est

soluble dans B1e Désignons par P l'énsemblg des polynomes, par Py

leurs restrictions & un compact Kc:ER1 quelcongue, et montrons gque

. [
Py c\&M(K) et que Py est dense dans iZ(K).

|

Rémérqﬁons.d'abbfd gqutil suffi% d'établir la propriétg danshle
cas ol le compact K est un intervajle [a,b], et méme (par transla-
tion) un intervalle [0,L]. En effe®, si K est un compact quelcongue,
on pourra toujours premdre un intervalle [a,b] > K. Si les polynomes
sur [a,b] sont dans 3M([a,b]), ctest-a~dire sont potentiels de mesures
& support dans [a,b], le balayggg}sur K de ces mesures nous donnera des
mesures & support dans K dont les potentiels coincideront sur X avec

les polynomes correspondants, et on aura donc encore Py © EM(K)@ In~
A Y.

fin, si p est dense dans 3([a,b]), P, sera & fortiori dense dans 3(X).
X

Considérons donc le compact [0,L]. On sait que toute fonction
f sur [0,L] admettant une dérivée seconde continue est le potentiel

de la mesure p & support dans [0,L] défini par :
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p(ax) = Z [ 2% £(x) - £(x)] dx + [2 £(1) + £/(1)] 6y
(a)
o+ [a £(0) = £'(0)] &

On en déduit aussitdt p < Fpre. Il reste & montrer que P est
dense dans ¥. De (a), tout d'abord, on déduit aussi que 1'exponen-—

tielle ekX appartient & l'adhérence de P dans F(il suffit de s'as-

N
o 5 11 <
surer de la convergence de la suite de mesure 2 i% Ay Ou
, . n=o
i PSR n AX \
i, est la mesure associée a; X )o Or, e est, d'apres (a), le po~
§

2 AL

N

2) e}\,X

tentiel de la mesure Mh(dX) = ?% (a dx + (a+r) e" 76, +

L
+ (a~\) 6,¢ BSoit alors £ € ptc %, Cette fonction doit vérifier

: . 2 1 -
L/\f Mk(dx>‘= O pour tout A réel, domc, avec a(N\) = ‘// f(x) eMax

0
|

(a222) a(n) + (a+n) &M £(1) + (a-n) £(5) = O
[
l

1.
2a

i

Pour a = A, on-trouve f(L) = 0 ; pour a = -\, £{0) = 0 i et pour"

t
A# £ a, 8(A) =0, d'olt £ = 0, ce gul montre que P est dense dans ¥,

En terme de krigeage universel, et pour un compact K gquelcongue,

. , . : . * ;.
on a ainsi montré que l'estimateur optimsl mN(g) de la dérive en

X € K relativement aux polynomes de degré s N converge fortement vers
f

Y(x) pour N infini., Ie processus Y(x) de covariance exponentielle

admet donc sur K un développement, convergent en moyenne quadrati-
gue, de la forme :
e}

) = 2 A, (0 (x € )

o les f constituent un systéme normalisé de polynomes, et les A,
des variables aldatoires orthogonales dans H(K). On aurait un résul-

tat analogue avec les développements en sédrie de Fourier.
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N . . n
Deuxitme exemple : Covariance analytigue dans R

n .
Placons-nous dans R~, et prenons une covarlance C(x,y) analy-

tique ed bornée dans Ep X mp,,paf'exemple une exponentielle de

Gauss. Alors la F.A. Y(x) admet un développement en série de Taylor

fortement convergente, du type :

[

P (o)

T

3

Y(y) = 2
P

T1 suit de 14 que tous les espaces H(K), et H(R™) lui-méme sont en—
gendrés par les mémes DF Y(o) (dds que K est infini), et que toute
fonction £ ¢ F(K) = 3(@?) admet un développement convergent sur Eﬂ

entier :

£(y) = < ¥ Y(y) > = }i;j %T < Y., D? ¥(o) >

Soit alors CO 1a borne de la covariance sur BT x ®. Toute
fonetion £ = ¥ € 3. (K) est alors bornée sur B entier puisque
M "y 4
l£(x)| = | J/ p(ay) c(y,x)| = Cg J/ue En particulier, F, ne contient
K

sucun polynome (sauf, peut-&tre, les constantes).

T1 reste & examiner si les polynomes sont dans . Il est pro-
bable que la réponse est négative dans le cas général. J'examineral

ici seulement le cas ol Y(x) est stationnsire et ergodique. Sous

cette hypothése, aucun polynome n'est dans ¥ (sauf, peut-&tre, les

constantes). In effet, si £ € ¥ est un polynome de degré = n, la

relation

f(y) < Y., DP (o) >

ki

f?

1
=M
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donne @

< Yoy pP ¥(o) =0 pour p>n

et'inversement, cette relation entraine gque f est un polynome de
degré < n. Or, ltespace engendré par les i3 Y(o), p > n contient
évidemment les nid Y(x), p > n. Hals, dans le cas stabtionnaire et
ergodique, l'équation.Dp Y(x) = 2(x) détermine Y(x) & une constante
prés et celd par des opérations sucgessives de caractére lindaire.
Airlsi, Yf est encore orthogonal & taus les DP ¥(o), p >O} Par
suite, les seuls polynomes pouvant ééventuellement) se trouver dans

% sont les constantes.

|

Supposons diailleurs 1 € I, c*ést—é—dire lfexistence de ¥, € K

1
avec ¢

4 ' ‘
11 en résulte !

<Y,, Y(o) >=1, < Y{, PP Y(o) » = 0 pour p >0

—] b

En désignant par U, le groupe d'opérateurs unitaires tels que C(x,y) =
{

= < UX Y(o), Uy Y(o) >, on a alors aussi, d'aprés la remarque pré-

cédente

<Y, P Y(h) > = < Uy, T, D° ¥(o) > = 0

Par suite, Uh Y1 est proportionnel & Y1 lui~méme, donc invariant,.

et Y, est une constante non aldatoire d'apreés lthypotheése ergodigue.

1

I1 suffit donc d'imposer la condition E Y(x) = O pour obtenir

Y, = 0, c'est-g~dire l'impossibilité de 1 € F. Par contre, si’
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E (ﬁ(xf) =m # 0, la constante T, = 1/m vérifie les conditions

voulues.

Bn résumé : dens le cas statiommaire et ergodique et si B ¥(x) = 0,

aucun polynome n'est dans Fo

Ce résultat n'est 1ié que partiellement aux hypothéses faites
(statiommarité stricte et ergodicité). Si la covariance est de type

stationnaire, soit
Cx,y) = C(X'""y>

o C(h) est une Ffonction analytigue sur m@, il suffit de montrer -
i'existenoe d'une F.A. stationnaire au sens striof et admettant
cette covariance pour que la conclusion s'étende a toutes les F.A.
stationnaires au sens 1arge.admettant cette covariance? puisque la
struotﬁre de ltespace ¥ est lide uniquement & la fonction ¢(h).

Ainsi

si O(x,y) = C(x~y), avec une fonction C(h) analytique et nulle

.

4 1tinfini, aucun polynome n'est dans 3.

6 - IBS DERIVES AU SENS DE CRAVER

Fn m'inspirant de certaines idées de H. Cramer, je vals main~

tenant domner une définition précise de la notion de dérive aléatoire.

T ddésigne encore un espace localement compact de type dénombrable

(il suffirait d'ailleurs de le supposer dénombrable a l'infini ~
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dans les applications, E sera le plus souvent l'espace R ou un

sous—ensemble ouvert de [RV). iY(x)‘est une FsA. sur E vérifiant

o , Q) I(y) = ¢(x,y)

E(Y(x))‘

1}

(1a condition E Y(x) = O n'est pas'réellement indispensable, mais

simplifie les discussions). X

i
, Considérons une sulte croissante d'ouverts B < E relativement

compacts vérifiant :

Bn c B .. L}Bn =R

et leurs complémentaires dans E, soit @ v, = EN\T%_, v

n = B Bn 9

n

I
suites décroissantes vérifiant V D Vn+1 et N vn =@ o
: 1

Pour chague n, nous désignerons- par :
' {

: i

H =H (V)

n n

1'espace de Hilbert engendré par les Y(x), x € V., et par Hy 1'in-

tersection de cette suite décroissante :

Hy est un sous-espace fermé de l'espace de Hilbert H = H(E) engen—

dré par les Y(x), x € E. Nous dirons gue Hy est 1l'espace des dé-
L

rives, et que son orthogonal Ho = HD dans H est l'espace des résidus.

Montrons, tout d'abord, gue la décomposition de H comme somme
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orthogonale :

(6~1) H=Hy® Ho

ne dépend pas du choix de la suite Bn qui a servi & construire Hbm
. ] % 1
In effet, soient Bn et Vn = B \'Bn deux sulites dfouverts vérifiant
ot 1
les mémes hypotheéses gque la suite B« Du fait que Bn est compact,
e § f — s 1
J Ny r'%m_ t - ' » d I r
onaB o3 etV <V, pourm assez grand, d'ol H(Vm) - H(Xn) et

F]E(Vm) o r;ﬁ(vn)@ T!'inclusion inverse se démontre de la méme manié-
m n :

re, et 1l'on voit que Eb ne dépend pas du choix de la suite Bn“

Dtaprés (6-1), pour tout x € E, on peut écrire

Y(x) = Yb(g) + Yo(x) , YD(i) € Hﬁ , YO(X) € Hy

en désignant par YD(X) et YO(X) les projections de Y(x) sur Hy et
H, e On dira que le processﬁé YD(X) est la dérive (au ééns deACramer§'.'
et que le processus YO(X) est le résidu. Pour tout x, y € E, XD(X)
et Yb(y) sont orthogonaux par construction. Ta dérive YD(X), pPro~—
jection dans l'espace HD qul ne dépend que du comportemenj a 1ltine
fini du processus Y(x), se trouve donc déterminée des lors gque ce
comportement est connu. Au contraire, YO(X) egt orthogonal & ces

dommées infiniment éloignées, et sa connaissance apporte une infor-

mation substantiellement ﬁouvellee

[ H. Cramer aﬁpelle YD(X) la composante purement déterministe et
YO(X) la composante purement stochastigue 3 nous ne pouvons pas con-
server ici cette terminologie, puilsque Yﬁ(x) est en Talt toujours
une F.A. et corrcspond au contraire exactement & la notion de déri-

ve aléatoire]. -






Si Hy = }0l , nous diroms que l'espace H et le processus ¥(x)

lui~méme sont sans dérive ; si, au contraire, H = {0}, gqu'ils sont

sans résidus ou a dérive pure.

Dans le cas général, soit H = Ho @ Hb; on peut, & propos de
chacun des processus composants YO et Yb, répédter la construction
qui a permis d'obtenir HD a partir du processus initiélc Wontrons
alors que l'espace HO des résidus est un espace sans dérive, et que

1'espace HD des dérives est un espace & dérive pure.

En effet, soient mn, et ﬁD = I - HO les projecteurs de H dans

A 1 T = - 3 ¢
H et Hy. L'espace H = H(Vn) se décompose en somme directe

Hy =Ty i, @1, H
! o . P o =
Qr, on g d png Pdrt,ﬁbAHn C,Bﬁ ,.de 1 aut;g'HD c Hna P'ou HD." ﬁb ﬁn
et N nbAHn = Hb. Ainsi, HD est un espace de dérive pure. On trouve
n

ensuite :

Hy=nH = E)en (m L) =He (N, L)
Dol N n, 5, = {0} , et'HO est un espace samns dérive,

Montrons maintenant que cette décomposition de H en somme ortho-

gonale HO @ HD d'un espace HO sans dérive et dfun espace HD sans ré~-

! ' t
sidu est unique. In effet, supposons ¢ H = Ho @ HD ’ HO sans dérive

b § H
et Hpy & dérive pure, et soient H; et M = I-n, les projecteurs de
‘ .

1
HO et HD° Nous avons & nouveau ¢
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puis @

t

Hb =N Hn = (N Fé Hn) @ (N ﬁ; Hn) =N Eg Hh = HD

. !
puisque, par hypothese, N U; Hh = {0} et que HD est sans résidus -

dtol 1'unicitd annoncée - Enongons @

Proposition 9 - Tout processus Y(x) d'ordre 2 sur E et d'espérance

nulle admet une décomposition unilque ¥ = YO + Yb comme somme de

deux processus orthogonaux dont 1lfun, YO, est sans dérive, et le

second, YD’ 8 dérive pure.

Exemples -1/ 8i l'espace E est compact, tout-processus d'ordre 2

sur E est sans dérive. En effet, si les Bn sont les ouverts crois-
sants qul servent & construire Hbg =y Bn entraine E = Bn pour n

assez grand, d'ou V= BN B =.¢ et H = {0}, puis Hy = {0},

n .
2/ Prenons comme espace E ltespace R~ ou un ouvert de

n . : : i
R*, et un processus Y(x) dont la covariance C(x,y) est eanalytique

sur BT x R® (par exemple, une exponentielle de Gauss). Alors, le

processus Y(x) est & dérive pure. En effet, on a vu dans le pafa—

graphe précédent, exemple 2, gque tous les espaces H(V) sont identi-
gues pour V ouvert dans E. Donc Hn = H, et Hb = H. Ce second exem-
ple est intéressant en oé sens qu'il suggére que la dérive, au sens

de Cramer, doit effectivement prendre en charge la partie "réguliere"

d'un processus domné.

Fav N . . n "
3/ Y(x) est Aéfini et fortement continu sur R et, pour

sa covarience C(x,y), le probléme du balayage est soluble dans mn@







Y

Prenons alors comme espace E un ouvert relativement compact dans

R" , et soit F la frontidre (compacte) de E. On a alors Hy = "H(F),

antrement dit l'espace des dérives est engendrg par les ¥(x), x_par-

courant la frontiére F de E.

En effet, soit B la suite habituelle d'ouverts B c B c Lk
- n : n n+1
E=U Bno On peut remplacer Vn = B\ Bn par son adhgrence Kh gui
est compacte dans R, puisque B(v,) = ﬁ(Kh) 3 cause de la continui-

té forte. On =
Hy=NHEEK) , F=NEK

dtol évidemment H(F) Hyo L'inclusion inverse (qui ne serait pas

vraie dans le cas général) va résulter du fait gque le probleme du

balsyage est soluble. En effet, Hb est engendré par les nb Y(x) ,

x € E. Mails, pour un X donné, il existe pour chague n une mesure

. - é - n 4 = r - . )
positive ty support dans K, telle que Yn ‘//hn(dx) Y(x) 801t.la
projection de Y(x) dans K . Pour n tendant vers 1'infini, Y conver-
ge fortement vers Hb Y(x)., Ie corollaire de la proposition 7 montre
alors que les mesures by, convergent vaguement vers une mesure B

-

dont le support est contenu dans N Kn = F et telle que .1'on ait

m, Y(x) =u/ppo(dx) Y(x). On en déduit aussitdt Hp = H(®).

Exemple 4 - Covarilance exponentielle e—a[x~yl dans E = R1o

Le processus correspondant est sans dérive. En effet, HD est

engendré par les IT, Y(x) = lim I, ¥(x), ou I, est le projecteur de

ltespace H = ﬁ(}~m, -n) U(+n, ~&O>a Or ﬁn ¥(x) = a, Y(n) + b Y(-n),

& cause de la propriété markovienne de l'exponentielle, avec a, et






- L

bn convergeant vers O, D'ou Ity T(x) = 0 et 0y = {0}

On notera qu'auw contraire, d'apreés l'exemple 2, un processus
~a(x-y)

'

dont la covariance est e est & dérive pure danstR1g

Frobléme de llestimation de la dérive,

Le processus Y(x) = YO(X) + Yb(x)‘étant décomposé comme Cie
dessus, proposons-nous dfestimer le terme de dérive YD(X) en un
point x € K a4 partir de la comnaissance dlune réalisation de Y(x)
sur un compact K domné. C'est le probléme habituel du cokrigeasge.
En désignant par ﬂb le projecteur de H dans HD et par ﬁk le projec~

teur de H dans H(K), l'estimateur optimal est

On note que HK ﬂb ntest, en général, pas le moins du monde umn pro-
‘jecteur de l'espace H. Lfestimateur (6~2) ne se laissera donc pas
ramener & la forme voulue pour coincider avec un estimateur optimal
de la dérive comme on les construit en théorie du K.U, Il n'y a la
rien de surprenant, car la détermination explicite de l'estimateur
(6-2) n'est possible que si 1l'on comnait séparément les covarilances
CO et OD des composantes orthogonales YO et YD : si on les comnalt
egffectivement, le ookrigéage simple est possible, et il n'y a pas
liew d'introduire de conditions dfuniversalité. ILe K.U. nfinter-~
vient qu'a partir du moment out notre commalssance de la covarilance
CD n'est que partielle, Pour préciser les rapports entre le K.U.

et la notion de dérive au sens de Cramer, nous aurons besoin du ré-
rd

sultat suivant, qui généralise la proposition (2-2) du fascicule sur

le K.U. :






Soient YO(X) et YD(X) deux processus d'ordre deux, orthogonaux

sur un sous-ensemble S < E , Co(x,y) et OD(X,y) leurs covariances.

On suppose Qo de type positif stri?t sur K (mais non nécessairement
Cﬁ), et on désigne par H s HD et ﬁz les espaces de Hilbert engendrés
par YO(X), YD(X) et Z(x) = YO(X) + Yb(x) pour x € S (on notera bien
gufici HZ ntest pas du tout égal & la somme directe Hﬁ.@ HD)ga Sl
A(S) est lt'ensemble des mesures & support fini dans S, tout 7 € H,
est limite dans ﬁz d'éléments Z, =‘Y§ + Y%, avec Yg =J/;n(dx) YO(X),
Yg =,j/kn(dx) YD(X)a Comme les Y? et les Y% sont orthogonaux, Yg

et Yﬁ convergent respectivement vers des limites YO € Ho et YD € HDW
On a done 2 = YO +.Yb, et HZ c HO ® HD (mais non 1l'inclusion inverse),
et cette décomposition est évidemment unigque. Désignons alors par
® s H, » H  l'application linéaire , évidemment continue, définie

par @(Z)A=AYOo Clest la seule application lindeire contimue de H,

dans HO gui vérifie la condition :

o(i(x) = T,(x)  (x €8

Proposition 10 -~ Avec les notations définies ci-~dessus, les 5 pro-

priétés suivantes sont éguivalentes

1 - @ est une injection de H, dans Ho'

Z

2 = I1 existe B « = telle gue pour toute mesure A € A(B) on ait

/x(dx) Cplx,y) AMdy) = B/}\(dx)'CO(X;Y) a(dy)

3 = @ est un homéomorphisme de HZ sur'HO.

4 - HZOHD = {O}







5 - I1 existe une spplication linéaire continue o de Ho dans HD

vérifiant :

- o YO(X) = YD(X) . ¥ x €S

Montrons {1 « 2. Soit Z un élément de H Il est limite-dans H

Z° Z

dt'une suite de la forwme
(NGO R RN AWCER AC)

avec A, € A. Ia rélation &(Z) = O‘équivaut a J/Kn Co‘hn - 0 Ainsi
®(7Z) = 0 entraine 7z = 0 (i.e. @ est injective) si et seulement si
pour toute suite A € A la relatlonlj/xn Co Ay = O entraine

J/Kn CD kn - 0, donc si 1l'injection de A muni de la norme définie
par Co dans A muni de la norme définie par G, est continue - ctegt-

D
s-dire gi et seulement si 2 est vérifié.

Montrons 2 e 3. Il est évident que 3 = 2. Inversement, si 2 ed?t
vérifide, @ est une application injective (d'apreés 1 o 2) et conti-
nue de HZ dans HOa ® sera donc un homéomofphisme si elle est de plus
surjective. Soit Y un élément de H s limite dans H dfune suite de
la forme J/% (dx) T (X) = Yn (\" e A). Posons f ‘/fk (dx) Y, (%)

D'apres 2, on a :

J/kxnfkm) Cp (Kn~Km) =B d/zxnaxm) Co (An"xm)

Par suite, Yg est une suite de Cauchy, et converge vers un Yb € HD :
1¥élément Z = YO + Yﬁ est dans HZ (comme limite de la suite Y? +

+ Yg € HZ) et a pour image par l'application continue & :






®(2) = lim @ (Y, + ¥p) = lim ¥ = ¥
Donc & est surjective, et 2 = 3:

Montrons 4 = 1 : si H, N Hy = {0} et si 2 =Y  + Y est tel que

YO = 0, on a Yb = 7 € HZ N H.s, done Z = 0. Inversement, supposons

Z =Y, + Yy € Hy N Hye On & aussiZ = 0 + Z, et, cette décomposi~

tion &tant unique, YO = 0., 81 @ eSﬁ injective, il en résulte Z = O,

eJUI1 = 4,

|

Montrons % = 5 ¢ il suffit de prend?e o = (I-®) o ®“1 = @“1 - T

(I+a) Yo(x) pour x € S,

it

Réciproguement, si 5 est vrai, on al ¥(x)

il

et 1l'application (I+q) vérifie (I+d) o @ =.I sur un sous—espace den-

se de H, donc sur H entier puisque I + o est continmue. De méne,
{
. | :

@ o (Ita) = I sur H, et & est un @oméomorphisme (puisque bijective

et continue). . L i

(
i .
Remarques -~ Ces conditions ne sont jamals vérifides si H = H & Hj
est somme orthogonale des espacesfHO et HDo On a alors, en effet,
HNH, = H) # {0}, et la propriété 3 n'est pas vérifide. En parti-
culier, si 1fcon décompose H(E) e# somue H(E) = HO(E) @.Hb(E) dtun
espace des résidus HO(E) et d'un espace des dérives Hb(E) (cf. Propo-
sition 9), les propriétés de la proposition 10 ne ;ont pas applica~
bles. Mais elles peuvent 1'&tre & un sous-espace H(S), S c E, en

prenant pour HO(S) et Hb(S) les espaces engendrés par le résidu

YO(X) et la dérive Yb(x), X € S.-

Je poursuivral cette étude de l'estimation optimale d'une dé-

rive aléatoire dans une note ultérieure.






