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LES INDETERMINATICHNS DU VARIOGRANME SOUS ~ JACENT

1 - IL'Invariance des résidus pour les dérives aléatoires,

Soit A@ = AZ Z, Un estimateur (non optimal) des coefficients

2p de 'la dérive, vérifiant la condition d'universalité :

S-—":(SS

44 o —
(1) Ne T ¢ (€,8 = 0,1e00.k)

Le résidu

ne dépend que de la partie aléatoire Yu (et non de la dérive).

Plus généralement, si je remplace Z06 par : -~

t
‘ A ?
(2) B o Za + B@ foc

ol les B@ sont des variables aléatoires (et non plus des constan-

tes), les nouveaux résidus seront :

Tt Bl o - B 0 el
By % Ke, o ZB 4y M To ZB * BE e

e s _ - _
- xg £ B, To = 2, - x% 4z =R

& cause de la condition (1) d'universalité. Ainsi, pour un esti-

mateur dommné de ls dérive, universel mais non nécessairement op—

timal, l'addition dfune dérive aldatoire laisse invariants les




résidus Ra'

En particulier, cette addition va laisser invariante la cow-
variance E(Ra RB) des résidus (et toutes les quantités qui s'en
déduisent), telle que l'espérance E(&%(h)> du variogreamme y% des
résidus sur laguelle nous avons pris l'habitude de travailler).
Or elle ne laisse pas invariants la covariance, ou le variogramme

sous-jacent.

/

Par exemple, la covariance Oup = E(Xa YB) (si elle existe)

est remplacée par :

: . ¢
(3) Oup = Tgp Dﬁ@ Lg + Dy p f[3 + Kpg fg f%

ot 1'on a posé :
- R(Y
B(¥g Bp)

N .

Kpg = E(Be BS) .

o
w
Y
|

* Pour le variogramme, la transformation serait de mfme :

o

t

Yaﬁ

(3" = Ygp = 2040 Dpp V(£2) v Ko (£loth) (£010)

I1 en résulte, en sens inverse; qu'd_pertir des résidus expé-

rimentaux Rm ou de leur covariance E(Ra RB) il ne sera jamals pos-

sible de déterminer le variogramme sous-jacent qu'd une inddtermi-~

nation pres du type (3!'), avec des matrices D p_&t Kp arbitraires.

On pourreit craindre que l'indétermination ne puisse &tre plus

sévére encore, Nous allons voir qu'il n'en est rien, et que cette



inddtermination est exactement celle qui est représentée en (3)

ou (jf).

2 w (Covariance des résidus, et indétermination du variogramme sous-~

gaoento

Avec les notations précédentes, on a 3

ooy ol v P y l
B(R R = = (65 - Ay £ (85 = A5 £0)

B a'B!

[Cette covariance des résidus existe toujours, méme s'il ntexiste
gqu'un variogramme sous-jacent, & cause des conditions dfuniversa-—

1ité (2), qui donnent :

> 7\3=1 , D A =0  (€=1,2...%)
(04 (¢4 ..

o
¢

hY A o — B eY
dfou résulte gque Ya ? fa

est dans Lz]. llettons ceci sous

B

la forme :

I AN N
E(RaRB) == U UB Torg!
(4) e e
at _ o' sal .
UO’, = 606 7\2 IO{,

Ce svstéme n'est pas régulier, et ne permet pas de déterminer
g

univoquement vy & partir de E(RaRB>° En effet, considérons

alBl

le systeme sans second membre :

(5) g U 08 =0

et cherchons les solubions possibles de (5). Tout d'abord, & «



fixé, l'expression

ot
ch = Y(xtﬁt U(a)

doit vérifier gﬁ, Ug' = 0, c'est-a~dire, d'apres (4)
; - B' ¢
(57) g, = 8g1 Mg T

D'apres les conditions d'universalité (1), toute combinaison

linéaire

(6) - 8g = c, f

vérifie (5'), et inversement (5') lui-méme exprime que g, est de

la forme (6) avec

c. = B!
S gﬁ' 7\t%

’ )
Ainsi, la relation (5) est vérifide si et seulement si Yarg! U;(
est combinaison linédaire des fg :

at ¢
Yorgr Ug =00 oo
soit, explicitement :
= ( fE af e
Yop 0,6 Tg T Ygg Mo Ty
Si 1'on tient compte de la condition de symétrie Ydﬁ = Yﬁa’

on voit que les solutions du systéme (5) sans second membre sont

de la forme :



_ ?
(7) . c Ve =0 p T 4—0B€ £

Par.conséquent 1'indétermination sur le variogramme sous~jacent

obtenu en résolvant (i) est exactement celle qui est exprimée en

(3) ou en (3')-

%3 - Introduction d'une hypothese intrinséque.

Te systéme (4) comporte n(n~1)/2 inconnues (les Y“B pour « # B)e
D'apres (7), sa solution générale dépend de n k paramétres arbitrai-
res, les n(lk+1) Cps de la relation (7), 1liés par les n conditions

, o
(1) Cae (o) = ©

Si 1'on admet de plus gue le variogrsmme sous-—jacent est du type

1

intrinseégue, solt :

vix3y) = y(x-y)

on introduit des conditions supplémentaires gui vont réduire le
degré d'!'indétermination du probleme. Lo géométrie des points
expérimentaux joue évidemmentnici un rdle important. J'examine-

rai seulement le cas particulier ol les n points expérimentaux

sont alignés et doquidistants. L'hypothése intrinseque s'exprime

. par les Z(n-k) = Ei%:ll relations

(8) 1,14k = Vo,2+k = e T Ypx,n h(k = 1,2y00.n~1)

qui devrait suffire en principe & lever l'indétermination pourvu

que @



soit. n = 2 ktf1. Ceci, toubefols, mériteralt une discussion.

4 — Propriété de la matrice U,

Indiquons quelques propriétés remarquables de la matrice U
définie par :

(9) | A A N

A ' N
Bn raison de la condition d'universalité (1 les k+1 vecteurs!
N ?

sont vecteurs propres & gauches pour la valeur propre 0, et les It

vecteurs A sont vecteurs propres & droite, épalement pour la valeur
=
propre O, soit

5, 1% =0
¢4 o
(10)
. ol Lo
o AL =0

—

On remargue d'ailleurs que-la premiére relation (10),est équi- -
valente & la condition d'universalité., En effet, les vecteurs f°
é¢tant linéairement indépendants, on a :

?

a =

& Ct ' ’ )C‘
2, % = £7
o o 04

A s .8 L'y oA
~ T M (6 = £,0 Ap ) £ =0
si et seulement si (1) est vérifié.

De (10) résulte aussitdét que la matrice U est idempotente

i

a 4
(11) Ug UL

UQ:
p Y

et que la coﬁariance Ran = E(Raﬁﬁ) des résidus admet les vecteurs Kﬂ
comme vecteurs propres pour la valeur propre O '

(12) ' x% R,=0



5 - Solution générale du systeme (4)

Cherchons la forme générale de la solution Yoo de 1'équation :

Bt

(4) Ryg = - Ug' Yo Ug'

Remarquons d'abord que -R_ ,g. lui-méme vérifie la relation (4).
En effet, d'aprés ltidempotence (11) de la matrice U, on a :

' o1 .t n it 1
Ug; ROC‘[S' UE = ”‘Ug Ug\‘ Y(X"ﬁ" UE' Ug =
ot " R

dtolr 1la relation

& : - ot
(13) : Raﬁ = UY R,

Il résulte alors du paragraphe 2 que la solution générale
de (4) est-de la forme :

| N
(14) 'YaB = “RO(,B + DOCE fB + :Dﬁ'? il
avec une matrice Daﬁ assujettie seulement & la condition. s

: ) ? g
§141) Ry, =2 D,p T (sans sommation en o)

qui exprime Yox = 0, (et & une autre condition expriment que - Yaﬁ

est de type positif conditionnel : mais cetbte dermiere condition ne
conduit qu's des inégalités, et ne permet pas de diminuer 1'indéter-

mination).

IL a plus : pour un estimsteur universel A“.donné on peub
y 7 s O _DEUt

toujours trouver une matrice Daf tel que cet estimateur soit optimal

pour le Yo compatible avec la covariance des résidus que l'on en
déduit selon (14), et 1l'on peut méme s'arranger pour que la matrice
des covariances E(AﬁAﬂ) soit une matrice b choisie d'avance,

2 <



En effet AB est optimal pour le variogramme (14) si lton a :
¢

S S o5 _ 8
MRy + D f ws * Dps T) * Dyp = bpg T,

s g 4+ D

s To) = M @

ap £

Dtapres (12) cette condition ne fait pas réellement intervenir
R ., et se réduit & :
afp

) B s _ 8
(15) Daﬁ F A Dﬁs fa = Hpg fa
Elle entraine donc que Daf est combinaison lindaire des fs, soit
v _ S
( 1 5 ) DCC:E - Cfo f .

Inversement, si Daf est de la forme (15'), on a :

o aB s _ .8 B IR

Daﬁ { KE Dﬁs fa = Cfs fa + KE Csu IB fCC =
oS .S
C1g Ty * Csfﬂfa

et (15) est vérifié avec

bgg = Opg + Cgp

Avtrement dit, pour un Bpg donné, l'estimateur K% est optimasl
pour le variogramme

€

04

est seulement soumis & la condition u £+ £5 o R et aussi
bPg . PPs o oo’

4 celle de stricte positivité).

Ces résultats inquiétants montrent qu'il faut de toute nécessité

introduire des hyvothéses Supplémentaires, physiquement plausibles,

(par exemple, le caractdre intrinséque du variogramme sous-jacent)
en vue de lever ces indéterminations fondamentales.



6 ~ Comparaison de deux estimsteurs universels

Soient k% et p% deux estimateurs universels distincts,
vérifiant donc :

<

O 5 _ 0 o8 _ 8
AE f, = bp = 5

et soient U et V les matrices :

e A A P
US, = 8%, = Ap £,

=P
V= 80 = wp Lo

.

A partir dtune méme réalisation, ces estimateurs condulsent &
des résidus Ra et R'a différents, dont les covariances sont respec—

tivement, dlaprés (4) :

o c(‘! B!
R“B = Uoc Yoa‘(i’ UB
2 B
R&B = VOC Yorg V[3

Tes matrices R et R' ne sont pas identiques, et Llton pourrait
espérer lever l'indétermination en utilisant simultanément plusieurs
estimateurs universels. Bn fait, il n'en est rien, et les équations

ci-dessus admettent la méme solution générale.

H ¢

En fait, on remarque d'abord que l'on a :

ot o' ol ot o't f M
(16) U, Voo =0, (&, = pp 1) =T,

dtapres la relation (10) (so0it V U = U en notation matriciellel. T1 en

résulte que - R vérifie le systéme (4) :

t
R o = U R, ub

o a'p' VB

comme on le voit immédiatement, donc que R&

B

est de la forme générale

°
4



? ?

(17) Ry =R g + D p fB + Dﬁf £

ap

Par suite aussi les systimes construits & partir de (A,R) et
de (p,R') admettent la méme solution générale, et lfusage d'un second
estimateur universel ne diminue en rien 1l'indétermination.

La matrice D o qui permet, en (17), de passer d'une covariance

& l'autre vérifie certaines relations intéressantes. Si nous multi-~
plions (17) par ugy_nous obtenons 0 & gauche, d'aprés (12), dfol :

i

8f ia = 0

P r. B
P Raﬁ + Das + by D

De méme, en multipliant & nouveau par X?F il vient :

7 = Encore 1l'hypothése intrinségue

Plagons-nous dans le cas ol les n points expérimentaux sont
alignés et équidistants, et cherchons & déterminer le variogramme

sous jaceﬁt :
. _ P )
(18) Ydﬁ = - Raﬁ + Daf fB + Dﬁf f

en lui imposant d'étre "aussi intrinseque que possible®, Stil est
rigoureusement intrinseque, les relations (8) doivent &tre vérifiées.
Mals, en fait, on ne connait gamals la vraie matrice R B’ mais seu-
lement une estimation R op gui en differe plus ou moins, et, méme si
le vrail variogramme était intrinséque, il ne serait pas possible en
général de trouver une matrice Yy vérifiant rigoureusement les
relations (8) pour n > 2k+1. Il faut donc storienter vers une solu-
tion du type "compensation des erreursh.

rd

Considérons les relations (8), soit

¢

(8) 'Y’ly‘i""j. = Y292+i = ee — Yl’]_'-*j_gl’]_ (i : 1,29eo 1’1“1)

Pour chague i, posons :



n-i
2 _ 1 2
bsi T n~1 ;E% (ngi+3 gi)

D'aprés (18), ces quantités s'expriment en fonction des Rij
(connus) et des Dy (que 1l'on cherche & déterminer). Choisissant

ensuite des poids P;s On peut définir la forme quadratique s
n—~2 ’
iy 5
i=1 -

et déterminer les Dil par la condition de minimiser Q. Les poids Py
sont évidemment arbitraires (il faudrait une étude assez approfondie
de statistiques mathématiquem pour déterminer les meilleurs poidsApi
possibles : plus généralement, d'ailleurs, la forme Q devrait conte-
nir des termes rectangles Sij’ mais nous n'en sommes pasg 1la). Une '
méthode simple consiste & prendre p; = r-1, pulsqu'il parait naturel
dtattribuer un plus grand poids sux indices les mieux représentés,

ce qui revient & prendre :

. . N2 ned
) .3.. 2
(19) 0= L L (g0 - &)

Dtautre part, 1l ne faut pas oublier les n conditions :
(191) . f=tg
al 2

Eerivons donc que Q est minimum compte tenu de (19'). On

obtient n(k+1) équations :

(20) 00, n £ =0 (sans sommation en «)
BDal o o

aveec n parametres de Lagrange b, que les n conditions (19') permettent

de déterminer.



o e j

Pour expliciter (20), écrivons dlabord Q sous la Fforme :

s

n-{ n-i -~ n-1
Q = 21 Et 'Y?_,i-i-j - 1221 (n~i) giz =
n~1
i Eh g;:(mri) oy

On note ensuite, d'apres (18)

Yig il j ool
'5-]3;1 &) 3 + (Sa N . ‘

Compte tenu de Yii = 0, ceci donne :

8 - Estimateurs quadratiques universels

solt ¢

af -
0 =0 g & :
une forme quadratique relativement aux données expérimentales, Wous
dirons que’Q vérifie la condition d'inversalité (ou est un estimateur
quadratique universel), $i E(Q) ne dépend pas du vecteur dérive ag.
I1 n'y a pas de difficultés particulidre & voir que Q vérifie cette
condition si et seulement si on a :

) ' af L s _

(21) Q£ fB =0

Fssayons de caractériser la classe des matrices QaB vérifiant
_ la condition d'universalité (21).
a/ Un vecteur 0% vérifie la condition 6% ff = 0 si et seulement si

. t

on a 6% = Ug, 0%, avec la matrice Ug, définie en (9) (pour un esti-
mateur universel k% donné quelcongue), soit



- 13 -

f

0% £ =
o

O = 90: = U(x 9(1'

En effet, l'implication dans le sens <« résulte du fait que les
i sont vecteurs propres a gauches pour la valeur propre O, selon la
relation (10). Inversement, il suffit d'expliciter

a a'l _ L0 a oL o
Ua' S =67 = Ap fa' e
pour obtenir l'implication dans le sens =».

b/ Ainsi, la condition d'universalité (21) est remplle sl et seulement

si on a :
(z1') QP f UB Q%Y ff
comme on le voit en prenant . @B Q af fg y P rixé.

Mais en mettant (21!') sous la forme

¢4

(Q*F - U$ @Yy 2o

et en appliguant & nouveau a/ avec 8% = QR - U$ Q*Y, om voit que (211)
égquivaut a

o _ B Aoy _ % a0t '_ al
T Gl uf ")
Or cecl entraine que QOﬂﬁ est de la forme
(21m) : Q“B - U$ Q@Y + U$ GKB

avec une certaine matrice G qu'il n'est plus utile dlexpliciter.
Inversement si Q%P est de 12 forme (21"), la premiére relation (10)
nous garantit que (21) est vérifide, de sorte que (21") apparait
comme une condition nécessaire et suffisante pour que Q vérifie la
condition d'universalité. '

Lorsque cette condition est remplie, la forme Q se met done
sous la forme

= QY R & Y6 r g )
Q= Q y g T &7 Ry Fg



- {4 -

r

puilsque le résidu.,RY est, par définitiomn, R, = U$ ﬁs.

¢/ I1 suit de 1& gue l'on obtient toute 1'information que les estima—
teurs quadratiques universels sont susceptibles de nous apporter des

lors que l'on connalt la matrice (dissymétrique) :

T“B = E(Rm ZS)

S*il existe une covariance daﬁg on a

(22) R A R |
op o “o'p o 'a'p

Stil n'existe qufun covariogramme des résidus YQB’ mais non une
covariance daﬁg 1'existence de E(RaZB> ntest pas évidente dans le
cas général, bien que son écriture formelle ne dépende que de la ma-
trice Y@B’ et ne peut probablement &tre affirmée que sous des hypothe-—
ses supplémentaires qu'il conviendra de préciser. Je n'examineral pas

ce point ici, et me limiterai au cas otr 11 existe une covariance

q/ Solution générsle de (22)

Cherchons la forme générale de la solutioh du systeme :

B a‘ ‘f'b'r‘\.- v ) st Onwulﬂ o
(22) U& O‘(XYB = TaB doite gaw‘\.,g}/ng‘ . N
' L8 vt on Légen ‘q—wnl:‘gw

compte tenu du fait que la matrice o VAui-~méme est une solution,

% cause de 1'idem potence de la matrice U :

Oe! C.f,’ al! Cl'."
Us T = U U = U
o Ta'f T T a To'B o Ga"ﬁ

Dfautre part, la solution générale de 1'équation sans second

membre :
k' . o' —
(23) Uy Sqip = 0
est de la forme s .
N
SQ"'B = SBE IOL‘
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En effet, un s ,5 de cette forme vérifie (23) & cause de (10), et,

inverseunent, (23) lui-méme s'explicite .sous la forme

- :e
SOéﬁ = Xﬂ SG!B fa

On en déduit que la solution générale de (22) est de la forme :
(221) 6 =D .+ S.p L
| ap = Tap T VpY e

Mais on salt de plus que la matrice da est symétrigue. On peut

. 0 . ‘s _ .
donc trouver une uwatrice bﬁf particuliere telle que 1ltlon ait s

avec

P

. o
o = Ta + SB? fa

ILa solution générale symétrique de (22) est alors du type :
0 ?
Gaﬁ = GaB + Sﬁf fa

avec une matrice sz vérifiant :

(24) a0 ff - 5, fg

En multipliant (24) par hg et en tenant compte de la condition
dtuniversalité, on trouve '

P 1
o= K T
B~ s 7

et, inversement, si cette condition est remplie, (24) est vérifide.
On peut méme supposer la matrice Kfs gymétrique. Finalement, la
solution générale de (22) est de la forme : '

¢

(25) T = GZB *iles fa fg’

avec uvne matrice symétrique Kp  arbitraire. On note que 1'indéter-

mination est plus faible que celle & laquelle conduilsait la congi-
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dération de la seule matrice ROCB = E(RaRB)°

10 -~ Invariance des estimateurs optimaux

Supposons que 9, soit connue & l'indétermination pres qu'exprime
la relation (25) ~ ce qui est théoriguement possible, d'apres ce qui
préceéde, aux erreurs d'estimation prés quientachent la matrice des

Ta5° Considérons alors le systéme 3

S
v% U&B = Upg fa
(D)
Ve £ = 83

associé & ltestimation de la dérive, optimale pour la covariance

daﬁe Dtaprés (25), ce systéme stécrit aussi bien

vh ogp = (bgs = vB K, fg) ff S ff
(D)
v% fg = 6%

Autrement dit, l'estimateur optimal A, = VB %, n'test pas affecte
P ? B

par 1l'indétermination (25) qui enbache la covariance o ..
ap

Cette indétermination ne se répercute que sur les parametres de
Lagrange WP clest-a~dire sur la matrice des covariances des esti~
mateurs optimaux Af' On voit ainsi apparalitre la conclusion générale

de cette étude, qui n'est peut-8tre pas sans importance méthodologique:

A partir des seules dornnées expérimentales, et sans introduire

dthypothdése particulidre supplémentaire (comme le caractere intrin-

séque du variogramme sous~jacent), il n'est théoricuement pas Impos-

sible de déterminer l'estimateur optimal de la dérive, mais' la variance

attachée & cette estimation reste indéterminée. Dans les applications,
on pourra toujours lever cette derniere indétermination en choisissant
la matrice caB la "plug intrinséque possible, parmi celle gqui sont
compatibles avec les données expérimentales, et obtenir ainsi une
valeur numérigue de la variance d'egtimation.

1



N L

La situation est & peu prés la méme en ce qui concerne le

krigeage, avec cette différence que pour résoudre le systéme

Vv Gaﬁ Oy T KP fa :

(X) : )
NE f'g E

1

= f

il est nécessaire d'extrapoler daﬁ par une fonction Coxc? & S.
0

oi O extrapole ainsi la solution particuliére Gzﬁ, on peut ensuite
prendre & , |
(26) ' 6. =00 + K ot o (x & 8)

ax X Ps "o Tx

et vérifier que les VB (ctest-B-dire l'estimateur associé au
krigeage) ne dépendent pas de la matrice Kfsﬁ Par contre la variance
de cette estimation dépendra de Kfsy et ici encore, on ne pourra lever

1tindétermination qui pése sur la variance de krigeage qu'en intro-

duisant une hypothdse supplémentaire. A dire vrai, cette hypothese sup-!
plémentaire est probablement déjd nécessaire pour choisir d'une manidre |
plausible 1l'extropolation (26), qui, autrement, resterait elle aussi
largement indéterminée. Dans les applications, on cherchera donc une
fonction de covariance (25), et c'est cette covariance (ou cova-
riogramme) qui servira & construire 1l'extrapolation (26) et & résoudre
le systeme (K).




ATNEXE

S m e T it T st S ks T i

Un exemple rbconfortant

Du point de vue épistémologique, 1'indétermination fondamentale
gquil entache l'estimation du variogramme sous-jacent, et qu'on ne peut
lever gqu'en introduisant des hypothéses supplémentaires plus ou moins
plausibles, paraltra peut-&tre troublante. Mals 1l ¢aut bien voir gque
1a situation est fondamentalement la méme au niveau de 1a statistique

la plus classique.

En effet, le probleéme type que l'on rencontre & ce niveau est le

suivant : connaissant n valeurs numériques i

-

(Xi’ Xpyeo Xn)
trouver le loi de la wvariable vectorielle (X1, Xop oo Xn) dont ces
n valeurs numéfiques sont censées constituer une réalisation parti-
culidre. En toute généralité, ce probléme est beaucoup plus indéter—
miné que celui que pose l'identification du variogramme sous-—jacent.
Pour le résoudre, les statisticiens introduisent une hypothése
supplumentalre, plus ou moins plausible selon les cas d'espeog, ‘mais
en tout cas beaucoup plus forte que celle dont nous avons besoin Douf

identifier notre verilogramme sous-jacent, hypothése qui consiste en
général & admettre que les Xi sont des V.A. indépendantes obéIssant

N

3 1z méme loi de distribution.
¢

A titre d'exercice, examinons l'exemple suivant : Nous supposons
que (Xj, R ese & ) est une V.A, gaussienne dont la loi dépend de
3 parametres m, 62 et p ' '

= B(x,), o° =E(X5) - 2, p ot = B(XE,) - n® (i £ 3)

sutrement dit que. les Xi sont n variables de Gauss non indépendantes

. N . 2 \
admettant la méme espérance m, la méme variance o, et un seul et méme
coefficient de corrélation : '

Pig = P .(i #3)

Le cas particulier p = O correspond & lthypothese habituelle
des statisticiens.
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Examinons ce que donne ls méthode du maximum de vraisemblance
en ce qui concerne l'estimation simultanée des trols paramztres
- 2 by 03 7 - . . 0
inconnus m, ¢~ et p & partir d'une réalisation unique (x1, Koy oo % )a

n
Nous allons voir qu'elle aboutit & une indétermination.

a/ Par hypothe¢se, la matrice Gij des covariances est :

“ 2
Gij = [(1 - p) 6ij + P] ©)
Elle admet comme inverse la matrice :

. 1 {Q . R p " 7
B, = Y PR )
1] (;! L p) 0‘2 :LJ' 1 s (

n-1)p

et son déterminant est @

Det(o) = gprgy = (1 = )™ Ge(a-1)p] 4
o

(les valeurs propres de Gij sont A= (1~p)62, avec lt'ordre de
multiplicité n~1, les vecteurs propres associés étant ceux qui
vérifient ¥ a; =0, et A = 1+(n~1)p avec l'ordre 1 et le vecteur
propre a; = { ¢ en particulier cij.est de type positif et constitue
une covariance si et seulement si p est compris entre -1/n-1 et +1).

b/ Le logarithme de la densité de probabilité gaussienne, une fois
changé de signe, s'écrit :

~ 2 log ¢ = n log o + (n~1) log (1=p) + log[i+(n~1)p] +
() | 1.

P 2

avec ¢ n
S, = L (X. — ]II)
{ Py i

Im
S, = 2;% (Xi ~'m)2

¢
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z

- . . o 2 .
Les équations du maximum de vrailsemblance en p, ¢ et m condui-

3
raient & ¢

3% 1og & _ 3% Joz ¢ _ 2% los ¢ _ -
0 m = 2 - 0 = 0
5 o P
¢/ Equation en m. De
6.51 0 5, i
e = e J], e = =
omn ? om 1

résulte que 1l'équation en m se réduit & :

(1 "'p) 31
i+ (n~1)p

Si on élimine la solution singuliére p = 1, 1l reste donc

81 = 0, clegt-a-dire :

(e) m = X =

Ltestimateur de la moyenne est donc le méme que dans le cas

classique.

d/ BEqustion en 62 - Compte tenu de (c), ctest-a-~dire de S1 = 0, il

N . . . 2 N N,
reste & choisir les estimateurs r et s~ de p et o de maniere a

minimiser l'expression :

2]

n log s° + (n-1) -log (i-r) + log (1+(n-1)x) + T%E m%

[0)]

7 L] 2 . . Ve . by
L'éguation en s”-condult immédiatement a :

(a) (1=r) 2 =41 g

1
n 2

e/ Bquation en r Compte tenu de (d), la quantité que l'on doit mini-

miser en r est

log 1+%§;j}r
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t
i

Flle ne dépend plus des domnées expérimentales, et (sur 1lt'inter-
. :
velle autorisé, quiest (-1/n-1, + 1) devient infinie positive pour

r = 1, On aboutit ainsi & une impasse totale.

__ 2 N .
£/ Plus simplement, posons C = (1-p)c”, et cherchons & estimer C.

Coupte tenu de 1'éguation C, on doit minimiser llexpression :

n log C + w5t log.umru

Ltéguation en C donne comme en (a) =

Bl

et Llf'équation en r aboutit & une impasse.

g/ Ainsi, les seuls parametres que l'on puisse estimer (encore que
dans des conditions assez mauvaises) sont l'espérance m et 1l'expres-

. 2 . = . # r 2
sion C = (i1-p)o“. Il n'est nas possible dlestimer séparément p 8% ©

3 partir des données disnonibles.

Ce résultat se comprend assez blen si 1l'on introduit la notion
dt'universalité relativement & 1la dérive ici réduite & la constante
inconnue M. Par raison de symétrie, 1l'estimateur universel optimal
de la dérive m est ndécessairement égal & la moyenne arithmétique, ce
qui‘correspond 3 la relation (c¢). Les estimateurs quadratiques univer-
selg Q sont de la forme ¢

i
Q=@ % x5

. ij - z
avec une matrice Q J gelle gue B(Q) ne dépende pas.de m. Or on trouve :

B(Q) = Q (o, + m

1d

dtolr la condition

et =0
j-/j :
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Mais on a alors s
B(Q) = ¢ o = (1-p)e” T 0o T o
i ij
goit @

B(Q) = (i-p)d® T Q'
1

Adnsi les estimateurs quadratigues universels permettent d'esti-
. 2 . ' . s 2
mer (i-p)o”, mels non pas séparément p et o .

Ady - Tdentification du variogramme sous-~iacent

Indiguons maintenant comment procéder & l'estimation de ce qu'il
est possible de connaltre. Soltd

oAl g S _ oS
Ap = A\ 2 NG, £2 = 6%
un estimateur universel (&, 1 = 0, 1, 2, ceo Ky &t = 1, 250o0, N> ki,

Tl est possible de compléter les (A/) et les (fp) par des (K )

(fu)9 u = k+l,..n de manidre & obtenir deux bases duales de Ep*19 soilt -

(9-1) A £ = 8y (i, 3 =0, 1 .. n)

Or cecl entraine

B _
Oﬁg. fkﬁ-&-f?\u——ﬁg

B_ 0,8 B _ 0B _ B 4B
Ay = To N@ d 1Lya =T, Ay = ém A

Nous dirons qu'un élément C¥ £ est universel s'il es? dfespérance
‘nulle quels que soient les a,. L'espace vectoriel des éléments univer-
sels est engendré par les hg Zae Parmi les moments dlordre 2, seuls
seront accessibles les combinaisons dféléments de la forme ¢

(9~2) - Sy = Kg‘caﬁ = E(A] 2 ZB)



guil ne dépendent pas des %ﬁ’ Au comtraire, les :

3 = }\% 0'015 = E(}\E (gCC - 1}1&) (Z'B e m@) )

admet, d'fapreés (9-1), la solution Oup = f; Siﬁg soit explicitement
1 o — 4 g . JQ’ \

avec n(k+1) paramdtres inconnus S;Ba Mais Gaﬁ = Gﬁa est symétrique.
e
On dolit donc avoir aussi

U A
GGB = fB Sua + fﬁ ?ﬂa

En multipliant par Kgg ceci donne :

= 2% s bt

L
SSB “'kﬂ ?aﬁ B s Tua B s a
sodt aussi
o el . .S 4
936 = Tg %@ Sua + fB %@ Ssa

Portons dans (9-3), en notant s

y
fm %ﬂﬁ

it

u Py 65 el
5 fﬁ_h/ Sy * 25 To M) Sgy

]

B

il

u ¥ Y
£ Syy Ay + Dpg Ty T

(avéc DES = %} SSY)‘ Tl vient :

— = f* S . 4 Y . .""8
(9-4)  oyg = Ty Sug + Tg Syy Ay + Doy Ty Ty



Les deux premiers termes sont accessibles :

£4 g

u Y o0 Y o0 Y 4 YT 7
@ Sug * £ Sy AY = ;a My E(zﬁ zy) + T AT AT E(zY wy,)

B

o * % %
= h(ca ZB> e E(m& ﬁB) I E(ma éﬁ) - E(md mB)

Dtol ¢

Ly

% 3%
(9“5} Sy = E[Za ZB - m, mﬁ] + Dy £ 6
avec des Dp . = Cov Ap Ag indéterminables,

Dans le cas ol il n'existe qutun variogramme, (9~5) sera

remplacée par :

B[(z - 2,)°

* %29 1 PR SN
« 6 + (ma - mﬁ) ]+ o Qﬁs(fa - Iﬁ)(f&

N

(9”6) YQS =

i

avec, ici encore, Dp = Cov Ap Al (indéterminable), pour/@9 8
(3 ltexclusion ded= 0 et s = 0).

S
- fB)

1926 Ok



