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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 102

PROBIENES D' ANALYSE SUR UN ESPACE 1°(2,4,B)

INTRODUCTION

Dans la transposition probabiliste de certains problémes
physiques, on est conduit & chercher des F.A. vérifiant des é~
guations aux dérivées partielles de forme donnée, et & rempla-—
cer les conditions aux limites de type usuel par la condition
que ces F.A. doivent &tre stationnaires. I1 s'agit, si 1l'on
veut, en termes physiques, d'une condition & 1'infini - mais le
probleme qui se pose est alors de savoir si les théorémes clas-—
siques d‘'existence et d'unicité restent valables pour ceS con-
ditions aux limites d'un type inhabituel.

Pour formuler ceci avec gquelque rigueur, nous devons au
préalable définir la famille des F.A. statiomnaires dans la-
quelle nous nous proposerous de chercher la solution de notre
probléme physigue. C'est avec des espaces de Hilbert que les
choses se présentent de la manidére la plus agréable. Nous allons
donc partir d'un espace probabilisé (Q,q,P) muni d'un groupe
Ty B € By d'automorphismes se prolongeant sur LZ(Q,QQP) par un
groupe contimu U, , h € Eg'd'opéraxeurs unitaires. ZIes F.A. sta-
tionnaires Que nous utiliserons seront les @

Y(x,0) = UY (w) , Y€ 2 (9,4,P)

Nous désignerons toujours par A = (A1,A2,...An) le généra-
teur infinitésimal du groupe Uh, et ce sont les opérateurs Ai
qui remplaceront les dérivées partielles O, qui interviennent

dans les problémes physigues. En effet, pour X € ﬁA (domaine
i



de l'opérateur Ai) la F.A. U, Ai = Ay UX X n'est autre gue la
dérivée partielle O, X(x,w) de la PF.A. X(x), prise au sens de
la convergence m.q.

Nous supposerons souvent que le groupe Uh vérifie 1'hypo-
thése ergodique. Dans ce cas, il suffit qu'une seule dérivée

partielle Ai X soit nulle pour que la F.A. UX X solit constante.

Dans ce qui suit, nous nous proposons de caractériser les
solutions (si elles existent) de 1l'égquation A1X = Y, ou des é-
quations AiX = Yi (i=1,2,...1n), ou enfin de 1l'équation
AX = Y, A désignant 1l'opérateur Laplacien A = A1A1 +...+AnAn'
Chemin faisant, nous serons conduits & introduire la notion de
F.A. intrinseéque, qui nous permettra de définir des solutions

généralisées de nos équations, dans certains cas ol il n'existe
pas de solution dans L2. Un autre probleme intéressant consiste-
ra & expliciter la décomposition d'un vecteur (Yi) € (LZ)@n en
somme d'un vecteur gradient et d'un vecteur conservatif, donc a
former l'expression explicite des projecteurs associés aux sous-
espaces correspondants de CL2)@n. Ceci, en particulier, nous
permettra de préciser la forme des développements de Schwydler
qui interviennent dans le probleéme de la composition des perméa-—
bilités.



I - L'EQUATION AX = Y

Dans cette premitre section, je considére un demi-groupe
markovien continu & un paramétre Pt’ t 2 0 opérant dans l'espace

12(Q,d,P). Soit A 1l'opérateur infinitésimal de ce demi-groupe,

opérateur dense et fermé, ainsi que l'opérateur infinitdsimal A'
du grouge transposé P: : a priori, A'ne coincide pas avec l'ad—

joint A de A qui constitue un prolongement de A' sur L2. De

méme A'" prolonge A sur 2.

Nous désignerons par E le projecteur du sous-espace de ﬁA
constitué des éléments X tels que AX = O (sous—espace fermé,
puisque 1l'opérateur A est fermé). Dans le cas ergodique,

(X = 0= X = CSte) E(Lz) est l'espace des constantes, et le
projecteur E s'identifie & L'espérance mathématique. Dans tous
les cas, X € E(I°) équivaut & P.X = X pout tout t > O .

Nous dirons que X est solution forte de A X =Y si X ¢ ﬁA

et vérifie AX = Y ; que X est solution faible de cette équation

si pour tout Z € ﬁA’ on a
<X A'Z> = <Y, Z>

I1 en est ainsi, d'aprés les propridtés de 1'adjoint A'™
sl et seulement si :

' *

Led et Y= A' X

*
A'
En particulier, si nous montrons que toute solution faible

est une solution forte, il en résultera A = A'*, et, aussi bien,
*
A.'=A.

Lorsqu'elle existe, la solution forte n'est déterminée qu'
a un élément preés de E(LZ), mais, & cet élément prés, est néces-
sairement unigue (dans le cas ergodique, donc, unique & une cons-

P



tante preés). Ou, si 1l'on préfére, il existe au plus un élément
X € 12 vérifiant EX = O et AX = Y. ©En effet, si X, et X, sont
deux solutions, A(X1-X2) = O entraine X1 -~ X, €E (Lz).

Cette propriété d'unicité subsiste pour la solution faible.
Pour le voir, montrons que E(Lz) est 1l'orthogonal de l'espace
image A' B,,, (d'olh résultera: Vv Z € Byr v <X, A" Z>=0=
= X € E(19), c'est-h-dire AX = O, et 1l'unicité). Pour cela, on
note que X € E(LZ) équivaut & (Pt -~ I)X = 0 pour tout t+ > O, donc
By étant dense, a :

vYED, ,Vt>0, <X (Pr-I)¥T>=0

]

mais ceci équivaut a < X, A'Y > = 0 pour Y ¢ By d'ol :

(1-1) B (12) = (&' (5,))

On note ensuite que P.X = X équivaut a

(1=2) <X P,X>=|x?

‘t
En effet, puisque [|P.|| < 1, onna
2 2 2
1B %-X° = B 2" + X" - 2< X P.X> =
2
Z(HX” _<Xy P't X>)
de sorte que (1-2) entraine bien P,X = X. On en déduit :
*

(1-2") P.X=XeP X=X
d'ou résulte :

(1=3) By =8y » AX=0eAX=0
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de sorte que E est également le projecteur du sous—espace {A'X = 0}
des éléments invariants par P: .

Passons maintenant a 1'équation AX = Y.

solution forte (resp. faible) si et seulement si les deux con-
ditions suivantes sont remplies :

a/ EY =0

b/ Pour T tendant vers 1'infini, les éléments 3

T
_ 1 -
XT = T %{ (1 t) PtY at

admettent une limite forte (resp. faible) Xb, qui est alors
1'unique solution telle qgue E Xo = 0.

T L Yo Ve P Ve Ve V. i Lo T Ve ¥ N e W I V200 VS

Montrons que les conditions a/ et b/ sont suffisantes., Po-
sons d'abord :

On a évidemment Zt € ﬂA
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Le théoréme ergodique montre alors que AXT converge fortement
vers Y -— EY = Y (car EY = 0). Si Xy converge fortement vers X ,



on a donc X, € ﬁA et A XO = Y, puisque l'opérateur A est fermé.
Si XT converge faiblement vers XO, pour tout Z € ﬁA' on a

T
< XT’ AMZ>= <Y, Z> - % té[ < PtY, Z > dt

et la limite faible XO vérifie bien < XO’ AMZ >=<Y,2 > .
D'autre part, EY = O entralne E(Zt> = 0 puis E(XT) = 0 4'olu, en-
fin E X, = 0, et Ll'unicité de X, a déja été démontrée.

Montrons maintenant que ces conditions sont nécessaires.
Tout d'abord, EY = O équivaut & < ¥, EZ > = O pour tout % € L .
Si X est une solution faible, (et a fortiori si X est solution
forte), ona < Y, BZ > =< X, A" EZ > = 0 , puisque E est le
projecteur de {A'Z = O}. On a donc bien EY = O,

Si X € By est solution forte, on a Y = AX, d'ou ZJC =P X=X
et
T
¥ =3 o .
XT = X T ‘é[ Ptk dt

Ie théoréme ergodigue montre alors que XT converge fortement vers
X, =X- EX. 8i 1'on a seulement < X, A'Z > = < Y,Z% > pour tout

Z € ﬁA' , on en tire
t t
(a) < Z U/f < Y, P: Z>= u// < X, A'P: Z >4t =

Z >

]

-t’
0O O

il

*
< X, PJG Z>-<X,2>= <PX Z2>-<2ZX,72>

t

Comme ﬁA' est dense, cette relation subsiste pour tout
, et, en intégrant une seconde fois, on trouve pour tout
Z € B :



T
<X 5> =< X,Z>-%[<Ptx,z>dt

I1 résulte alors du théoréeme ergodique que X converge faible-

ment vers XO = X - EX.

Proposition {1 - Toute solution faible de 1l'équation AX = Y est
également solution forte (soit X € QA)' Pour gu'une telle so-
lution existe, il est :

T
a/ nécessaire que les Ip = - % b// (T=t%) PtY dt convergent
()

fortement vers une limite Xo’ et que EY = O.

b/ suffisant que EY = 0 et que les XT convergent faiblement
vers une limite Xo' La limite faible Xo est alors néces-—
sairement aussi limite forte, et constitue 1l'unique solu-

tion vérifiant E Xo = 0,

Compte tenu du Lemme 1, il suffit de montrer gue, pour EY = O,
la convergence faible des XT entraine leur convergence forte.
La relation

" /t+T
Zt+T = ‘é/ PuY du + / PuY du = Zt +_Pt ZT = ZT + PT Zt

donne :



Comme EY = O entraine E Z, = 0, le théoreme ergodique montre
que P‘tXT - XT
faiblement vers XO, PtXT - XT converge au sens faible vers

P XO - XO. On a donc

converge fortement vers Zt' Mais si XT converge

t

On en déduit : [

- _ 4
Xp = X, T/Pthdt

et le théoreme ergodique montre que XT converge fortement vers
XO—EXC):XO.

Corollaire - L'opérateur infinitésimal A' du groupe transposé
—————————— N\ . 3 * 3
est identique & 1'adjoint A" de A ( soit Byr =

En effet, on a vu que toute solution faible de AX = Y vé-

rifie X € ﬁA'* et ¥ = A' X, La proposition montre que toute
solution faible vérifie aussi X € ﬁA et Y = AX. Comme EA.C ﬁA'*’

on en déduit l'identité de A et A'* , et, de méme, celle de
A' et A*,

Nous dirons que le demi-groupe P, est fortement mélangeant
.t

si, pour tout X et tout Y dans L2, < PtX’ Y > converge vers

< X1 ><1,Y > pour t infini. Cette propriété entraline que le
groupe Pt est ergodique, et donc que le projecteur E s'identifie
4 l'espérance. (En effet, P, X = X entraine alors < XY > =

=< X,1><1,Y> pour tout X et tout ¥, d'oll X =< X,1 >).

Proposition 2 - Pour que 1l'équation AX = Y admette une solution,

il est suffisant, et nécessaire lorsque le demi-groupe Pt est

fortement mélangeant, que EY = 0 et que

-t
- / PTY dt

o)
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admette, pour t infini, une limite faible Xo’ qui est alors

l'unique solution vérifiant E XO = 0,

t
Si ZJc = % v/f P%Y dt converge faiblement vers XO, les
o
T

S

convergent eux aussi au sens faible vers XO; et il suffit d'ap-
pliquer la proposition 1.

Inversement, s'il existe une solution X, la relation (a)
du lemme 1 :

< 7 2 >=<PX, Z>-<1X,Z2>

t? t
montre que < Z., Z > converge vers E(X) BE(Y) - < X,2 > dés que

Pt est fortement mélangeant.

Remarque : S1 - ZJc = XO - Pt X0 converge faiblement vers Xb,

la convergence n'a pas lieu, en général, au sens fort, car
PJc XO ne converge pas fortement vers O.
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IT - F.A. INTRINSEQUES SUR R

Soit maintenant Ut un groupe markovien continu & un para-
métre t € [R d'opérateurs unitaires sur Lo (Q,a,P). Nous appel-
lerons fonction aléatoire intrinsd&gque une famille Zt’ t eER
d'éléments de I°

vérifiant la condition :

(2-1) D Bype = Uy Zyy o+ 2y (4, t' € R)
d'olu 1l'on tire aussitdt

(2-11) Up Zgr = Zyr = Upy By = By

De (2-1) résulte :

=EZ,_ + E Z

(2=2) E 7 £ £

t+t
Moyennant une hypothese de mesurabilité en t, (2-2) entratne
que l'espérance E Zt,'ou dérive de la F.A. intrinséque est de

la forme t+ M pour un M € E (L2). A toute PF.A. intrinséque nous
assoclerons son demi-variogramme y(h) défini par :

41 .
y(h) = 5 < Iy, & >

En faisant t = t' dans (2-1), on trouve Z, = 0, d'olt y(o) = O.

De mé€me, pour t = - t' = h, on trouve Uy, Zy, + I, =0, d'ou
< Zh’ Zh > =< Uh Z—h’ Uh Z_h > =< Z—h’ Z_h >

donec
v(h) = y(-h)

De (2-1) résulte encore
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< Z

+2<U_ 2,

n 0 2

d'ou 1'on tire :

heht * Zpant > < Uy 4 s Uh Zyr >+ < Iy, Zh > +

>

< Uy Zyy 5 %y >= y(b+h') = y(k) - y(h')

h "h!

liais, toujours d'apreés (2-1), < Uy Zypes By > =< Zyy oy Uy 2y >
= =< Zyy s Z_h >, d'ou, en changeant h en -h
(2-3) < Zp, &y, >=y() + y(k') - y(b-h')
Enfin, (2-1) entraine encore :

< Ub’ Za—b’ ZC > = < Za’ Zc > - < Zb’ ZC >
d'ol, en utilisant (2-3) :
(2=31) < Uy 2, 4 2, > = v(a) + y(b=c) ~ y(b) - y(a=-c)

Nous dirons qu'une F,A. intrinseque Zy,
(resp. faiblement) dérivable si la limite

(2-4) z! = tern
- 0

1
T %
existe au sens fort (resp. au sens faible).

ne

bpgr = 2

-tl

t

il suit de cette définition que la ddérivée

est fortement

Comme (2~1) entral-

U existe effecti-~

at
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vement en tout t au sens fort (resp. au sens faible) et vérifie :

d _
(2-4') 36 % = Ug %

Remarque : Si A est 1l'opérateur infinitésimal du groupe Ut’ et

si la F.A. intrinsdque Z, admet la dérivée forte U, 21 , on
n'a pas A Zt = Ut Zé , mais :

(2-5) AZg =T, 2! - 2}

Cels rdésulte de U

L By = By = Uy %y - 4 (zelation (2-1')).

t t "h

Critére : Du critére de Cauchy et de la relation (2-3'), on dé-

duit qu'une F.A. intrinségue Z, est fortement dériva-
‘ble si et seulement si

gim == [ y(t) + y(t') - y(t-t') ] = y"(0)
t,t' - o tt!

et la dérivée Zé admet alors la covariance :

< U, B, 2z} >=y"(h)

Exemple 1 - Pour X € 12 y Ly = UtX - X est une F.A. intrinseque.

En effet, Z ., = Ui 4 X=X = Ut(Ut,X -X) +U0X-X-=
= Ut Zt' + Zt
. +
Exemple 2 - Pour Y € L2 ’ Zt =‘// UTY dt est une PF.A. intrinse-

)
que fortement dérivable, avec 7} = Y.

Ce deuxiéme exemple nous incite & considérer la F.A. intrin-
séque Z, comme la solution (généralisde) de 1'éguation AX = Y.




- 13 =

Ce point de vue n'est légitime que si %t est bien de 1la
forme donnée dans l'exemple 1 lorsque 1l'équation AX = Y
admet une solution. Mais il suffit de se reporter & la
démonstration de la Proposition 1 pour voir qu'il en est
effectivement ainsi.

La notion de dérivée faible n'est pas trés intéressante,
car toute F.A. intrinségque faiblement dérivable est fortement

dérivable.

2

En effet, supposons que pour tout Z2 € L on ait :

<%y Z> - <&, 5>

-t’

d'ol aussi (2-4') au sens faible. Définissons une F.A. intrin-

t
= !
S‘t / U’L‘ ZO dt

0

seque S, en posant :

S, est fortement (donc faiblement) dérivable, et
d St S U - d Zt
dt T at

2

Pour tout Z € L%, on a alors :

<3 y 4> = J/‘—— < S - Zr y 2>dt =0

t

dtou S, = Zt s €t par suite Zy est fortement dérivable.

t

Proposition %3 - Pour qu une F.A. intrinséque Zt soit de la forme
UtX - X pour un X € L (necessalrement unique & un élément preés
de E(L2)> il est

T
a/ nécessaire que E ZJc = 0 et que les XT = —-% J/f Zt dt

0
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convergent fortement, pour T infini, vers une limite Xo'

b/ suffisant que E ZJc = 0 et gue les XT convergent faible-
ment vers X . La limite faible X des Xn est alors né-

cessairement aussi limite forte, et constitue 1'unigue
&1ément ge L2 vérifiant Z, = U, X - X et B X = O.

La condition E ZJc = 0 est évidemment nécessaire, car E Ut =
= E. Nous la supposons vérifide dans toute la démonstration
ci-dessous.

liontrons a/ - 81 Z, = U, X - X pour un X € L2, on a

et le théoreme ergodique montre que XT converge fortement vers |
XO=X"EX0

Montrons b/ - La relation (2-1') donne :

\T ‘T
= L -~ - 1
Ut XT - XT =T \4{(21 Ut ZT) dt = Zt - 7 \4{U& Zt

Donc Ut XT - XT converge fortement vers Zt - E Zt = Zt' Si de

plus XT converge faiblement vers XO, Ut XT - XT converge faible-

- t
ment vers Ut Xo Xo’ et 1'on a donc

I1 en résulte, d'aprés a/, que la convergence des XT vers XO a
lieu également au sens fort.

Critére : Une F.A. intrinséque Z, est de la forme U, X - X pour

=== 2

un X € L si et seulement si 1l'expression 3
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—= / / [y(x) + v(y) = v(zx~y)] dx dy

t t' o
o y(h) = % < Z,, % > admet une limite pour t et t' tendant
vers 1l'infini.

La covariance K(h) = < U, X, X, > de l'unique élément

X € L2 tel que 2, = Uy X - X, ot B X, = 0 est alors :

T
K(h) = Tf&m %2 u// J//[y(t+h) + y(h=t') = y(h) - y(h+t-%")]
- 00 (0] [e)
at dat!

ONTONTNTNSTNS TN TN TN TN TN TN TN TN TN NN NN TS

Ce critére résulte de la Proposition 3, du critére de
Cauchy et de la relation (2-3').

Par analogie avec la Proposition 2, on a encore 3

Proposition 4 - Pour gqu'une F.,A. intrinseque Zt soit de la forme

U.X - X, X € 1%,

% il est suffisant, et nédcessaire si U, est forte-

ment mélangeant, que E Zt = 0 et que - ZJc admette pour t infini

une limite faible X , qui est alors 1'unique lément de 12 vé-

rifiant E XO = 0 et Zt = Ut Xo - XO.

La démonstration est la méme que celle de la Proposition 2.
On notera que - Zt ne converge pes fortement vers Xo.
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III - F.A. INTRINSEQUES SUR [R™

Nous supposons maintenant L2 muni d'un groupe continu a
n paramétres d'opérateurs unitaires markoviens Uh, h Ean, et
nous appelons F.A. intrinseque une famille Zy h € R™ vérifiant

la relation

(3-1) Byt = Uy By + %y (b, b' € R")

On vérifie sans peine que les relations (2-1') & (2-3')
restent valables. De méme, on définira sans peine la notion de
dérivée partielle forte selon une coordonnée h, en posant

(3-2) z, = fin -I-lli Z(y )
1

(hi) désignant le vecteur (h1,h2,...hn) dont toutes les compo-

santes sont hulles, sauf la i°%° qui est hi : dans cette nota-

tion, 1l'indice hi est toujours muet. Si Zi existe, on vérifie
sans peine que la dérivée partielle bi Z, selon la coordonnée
hi existe pour tout h € R et vaut :

(3=2') 0, % =T, Z;
Zh est alors dans ﬁAi et on a

' 1
(3-3) A Ty = Uh 2y - Zy

de sorte que A, %, est la F.A. intrinséque associde & 1'élément
t
Zi € L2 comme dans l'exemple {1 du paragraphe précédent.
Si les n dérivées partielles existent, on dira que le vec~
]
teur (Zi) est le gradient de la F.,A. intrinseque Z, . Nous dési-
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gnerons par H = @ L2 l'espace de Hilbert des vecteurs (Y1,...Y )y
Y, € 12 muni de la norme canonigue Z)HY "2 Pour plus de com~
modité, nous distinguerons des vecteurs covariants (Yi) et des

vecteurs contravariants (Yi) avec Y, = 845 ¥, 1= gjl Y,

la norme étant alors gij <1, YJ > ou gy4 < Yi, I s (g, ma-
trice strictement définie positive, que 1l'on peut si l'on veut,
prendre égale 4 la matrice unité). Ces notations tensorielles
ge réveéleront assez commodes., Elles impliquent la convention
de sommation. Nous devons envisager les problémes suivants @

a quelles conditions

~ Zh est-elle de la forme UhX - X, pour un X € L2 ?

~ un vecteur covariant (Yi) donné est-il le gradient d'une
F.A. intrinseéque Zy ?

il
(o
—~
[N
i

~ pour un vecteur (Yi) domné, les équations A.X
= 1,2,...n) admettent-elles des solutions X € °2? A=
désigne ici le générateur infinitésimal du groupe Uh'

|

—~
B

¢
8

Proposition 5 - Une F.A. intrinseéque Zh’ h G]Rp, est de la forme

UhX - X pour un X € L2

deux conditions suivantes :

g1 et seulement si elle vérifie les

a/ E Zy =

b/ Pour un indice i = i particulier, les

. T .
i i
X 1) = - %‘/[Z<hio) dh © (sans sommation en io)
0

admettent pour T infini une limite faible X qui est alors le
seul élément de I° vérifiant Z, = U X, XO s h € R® et
E Xo = 0.

Lorsque ces conditions sont réalisées, pour tout vecteur

c n . L,
unitaire a de R, les intégrales
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T
i/
Xa(T) - T Zra dr

(0]

convergent alors fortement vers la méme limite XO;

La proposition 3 montre que ces conditions sont nécessai-
res. Supposons-les vérifiédes, soit E Zh = 0 et, par exemple

T—»oo

7
- l .. _ .
Xp = - o o/z(h1) an, Dim X, = X, (au sens faible)

La proposition 3 montre que la convergence de Xﬁ vers XO a lieu
aussi au sens fort, et que 1l'on a :

Posons alors pour h e m*

Sy = Uy X, - X,

Sh est limite forte de Uh XT - Xp pour T infini. Hlais, d'apres

(2=1'), on a :

T i
_1/ 1 1 1
U, X - = [ (2 - U Z dh' = -=/T Z, dh
n o~ %p T My e Yy Zy) T/ Yty B

et, pour T infini, cette expression admet la limite forte

Zh - 5B Zh = Zh' On a donc bien

I1 suffit ensuite d'appliquer la proposition 3 au demi-groupe
Pr = Ufa et & la P.A. intrinseéque Zra = Uraxo =X, EIR+ ’
pour obtenir la derniere partie de 1'énoncé.

Les propositions 4 et 5 entrainent alors :
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Corollaire.: Pour que la F.A. intrinseque Zh soit de la forme

—————————— U, X - X pour un X € L2, il est suffisant, et nécess

2 saire si U est fortement mélangeant, que Z con—
ro ro,
E verge faiblement vers une limite - Xb pour une direc-
g tion @, particuliere. X, est alors l'unique élément
20 s - - - -
( de L® vérifiant E X =0 et Z, =0y X -X, X €IR.
g Si, de plus, chacun des groupes & un paramétre U( i)’
h
( i=1,2,...n est fortement mélangeant, X0 est limite
(
(

faible des = Zra pour toutes les directions a.

Lemme 2 - Soient Zi(t); t €R, i=1,2,00.0, n F.A. intrin-

séques & une dimension, relatives respectivement aux groupes a

1 parametre U( i)’ Pour qu'il existe une F.A. intrinseque
h
sur R7, Zy, b € R™ relative au groupe Uy, vérifiant Z( i) =
. h
= 7z;(h™) pour tout i, il faut et il suffit que l'on ait

(3-4) U 4 25(ad) + 2;(0Y) = U

i J
o) Zi(h ) + Zj(h )

(nd)

pour tout couple d'indices 1, J distincts.

O NN N N TN T N TN TN NN TN N TNSTNETN TN

En effet, cette relation, évidemment nécessaire, entraine

en dcrivant Z; au lieu de Z; (hi ) , que l'expression :
k

k

+ * e » + U U «ae @ U Z'
(b, ) (h, ) (h, ) “1i
1 102 1 1o tn

n

ne dépend pas de l'ordre dans lequel on a pris les coordonnées
h1, hz""hn du vecteur h, et on vérifie ensuite sans trop de
peine que la relation (3-1) en résulte.

Proposition 6 - Un vecteur covariant (Yi) € H est le gradient
dtune F.A., intrinseque Zh si et seulement si la relation sui-
vante est vérifide pour tout couple i #;j et tout h' > 0.
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ni
Y., - Y. = A. .Y, . i i
(a) U Y AJ ‘Zru(nl) ; & mg (sans sommation en i)

Si chacun des Yj est dans By =0 By cette condition équivaut
i i

N 1
a

(a") A, Y. = Aj Y. (1,5 = 1,2y00emy 1 # J)

Lorsque cette condition est réalisée, la F.A. intrinseque Z11
dont Yi est le gradient est définie par l'intégrale curvili-

gne
1 .
_ d h* (%)
(b) n=/ LY as

U. Y
[ "h(t) 71

indépendante du choix du chemin continu h(E) joignant O et h
et vérifiant h(o) = 0, h(1) = h.

Montrons que la condition (a) est nscessaire. Si Y, est
le gradient de Zh, on a pour chague i = 1,2,...0 ¢

ni
~(ce) Z . = b//U X dn~  (sams sommation)

et le lemme 1 montre qu'il en résulte :

nt no
U /U.Y.dn1+/U.Y.dn3=
(nd) o (7)) * o (nd)

nd ni
=T . /U . Y. dn? /U . Y. dnt
(at) % (nd) 9 o (n4) *

(sans sommation en 1inien j). ILe second membre de (d) est dé-
rivable en hJ, donc aussi le premier, d'ol

hl
/U i Y, dn, € .eAj

o (m

(a)



- 21 -

En faisant hd = 0 aprés dérivation en hj dans les deux membres
de (d), on obtient la relation (a).

Inversement, si (a) est vérifié, on en déduit (d) en inté-
grant en ny apreés avoilr multiplié par U 3 les deux membres de

(a). ILe lemme 2 montre alors gqu'il existe une F.A. intrinséque
Z, vérifiant (¢), donc aussi
eim

1
Wioo BT @) 7

Si Yj € ﬁAi , la relation (a) entraine :
U . Y. - Y. nt
iy 73 3 .
4, T, = B (b7) - = fin A.iijU ;0 Y, ant
J h,~0 h h;» 0 9 h Yo (q7)

Comme l'opérateur A. est fermé, il.en résulte Yi € b5y et A; Yj =
= A, Y.. En particulier, on a (a') si (a) est vérifide et si
tous les Y, sont dans 5,. Inversement, il est clair que (a')
entraine (a).

La relation (b), et le fait que 1l'intégrale curviligne ne
dépende pas du choix du chemin continu reliant O et h se dédui-~
sent ensuite facilement de (d).

Les propositions 1 et 2 permettent de préciser :

Critére : DPour gqu'un vecteur covariant Yi € H soit le gradient

pour tout couple i # j et tout nt s> 0 les :

i\
x3 (1) = - & /T-hj U . (u . Y-y gnd
boh - -d faaho oo )

hi
convergent faiblement vers j[U( 5 Yi dni - et cette
o (n7)
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convergence a lieu alors également au sens fort.
De méme, il est suffisant, et nécessaire si chacun des

groupes U( i) est fortement mélangeant, que les inté-
h

T
/v . (W . Y. -7Y.) dnd
o/ (hl)( (a*) y

grales

ETNETNTNCTNTNSTNETNETNSTNSTNETNTNSN

admettent ces mémes limites faibles.

L'espace ﬁé des gradients généralisés. - Nous dirons qu'
un vecteur covariant (Yi) € H est un gradient généralisé s'il
est le gradient d'une F.A. intrinseéeque - et nous désignerons
par ﬁé le sous-espace de H constitué par les gradients généra-—

lisés.

Proposition 7 - L'espace ﬁb des gradients généralisés est fer-

mé dans H, et constitue un espace de Hilbert.

En effet, les opérateurs A. étant fermds, on vérifie im-
médiatement que les conditions (a) de la proposition 6 passent
a la limite.

Parmi les gradients généralisés (espace ﬁa), certains se-
ront des gradients au sens strict (espace Hb)’ c'est-a-dire, de

la forme Y = A X pour un X € L2, d'autres encore des gradlents

au sens large (espace i ) c'est-a~dire limite dans L2 de gra~

dients au sens strict - d'autres enfin ne seront pas dans Hb
Pour préciser la hiérarchie de ces espaces, nous allons mainte-
nant étudier 1'équation Yi = AiX.
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IV - LES EQUATIONS AiX = Yi’ ET LES

ESPACES DE GRADIENTS Hy ﬁa c 'ﬁa

Les propositions 5 et 6 permettent de caractériser les

gradients au sens strict :

Proposition 8 - Un vecteur covariant (Y ) €H est le gradient

é
%
|
|
|
|
|
%
é
s
(
z
(
s
|
|
|
s

d'un élément X € L (nécessairement unique & un élément pres
invariant par Uh) si et seulement si il vérifie les 3 condi-
tions suivantes :

a/ EYj_:O (i= 1,2,...1’1)

b/ Pour tout couple i # j et tout nt s 0, on a
i
U(hi) Yj - Y(_J = A J/h(nl) Y. a ny (sans sommation)
¢/ Pour une direction particuliére Qoo les
T
Xpla) = - & Z(T—t) Usg, (of ¥,) at

convergent faiblement vers une limite Xo'

Lorsque ces conditions sont réalisées, X, est l'unique élément

de L2 vérifiant E Xo = 0 et Ai Xb = Yi. De plus, pour toute

direction «, les X (a) convergent alors fortement vers XO-

Si chagque YJ est dans ﬁ =N ﬁA y on peut remplacer b/ par
J J
la condition :

by A Yj=Aj T, (4, 3 = 1,2,...n)

De méme, les conditions suivantes sont suffisantes, et ndces-

saires si chacun des groupes & un paramétre U j. est forte-

ment mélangeant : (27)
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a/ EYj_:O (j.-: 1,2,...11)

b/ Pour chague couple i # j et chague ht > 0

T
- \/WU . (U 5 Y - Y.)d h (sans sommation)
o (nd) (nh) ¢ I
nt _
converge faiblement vers \/[ U( i) Y. d n* (sans sommation)
Y n
T
. . : i
¢/ Pour une direction L -Jé/Utao (ao Yi) dt converge

faiblement vers une limite Xo’ qui est alors l'unique solu-

ONTNTNTNSTNETIN NN NN NN TN INETNETNE TN

tion vérifiant E Xo = 0.

L'espace H, ¢ H des gradients stricts (vecteurs Y € H dont
P d

les composantes covariantes Yi vérifient Yi = Ai X pour un X €L2 )
n'est pas fermé dans H, la condition ¢/ de la proposition 8 ne
passant pas, en général, & la limite. Comme la condition b/ de
la proposition 8 est identique & la condition a/ de la proposi-
tion 6, on a Hy < ﬁé, dtou aussi'ﬁé c ﬁé’ puisque ﬁd est fermé
dans H (Proposition 7). Tout gradient am sens large ! € Hy est
donc un gradient généralisé (Y € ﬁé) et vérifie de plus EY = O.
Nous allons voir que la réciproque est vraie.

Définissons d'abord dans H 1l'opérateur divergence, en po-
sant div Y = Ain pour tout Y € H dont les composantes contrava-

. i L,
riantes Y~ vérifient

Yle.&A (i = 1,2,.0010)
i

Pour tout X € ﬁA.C L2

évidemment :

et tout vecteur Y € ﬁdiv c H, on a

de sorte que l'opérateur gradient A et 1'opérateur divergence div
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gsont adjoints au signe preés. L'opérateur A est dense et fermé,
donc aussi Af. Par contre, 1l'opérateur divergence est dense
mais non fermé en général. Comme -A* est fermé et prolonge div,
1'opérateur divergence admet une fermeture gue nous noterons Div
et qui admet généralement —-A¥ comme prolongement. On a donc

jdiv c ﬂbiv c ﬁA* c H. Ie probleme quil se pose est de savoir
. - . e . = - 1 ' 0
si ﬁbiv ﬁA* et si par suite Div A*, llontrons qu'il en

est bien ainsi. Soit, en effet, Y € ﬁA . En prenant une suite
¢, de fonctions indéfiniment dérivables définies sur R™, et tel-
les que les mesures @k(x) dx convergent étroitement vers la me-
sure de Dirac, les régularisées

Y, = U, Y g, (h) dh
b

sont dans jdiv c ﬁb y convergent fortement vers Y, vérifient

iv
- A% Yk = Div Yk = div Yk = —u/; Uh A¥Y Qk(h) dh
R

de sorte que div Yk converge aussi vers - A¥ Y, Comme les opé-
rateurs A¥ et Div sont fermés, il en résulte que Y € Bpivy et
Div Y ==A% Y. On a donc bien Bpx € Ipiy et 1'égalité :

(4=2) - A¥ = Div

Convenons maintenant de dire qu'un vecteur Y € H est con-
servatif au sens strict si Y € 5y, et div ¥ = A; Y" =0, et
conservatif au sens large si Y € Bpiv et Div Y = 0. Comme Div

est la fermeture de div, tout vecteur conservatif S.L. est limi-
te de vecteurs conservatifs S.S., et l'espace des vecteurs con-
servatifs S.L. est fermé dans H. Comme div Y = O équivaut 4'a-

prés (4-1) 2 Y€ Hy et Yep

qiy? on en déduit :

(4-3) DivY=0 & Y¢H
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et l'espace des vecteurs conservatifs S.L. est le supplémentaire
orthogonal de l'espace des gradients S.L.

Proposition 9 - DPour tout gradient généralisé G € Hb de compo-
santes covariantes G et tout vecteur conservatif S.L. Q € Hb

de composantes contravarlanﬁes Q y on a la relation "énergé-
.-t_:-_q e":

(4-4) < Gy, ts=<z (65), B CRIS

En effet, soit %y, la F.A. intrinseque dont Gy est le gra-
dient. Comme Q € HO , la relation (3-3') entraine pour tout h

i i
< Gi’ Q7 > =< Uh Gi’ Q™ >
donc aussi, pour chague coordonnée nd :
-
1

i
< Gi’ QT > = =, J/'< 8)

.G, ot >a nj (sans sommation en j)
nd o (nd)

D'ol, Ej désignant le projeteur de {AjX = 0} ,

i _ : i
< Gi’ Q7> =< Ej Gi’ Q- >

En répétant 1'opération pour j = 1,2,...n, et puisque E = E1,E2...En,
on trouve < Gi, Q:L > =< E Gi, Q1 >, d'ou :

i i
< Gi, QT >=< E Gi’ EQ” >

Dans le cas ol U, est ergodique, E G, = E(Gi) est l'espérance,
et on a simplement

<@, ot >= Ee;) BQH
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Proposition 10 = Pour qu'un vecteur X € H soit un gradient au
sens large, il faut et il suffit gqu'il soit un gradient géné-
ralisé et vérifie EY = 0. Autrement dit :

(4-5) By = 8, N E (1)

On a déja vu que la condition est nécessaire. Inversement,

soit Y € ﬁé avec EY = 0., D'aprds (4-4), ona < ¥,Q > =< Yi,Ql'>

= 0 pour tout Q € HéL, mais ceci entraine justement Y € ﬁs .

Corollaire : Tout gradient génédralisé Y € ﬁé est somme de 1'é1é-

ment EY € E(H) et de 1'élément Y — EY € ﬁa qui

est un gradient au sens large, autrement 4it ﬁé est

somme directe de ﬁa et de E (H) :

(4-5%) Hy, = Hy @ B (5)
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V - L'OPERATEUR LAPLACIEN, ET L'EQUATION AX = Y.

Soit A = AA = glj AiAj 1'opérateur de Laplace, et ﬁA son

domaine dans L2. ﬁA est dense dans L2, comme on le voit au

moyen du procédé habituel de régularisation, et 1'opérateur A

est auto-adjoint. Il n'est pas nécessairement fermé, mais A*

(qui existe, puisque A est dense) prolonge A (qui est auto-
ad joint), et constitue un opérateur fermé. On a A = (div) A,
dtol, d'apres (4-2) :

A*¥ = A% (div)* = A¥ (Div)* = (Div)A** = (Div)A

soit

(5-1) A* = (Div)A

d'ol résulte, en particulier que A* est la fermeture de A (et

constitue un opérateur dense et fermé).

Pour X € Dpx s A¥ X = 0 éguivaut & < X, AY > = 0 pour
tout Y Eﬁh y c'est-a-dire 2 X € A (ﬁA)J'. D'autre part, si

X € ﬁA, AX = O entraline

<X AX>=-g"d < aX, AX > =0

done AiX = 0 et X = EX, E désignant le projecteur de l'espace
ste

des éléments invariants par Uh (en particulier, X = C dans
le cas ergodique). Or ﬁA est dense dans ﬁA* (puisque A¥ est
la fermeture de 1l'opérateur A). On a donc encore X = EX pour
X € by et A*¥X = 0.
Proposition 11 - Dans L2

Uy

y A¥X = 0 équivaut & X = EX, ou &
X = X pour tout h € R°. Autrement dit, on a :

B(L%) = a* (Byx) =4 (ﬁA)J‘
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Bn particulier, dans le cas ergodique, toute F.A. stationnai-
re harmonigue est une constante.

Corollaire : Si l'éguation AX = Y, pour ¥ € L2 admet une solu-

__________ tion forte ou faible dans L2, cette solution est uni-

que & un élément preés invariant par Uh (4 une cons-

tante prés dans le cas ergodique). En particulier,

il existe au plus une solution vérifiant EX = 0.

Cela résulte immédiatement de la proposition 11 si l'on
remarque que X est solution faible si et seulement si X € ﬁA*
et A¥X = Y.

Pour étudier commodément 1l'opérateur Laplacéen, nous allons
construire un demi-groupe continu markovien & un paramétre sur
L2
randomiser Uh au moyen du mouvement brownien, en posant pour tout
X e 12

2
X
1 - 2%
(5=-2) P.X = /e U X dx
K (emt)l fn X

dont 1l'opérateur infinitésimal sera A*. Pour cela, nous allons

(x2 = 853 x* xj). P X n'est autre aue la régularisée de X par
la densité de Gauss, d'ol résulte P.X¢€ ﬁA pour tout X € 12 et
tout t > 0. On vérifie sans peine que Pt est bien un demi-grou-
pe continu vérifiant I|P.|| = 1 et P.1 = 1. Désignons par B son
générateur infinitésimal, qui est dense et fermé. Pour X € By

et Y € L2, posons f(x) = < U X, ¥>. On a évidenment

.z
' 2%
/ %Et_in [£(x)-£(0)] dx

i 2

<BX, ¥Y>= fim
t- 0

et

Du fait que cette limite existe, on déduit que f(x) est dans le

domaine du générateur 1 a p du mouvement brownien (A _ désignant

2 R R™
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le Laplacéen dans B"). Ainsi :

< BX, ¥ > = A <UXX,Y>(O)

e}

1
2 R

Pour Y € 5, (ce qui suffit pour définir B, puisque By est dense)
ceci s'éerit plus simplement :

< BX, Y>= <X oY > (X€by Yesp,)

1
5

Par définition de A*, cette relation entraine X € ﬁA* et BX =
= A*X. Ainsi A* prolonge B. Mais on a vu que A* est la ferme—
ture de A, et d'autre part B est fermé, comme opdrateur infini-

tésimal du demi-groupe continu Py et prolonge A. Il en résulte
by = By ot B =1 A% : le générateur infinitésimal du demi-groupe
Pt est % A¥*,

Remargquons aussi que le demi-groupe PJG est fortement mé-

langeant dés que Uh est lui-méme fortement mélangeant (en ce
sens que |h| - « entralne < 0% ¥Y>-<X1><1,Y> pour

Y, Y € L2). En effet, si Uy est fortement mélangeant, la mesure
spectrale associée & tout couple (X,Y) vérifiant EX = EY = O
admet une densité @X,Y(u) par rapport & la mesure de Iebesgue
de.mp, de sorte que < PtX, Y >, égal a 1l'intégrale

i g2
e ° o, (u
LY u) du
i ’

tend vers O pour t infini - d'oll 1'on déduit aussitdt que P, est
fortement mélangeant.-

En fait, il suffit méme de supposer Uh faiblement mélan-—

geant pour que Pt soit fortement mélangeant. Dans ce cas, en

effet, la mesure spectrale p, Y(du) associde & (X,Y), est dif-
?

fuse, et



nofct
o

!,Rne “X,Y (du)

]
O

converge vers p({o})

Compte tenu de ces propriétés du groupe Pt’ les proposi-
tions 1 et 2 permettent de caractériser les solutions de AX = Y.

Proposition 12 - Soit Y € 12 pour que 1l'équation A*X = Y admette
une solution dans 12 (ou, ce qui revient au méme, pour que 1l'é-
quation AX = Y admette une solution faible dans L2) il est :

a/ nécessaire que EY = 0 et que les
T
. _
Xp = = ‘é/(m t) P, Y dt

convergent fortement vers une limite X5 pour T infini.

b/ Suffisant que EY = 0 et que les X
vers une limite Xb‘ La limite faible XO est alors nécessai-

convergent faiblement

rement aussi limite forte, et constitue 1l'unigque solution vé-
rifiant E X = 0.

¢/ suffisant, et nécessaire si le groupe Uh est faiblément
mélangeant, que EY = 0 et que les

_if
Z, =% /P Yax

o]

admettent une limite faible - Xo pour t infini : XO est alors

N N N N N N N N N N N N N N N N TN NN NN OTNSTNETNSTN NN TN NN SN

1'unique solution vérifiant E X, = 0.

En vue de rendre plus maniable le critére ¢/ de la propo-
sition 12, nous allons nous placer dans l'hypothése (probable-
ment plus forte qu'il n'est réellement nécessaire, mais qui sera
vérifide dans la plupart des applications & des problémes physiques)
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ou le groupe Uh est fortement mélangeant, et essayer de caracté-
riser 1la limite faible X, des = Z,. '

Sous forme faible, Zt est caractérisé par les

1 N e 27 2
< Z.y 4L > == dT ——--——<UY,Z>dx, 7Z €L
t 2 n X
o IRn (ZHT)—Z'

Uy,

étant fortement mélangeant, désignons par @Y 7 = & la densité
?
de la mesure spectrale associde a < UhY’ Z > Ona:

2

. -1y
__l_—ﬁ J/QB <UY, 2>dx = 1-n J/re 2 oy Z(u) du
i ?
et par suite :
T
1 1 -
- < Z 2> =
(5 3) t? / 5 @Y,Z (u) du

(Zﬂ)n el u

Supposons que les Zt admettent la limite féible - Xo' I1 n'est
pas évident que le passage & la limite t — o sous le signe somme
soit justifié en (5-3), et nous devons emprunter un détour. Po-
sons

K(h) =<0 X, 2>, C(h)=<UhY,Z>

On trouve, comme ci-dessus

2
.t -(X"hz
1 e
<Uy By, Z>=5 ) dt —  C(x) dx
(e B2 (2n<t)§

et on en dédult que < Uy Z,, 2 >, considéré comme fonction de
h, est transformée de Fourier de
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u2

rol et

(5-4) ¥, < U, Z., Z>= 5 & (u)

1 -
u
T
D'apreées la Proposition 12, les Xp = - % ‘/.Z‘Jc dt conver-
0
gent fortement vers XO, de sorte que la convergence des
T

1
T Uér< Uh Zt’ Z > dt

vers -K(h) a lieu uniformément en h. Or, d'aprés (5-4) :

iy L 42
2 -2
(5-41) %th/<UZ 7 >4t =14 =2+ 2€ & (u)

H
0 h "t T u4

T
Comme % V/f< Uh Zt’ Z > dt converge uniformément vers - K(h),
(o)

la mesure admettant comme densité le second membre de (5-4')
convege au sens vague vers la mesure - y (du) dont - K(h) est
la transformée de Fourier. Cette mesure admet d'ailleurs une
densité y (u) relativement a la mesure de Lebesgue, puisque

4 Uh est fortement mélangeant. ILa convergence vague de la mesure
de densité (5-4') entraine donc pour toute Ffonction ¢ continue

a support compact disjoint de {o} :

—/cp(u) x(u) du = /-1-2 @(u) ¢(u) du
u

On a done x(u) = - 12 &(u) presque partout sur R" - {0} - donec

presque partout sur mﬁ; et --12 ®(u) du est la mesure spectrale
u
associde 4 K(h). En désignant par ¢ le potentiel newtonien

(Ao + 8 = O au sens des distributions), le produit de convolution
o * C peut &tre défini au sens des distributions, et on a :

(5-41) K=-oa*C

et, puisque K(0) = < Xb, Z >, toujours au sens des distributions
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<Xy Z2>= -'//p a(x) C(x) dx
e

Ainsi :
Proposition 13 - Uh étant fortement mélangeant, la solution fai-

( ble de AX = Y vérifiant EX = 0 (lorsqu'elle existe) est défi-
nie par

K:—a*c

OTNITNOTNCTNTN TN

(K(h) = < Uy X, 2>, Ch) =< TUY, 2>, 3¢ 12), le produit

de convolution étant a prendre au sens des distributions.
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VI - EXPRESSION DU PROJECTEUR TI DE L'ESPACE DES GRADIENTS Es

On a vu que 1'espaoe des vecteurs Y € H conservatifs S.IL.
est 1l'orthogonal Ha de l'espace des gradlents. Si HO et nb
désignent les projecteurs de H(3 et Hb y tout vecteur Y € H se
met donc, d'une maniére unigue, sous la forme :

(6-1) Y=G+Q,G€ﬁb,Q€Ha'L

avec G = HGY et Q = néL Y. DNous allons essayer d'expliciter
1'expression de cette composante G = HOY de Y dans l'espace des
gradients.

Plagons-nous, pour commencer, dans le cas ol chacune des
composantes Yi de Y est dans ﬁA‘ Les projecteurs L3P et néL com~

mutent avec Uh et sont continus. Il en résulte que les compo-

santes de G et Q sont également dans & D'aprés la proposition

A.
10, on a EG = 0, et il existe une F.A. intrinseque Z, dont G est

le gradient : Uh Gi.= éi Zh' De (6~1) résulte alors :

3 1 J
Uh YY =g bi Zh + Uh Q

Comme Q est comservatif, Div (U Y - UhQ) = Div UhY = div UhY,

(puisque Y € ﬁA)’ donc O Z, € By, €%, compte tenu de (3=31) =

J o i
Uh Aj Y = A Zh + A Gi

Mais Y € ﬁh entraine que le premier membre (donc aussi le second)

de cette relation est encore dans EA . Comme Ai commute avec A
i

et vérifie Ai Zh = Uh Gi - Gi’ on trouve ainsi :
J _ - J
Uh A AJ YY = A Uh G A Gi + Ai Aj G

Or, la condition (a') de la Proposition 6 donne Ay Gj = Aj Gy



dton = A, At G, =40 a6, =AY Ay G5 = A G, et par suite

J
(6-2) U, Ay Aj Y =20 G

i

Pour h tendant vers 0, le premier membre de (6-~2) converge
vers Ai A. YJ, et Uh Gi vers Gi. L'opérateur A admettant la fer-
meture A%, on en déduit que A Uh Gi converge vers A% Gi‘ On a

donc

- - J_ -
(6-3) A% Gy = Ay Aj Y = A div Y

Nous sommes ainsi ramenéds a 1'équation de Laplace étudiéde
au paragraphe précédent, avec cet avantage que nous savons a
priori que la solution Gi = Ty Yi existe, et qu'elle est méme
fortement continue en Yi.

Placons-nous dans l'hypothese ol U, est fortement mélan-

geant, et, compte tenu des résultats précédents, cherchons la
caractérisation faible du gradient Gi. Pour 7 ¢ L2, posons :

il

< U, G Z> Ki(h)

<u, 7, 2> =cdn)

et désignons par ¥, (u) et @3(u) les densités des mesures spectra-
les associédes a K et CJ La fonction < Uh A AJ YJ, Z > admet
alors la mesure spectrale de densité - U UJ @J(u), et les résul-
tats du paragraphe précédent montrent que les mesures xl(u) du

et

U, U, .
—_—El ®d (u)du
| 0]
coincident sur B© - {o} , donc aussi sur R*. Comme la fonction

U. U,
T&ETA est bornéde, on a presque partout dans [R-
U



(6-4) vy (W) == 8l (w
| U]
et on en déduit :
- J
(6-4") Ki = aij a * C

le produit de convolution étant & prendre au sens des distribu~
tions. En particulier < G, Z > =K, (o) est la valeur en O
de ce produit de comvolution (qui est donc obligatoirement con-

tinu) .

I1 reste & examiner le cas général ou les Yd ne sont pas
dans ﬁA. lMais on peut trouver dans ﬁA une suite Yn de régulari-
sées du vecteur Y convergeant fortement vers Y dans H. Le pro-
jecteur Hb étant continu, les Gn = Hb Yn convergent fortement

Vv - . — j —
vers G = [y Y ; les Ki,n(h) =< U, Gin, Z > et les Cf (h) =

= < Uy YJ, 7 > convergent alors vers Ki(h) =< U G, Z>et

CJ(h) =< Uh YJ, 7z > uniformément en h. Les mesures spectrales
associées X4 n(u) du et @i (u) du convergent donc au sens vague
?

vers les mesures de densité xi(u) et @j (u). On en déduit que
(6-4) passe a la limite, et que (6-4) et (6-4') sont valables
pour Y quelconque dans H.

Proposition 14 - Pour tout Y € H, le groupe Uh étant fortement
mélangeant, la composante G = ”5 Y de ce vecteur dans l'espace
H, des gradients est caractériséde faiblement par les relations

)

- . J
Kj==03;0%0C

(K;(h) =< Uy 65, 2>, 00 (0) =<0, ¥, 2>, z¢ 12 )
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VII - LES DEVELOPPEMENTS DE SCHWYDLER

Soit k un opérateur sur H de la forme =a(Il+T),
a € R. On cherche un gradient généralisé G € Hb et un vec-
teur conservatif S.L. Q € Hb vérifiant

Q=kG=a(l+ )G
(7-1)

7NN

w € E(H) étant un vecteur invariant dommé . Posons G, =G - EG =
= G - w, ce qui entraine (Proposition 10), G, € ﬁb' La relation
(7=1) s'écrit alors

(7-11) Q=al@+Tw+6 +TG) ,czeHg",Gera

Appligquons le projecteur Iy aux deux membres de (7-1'). Il vient:
=(I+HOP) G+ My Tw

goit

(7-2) (I+myr)e, =-0yT o

Inversement, si nous trouvons un GO € ﬁa vérifiant (7-2),
le vecteur Q défini en (7-1') vérifiera My @ = 0, c'est-a~dire
Q € Hg'et les vecteurs Q et G = w + Go constitueront bien une
solution. Désignons pard (k) la restriction & ﬁb du noyau de
lt'opérateur I + Fb I'y c'est-a-dire l'ensemble des G € Hd véri-
fiant (I + My T) G, =0, et par J(k) 1l'espace 1mage de Hd

dmsHapw'I+Ha s

(AN (k) = {Y, Y € Hy, (I+myT) Y=0}

il

NN
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Notre probléme admet des solutions si et seulement si
nb Tw € ¥ (k) et cette solution est alors unigque a un élément
prés de 4 (k). Ainsi il y a au plus une solution si et seule-
ment si (I + Hb I') est une injection de ﬁb dans lui-méme, et
au moins une pour tout = € E(H) si et seulement si

Ny T E (H) < g (%)

En particulier, il y a une solution et une seule dés que I + ITy r
est une bijection de ﬁ% sur lui-méme.

Supposons vérifiéde cette condition d'existence et d'unici-
té. G =w+ G et Q= a(I + I') G dépendent alors lindairement
de w € E (H). Comme E (G) = =, il en résulte qu'il existe un
opérateur K sur E (H) vérifiant

(7-3) EQ=Kw
D'ailleurs, on peut mettre (7-1') sous la forme
L
Q=ale +T'w + (I + My T GO) + Dy T Go)

ctest-a-dire, compte tenu de (7-2)

a=al@+ 03T (m+6)) = alm+ MyTe)

Appliquons le projecteur E, en notant E H§'= E. 1I1 vient

(7-3") EQ=alw +ET G)

Lorsque (I + Iy I') est une bijection de ﬁ%, (7-2) donne explici~

tement

- -1
Go==(I+mMyT) Nylaw
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et, en portant dans (7-3') :
(7—4.) EQ=8.<W+EPG!—EP(I+H6P)—1HOPID)

d'ol 1l'expression explicite de 1l'opérateur K sur E (H) défini
en (7-3) :

(7-4) K=a(l+ET-ET(I+m0D) " myD)

Supposons enfin que My T' - considéré comme un opérateur
sur ﬁb - ait une norme inférieure & l'unité.~On a alors le déve-

loppement convergent

(I+my D7 =T+ Z (=10 (g )"
N=

d'ol, dtaprés (7-4') :

K=a(T+ET 2 (-n® (my M7
n=o0

Ce sont les développements de Schwydler, que nous mettrons sous

la forme :
P o0
K=a(I+ETI'- 2 8.)
n=2 n
(7-5) <
_ (_\D n-1
sn-( 1) EI’(HaI‘)

N

Résumons ses résultats :

Proposition 15 - Pour que le systéme (7-1) admette pour tout

w € E (g) une solution unique G € Es, Q@ € H;} il faut et il

suffit que l'opérateur (I + 119 I') soit une injection de ﬁb

dans lui-méme et que l'on ait My I' E (H) « (I + 118 T) (ﬁb)‘

En particulier, il est suffisant que I + Ha I' soit une bi-
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jection de ﬁd sur lui-méme. Lorsque cette condition est rem—
plie, il existe un opérateur K défini sur E(H) tel que pour
tout w € E(H) la solution (Q, &) de (7-1) vérifie :

EQ=Kw=ale +ET G)

Enfin, lorsque Hb I' , considéré comme un opérateur sur'ﬁb,
admet une norme strictement inférieure & 1, les développe-—
ments (7-5) de Schwydler sont valables.

Expression explicite des tenseurs de Schwydler -

Nous allons maintenant nous placer dans les hypothéses

suivantes :

a/ le groupe U, est fortement mélangeant. Cette hypothé-
se implique l'ergodicité, donc E (H) = - , et les opérateurs

K et Sn sont alors simplement des tenseurs d'ordre n

b/ I' est un opérateur multiplicatif tensoriel sur H :
pour Y € H, les composantes contravariantes de I' Y sont les
ylj Yj’ avec le € 12 , (iy 3 = 1,2,...1n). L'opérateur I' étant
défini sur H (ce qui signifie que chagque composante yla est
presque sfirement bornéde sur Q) les moments

131"°‘ln3n i 31 i2j2 i j

(=) By ny,.hn T B (a) Y (ay et Y my )

existent tous.

Nous supposons de plus que pour presque tout w € @ la
matrice y L (w) est symétrique et strictement définie positive.

¢/ enfin, Oy T, considéré comme opérateur de ﬁa! est de
norme < 1. (il suffit, pour celd, que les bornes dans Q de cha-
cune des composantes le soient assez petites).
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Dans ces conditions, les développements de Schwydler sont
valables, et les résultats du paragraphe 6 vont nous permettre
de former l'expression explicite du tenseur de Schwydler d'ordre
n en fonction des moments (7-6) de y.

Pour alléger un peu les notations tensorielles, définis-
sons d'abord la notation

i1,i2, oooik

Iy B
ol B est un opérateur tensoriel : si 5 ;. est un tenseur co-
. n 2,.001{
variant sur R
i, ,dnpeeed i
g 1072y

12. . .lk

est un vecteur contravariant de H, et sa projection Ha Y dans

ﬁa dépend linéairement de ti i il existe par suite un
opérateur tensoriel e k
j— .Q.i
1 k
Iy B
i’...i i
tel que ny, B 1 K =y !
0 T3 ...
2..0 k
i1,i2...ik
Aingi, My B peut &tre considéré comme un gra-

dient relativement au premier indice i Ies composantes d'un

1.
gradient étant généralement domnées sous forme covariante, c'est
plutdt le tenseur
1,,i 90001
1, 2, . e k
g. . Iy B
1,34 )

covariant en j1, que 1l'on introduira.

Considérons alors l'opérateur tensoriel An(h), fonction
de h € B®, défini par :
2 W . R s 0i i, i J
(-7 a, | 172 L L B LS TN
(h1,h2...hn) 1 2 n
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D'aprés (7-5), le tenseur S, de Schwydler sera

01, )5,y eneds o8
1791727 n-1
(7=71) S = (1) g: & i s +ee8: : E
n 1,3, B3, 1dp Ay

2 (0,0ee040)

Plagons-nous & n fixé, et cherchons & évaluer 1l'espérance
E An en effectuant une récurrence sur le nombre des projecteurs
M= Hé' Pour cela, posons ‘

01 coed S j.i b s
1 1? n-1" _ Uy 1 U, v 1 2""Uh y n-1
(n) 1 2 n

et désignons par

Lpyeeidpys £, J1io In-x, Tn-ler 1
By = Uh Y Uh Y ....Uh Y
(h) 1 2 n—X+ 1
Jon b1 Ja_q S
H Uh Y n-k+17 "n-k+2 Toeeeeuu I Uh " n-1
n—-X+2 n

le terme ol figurent k-1 projecteurs. D'apres (7-7), Bk s'écrit
aussi

811, -onjn_1s

_ 1
(7-8) By ' (p) TR LR

Jn—k,lnrkw1""’jn—1 S

(hn—k»1’hn-k+2""hn)

dpmx—1? Tk
¥ n: 17 "1 Ak

et 1l'on remarque aussi que l'on passe de Bk & Bk+1 en introdui-

sant un projecteur N immédiatement avant Uh dans le second
n-k

membre de (7-8). ILa proposition (14) est donc applicable. Posons

= EB

811,...jn_1 S 211,...jn_1 s
“x (n h) ¥ (n n )
1,...n 1,'.'n

(3
L)
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ILa proposition (14) donne alors :

l J s
1’... n—1 J ,l
— - n—k"1- . —
k2 (ng,...n)) T t//; g 9;5 ety y = Epogd
®

2’11"“%-1{—2 ln—k—1’j in—k+1’jn-k+1 J‘n-k+.2"“jn—1 S
c
kot 1 (hwhy.”q%bq,gm&,hmkﬂ,".gg d E,_y

On connait C,» qui est, d'aprés (7-6)

% DPPP BT LD s

n-1
c = R
1 (h) (h1,h2,...hn)

En procédant par récurrence de k = 1 & k = n, on obtient Cn =
= F An sous la forme :

ei ,..oj S 'Y O ] .
1 n-1 n i 31 1 —19p-1
E = (=1) g "1 g n-tio- 0. s+ a(h,=E,)
(7-9) B

. Py p . s/
311’3112""jn-21n~1’3n—1 S

0.0y algmEr) eeedis - -
%35 o(hg=Ez) L M (h =€) R (Byyh +Epy e eyh +E ke otEy)

d 52 d §3...d gn
D'aprés (7-7') nous devons saturer ce tenseur par

(—1)11 g' 3 g' s ...g. s
1131 l232 ann

pour obtenir le tenseur Sn(hz dont la valeur en h = O est le tenseur
de Schwydler 5, . De g, gk
évidentes, et on trouve :

= 6? résultent des simplifications

s
(7-10) 8, () =d/%i1j1 alhy = E,)5.000;

alh_ - &)
1n-19n-1 n

n

ei1,...j S

n-—1

R (B phy+E gy ene b tEptetEy) d By @ Egunnd Ep
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1'intégrale dans mp(n~1) étant & prendre au sens des distribu-
tions. En faisant h = 0, on obtient le tenseur de Schwydler lui-
méme sous la forme :
es/ (e.) 0, . () (g )
) = /0, . £ . s E.)eeel. . E
n i,d, 1 i,d, 772 lpeqdpeq BT
(7-10")
Z DR

R
(O, 8‘,1, §1+§2’-‘-;§1+§2+...+§n_1) d. £1 d. E_,Zaoood En—‘l

et le tenseur K s'en déduit au moyen du développement (conver-
gent, sous les hypothéses a/, b/ et ¢/ ci-dessus) :

eS es es 0
K = a(g +Ey )- 2 8 )

Telle est la forme explicite du développement de Schwydler, quil
résoud le probléme de la composition des perméabilités, du moins
lorsque les conditions a/, b/ et ¢/ ci-dessus sont vérifides. On
peut penser, d'ailleurs, qu'il est possible d'affaiblir ces con-

ditions.
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