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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 110

PROCESSUS STOCHASTIGUES ET STRATEGIE DE LA PROSPECTION

PR Sy e ey~ gy o o -y b et ]

INTRODUCTION

Je me propose, dans ce qui suit, de passer en revue quelques
types de processus stochastiques qul puissent servir & représenter
le déroulement dans le temps de la prospection, disons pétrolidre
(pour fixer les idées) d'un territoire donné.

Les auteurs américains (cf. article de G.M. Kaufman)
utilisent des modeles statistiques fondés sur un usage exclusif
de la loi lognormale, et, ce qui est plus grave, sur un mode de
raisonnement "par différence" dont on peut contester sérieusement
la légitimité. )

D'une part, la forme exacte de cette loi statistique du
c6té des faibles valeurs n'a aucune importance réelle, de l'autre
le nombre N total des gisements existant réellement dans la zone
&4 prospecter n'a probablement pas de signification réelle, préci-
sément parce que la définition de ce qufest gisement et de ce qui
ne l'est pas devient arbitraire du c6té de ces faibles valeurs.
La formulation ci-~dessous - inspirée de la théorie des processus
& accroissements indépendants et positifs - tend & supprimer ces
pseudo-problémes en admettant, en quelque sorte, qu'il existe dans
la zone considérée un nombre infini de gisements mais dont la
plupart sont infiniment petits, de sorte que seuls sont définis
les nombres N(y) des gisements de taille y supérieure & y » O
donné et leurs lois EY (qui sont des lois tronquées).

Du fait qu'un gisement donné doit avoir, en gros, une
probabilité de découverte proportionnelle & sa taille Y, la
distribution empirique des n(t) gisements trouvés au temps +
est profondément biaisée, et l'on ne pourra reconstituer les lois
a priori qu'en résolvant d'assez délicats problémes de statistique
mathématique. Nous ne ferons guere ci-aprés que poser ces problémes,
dont la solution exigera des moyens assez puissants.



L'idée de base est de représenter la prospection par un

processus (non markovien, on le verra), Yoy Ypseee ¥ yeee Ol Y
ieme

est la taille dun gisement trouvé. (il est entendu que Yn = 0

ou, plus généralement ¥
nt®™€ essai est un échec). Le probléme est de déterminer la loi
2 see & Y1 = y1,00 Yk = yk leeS.

inférieur a un y donné signifie que le

conditionnelle de Yk+1’ Yk+
On note qu'on ne s'embarasse pas ici de contraintes
géométriques. Si les Yn représentent les surfaces des gisements
(ce quiest 1l'interprétation la plus plausible lorsque l'on admet
que la probabilité de découverte est proportionnelle & Yh) on
devrait avoir une condition du type I Y&lé-s olh S est la surface
totale de la zone. Mais ces contraintes géométriques sont difficiles
& exprimer, et nous n'en tiendrons pas compte. Néanmoins, comme
nous le verrons, la théorie des processus a accroissements indé-
pendants nous permettra indirectement d'associer une image géomé-
trique & notre formulation abstraite.

I - Le cas fini

Soit N un nombre entier donné, X1, X .. Xy XN variables
aléatoires positives indépendantes de méme loi F et d'espérance
m = B(X) £ «. Nous désignons par :

-»b
&(A) =‘jﬂé—xx F(dx) 1la transformée de Laplace de la loi F
-]

G(dx) = % F(dx) 1la loi de l'autopondérée de X
2
%u/;ka G(dx) = %%%%% la transformée de la loi @
o

A Xi = X3 fixés, on tire au sort l'une des variables

Xy5 oo Xy en attribuant la probabilité Xj/z X; & la variable xj.

|

y(A)

On définit ainsi une variable Y1 de loi :

X,
' l 1

P(Y, =X; ) =

1 z Xy



Par récurrence, pour k £ N, on tire au sort Yk parmi les
N-k+1 variables Xi restantes, selon la loi :

(1) P(Y, =X ) = ) (1 # 3q53pee 4y y)

k L X
E;; i E;% L1

Autrement dit, le processus (fini) Y1,.. Yh est une

permutation aléatoire de N variables indépendantes X1,.. XN,
construite. selon la loi (1) qui attribue & chacune des variables
subsistant au temps k une probabilité proportionnelle & sa vdbeur
numérique.

Soit (i1, 1oges iN) une permutation de (1, 2,.. N). Pour

k¢ N, et Xys Xpyees Xy donnés, 1l'événement :

& la probabilité :

X. X. X.
11 12 lk
X + X. +oetX., K. 4o et+X.: Xe 4eooet+X.
17 7o iy "1 1y iy iy

F(dx )F(dx )..F(dxi )
1o N

Par suite, 1'événement :

(Y, e (yi,yi+dyi),i=1,2,;.k et ¥; = Xik,i=1,2..k}

a pour probabilité :

P(dy,, 4).+ Fldyy)
Y4 F(dy1)..yk F(dyk)‘/P(y1+,,+yN)...(yk+..+yN)

I o
I1 suffit de multiplier par le nombre(—ﬂijT des choix- -

possibles des k premiers indices 11,..ik de la permutation pour '
obtenir la loi de (Y yeeo¥. ), soit L g_;~—$4;;;¢~.f



(2) m (FFETT G(dy1 ..G(dyk{/iyrijf$§§" sesee Ticte o4y

Cherchons la transformée de Laplace de la loi 2 :

-}\.Y ooo}\.Y }\'y —)\y

g (FyteoatVo) eoe=py (Fotoetyor)
F(dyk+1)...F(dyN)fe 1M N k\“k N

d By eoe d My
301t, en échangeant l'ordre des intégrations :

12;1 A Y NI N—-k
(3) E(e ) = o (FI7T y(x1+u1)..Y(Ak+u1+..+uk)¢ (p1+.+uk)dp1..dp

On notera, en passant, la relation suivante, valable pour
s positif quelconque (entier ou non), qui s'établit par récurrence :

\/“Y(p“‘ )Y(p'1+“'2) . O‘Y(u1+o o+p,k)@s(p.1+. o+p.k)d“.1 . odp.k =
_ 4 I'(1+s
;E T(1+S+k)
(I' est la fonction eulerienne habituelle).

Pour k = N, on obtient la loi de la séquence compldte
(Y,y00Yy), soit :
1’ N ?

N .
(2) o W T i

(31) E(¢LIZ; it 1y = m N"J/;(h1+p1)...y(AN+u1+..+uN)du1..duN

2 - Interprétation

Nous allons interpréter la loi (3') en considérant Bqseoby
comme des paramétres aléatoires. On note que l'expression :



=N

y(Kk+p1+..+pk)
y(p1+..+pk)

est la transformée de Laplace de la loi

E?’--(p,1+..+p,k)x ()

(4) "Y(l-l‘]"'""'uk)

qui se déduit de G par une pondération exponentielle. On peut donec
interpréter (3') en disant que les Yk sont N variables indépendantes
admettant respectivement les lois (4) conditionnellement en

M1 = Pyseee My = pyp, les M désignent N variables aléatoires posi-

tives dont la loi admet la densité :

(5) m N Y(rq) Y (ig) ¥Cgtig) ooy (gt e o) dpg o iy

Si 1l'on conditionne seulement sur les k premiers Mi' les
variables Y,,...Y, ont encore les lois (4) conditionnellement en
My= pyyeee Mo = ., avec pour (M1,..Mk) la loi :

(5,) mk N! (N—k)
T Yk e ev(pgtee ity )o (Ryte otiy)

On le voit en intégrant (5) en Myeyq r « o bys0Us BUSS1 bien,
en partant directement de (3).

Faisons maintenant le changement de variable :

\)k = p.1+o. o+p.k

(6)
(0 £ vy &vy Leue Lvy)
Les Yk ont les lois conditionnelles :
-V, X
(7)

e k
W G(dX)

les Vi désignant des v.a. positives ordonnées dont la loi a pour
densité :



(7") o NI Y(v1)y(v2)..y(vN) dv1..va

(0 g Vi £ oo L V)

La loi des vy admet une interprétation simple. Soient,

en effet, Z1"'ZN N variables indépendantes admettent la méme loi

my(z)ds, et i1,i2,...iN la permutation (aléatoire) définie par :

3. <« &, L oeee L &,

(1'égalité éventuelle dans la relation < a une probabilité nulle,
et n'entraine pas d'ambiguité dans la définition p.s. de la permu-
tation i1..iN). Alors les variables :

ont justement la loi (7'). D'ou le résultat :

Soient 51,...ZN N V.A, indépendantes de densité my(z), et
VyseeeVy les mémes V.A. rangées par ordre croissant. Conditionnellemen:

a VipeaVp fixés, Y1,..Yk sont k variables indépendantes admettant

respectivement les lois :

e Vivi

G(dy.) (1 =1,2,..k)
Y(Vi) yl

+ 3 - Exemple des lois gamma
Prenons comme loi F la loi gamma (a,a), soit

P(dx) = %%E) 1 &8, s = ()¢

aoz+1

G(dX) = m) Xa e‘%",{, ’ Y(}\) ( a}\)a+1

o
m= =
a

g e -



Pour avoir des notations condensées, nous désignerons

par Em_une variable gamma (a, 1), de densité

1 1

%=1 “Xx . . ‘
e o Ici, donc, F est la loi de Py Sa et G celle de Py S1+a

T{a)

A Vi fixe, Yk a la loi :

ef”k x Y (A+vy ) atvy, 1+
o 880 - =T = GEgw)

. Ainsi :

Vd . . by 1
donc équivaut en loi a By S1+a
(k)
(8) H%EEv, Sea

(k)

avec des S1+a indépendantes, et des Vi dont la loi est :

(k=1,2,..N)

1+a 1 1+a

N, 1
N! « (a+v1) (awN) dvy.edvy

Posons :

B, = =2
k a+Vvy

Ces Bk ont la densité
o (N~1) =1 a—1
N LoN-1 B2 B

N qo—-1 za-1 a-1 N
N! (04 B B e B = N! a B ”_T—_“T“— e %
(17 8y By 3 vv 7By 70)

Mais, & By , fixé, la loi de densité

K
a(F-ktt) ) (0< By < By y)
k1

. et N "T‘ . ’
est celle du produit Bk—1 llk, ou 'y a la densite



o (N=k+1 ) =1

(9) o (N=k+1) wy (0 @ <1)

Autrement dit, on peut écrire :

p—_

= 11 TL
= 2...TI"

B 1 X

k

avec des variables WT; indépendantes, dont les lois admettent les

densités :

Neiti)=1

a(N—i+1)mi“( (i = 1,2,..%)

En résumé, dans le cas ol F est la loi gamma (a,a), on a

les équivalences :

I v ol v S+ T €9 -
(10) Yk—— 1 L 2N 3 k S1+a (k - 1,2’..N)
ou lesTTk sont N variables indépendantes admettant les lois (9),

et les S (k)

140 N variables gamms indépendantes entre elles et

T .

indépendantes des X

Cette relation (10) permet de construire de proche en
proche une réalisation du processus sans qu'il soit nécessaire de
fixer au préalable les N variables Yk. Nous verrons que le procédé
se généralise au cas infini.

Cas de m = o

00

Dans ce qui précéde, on a supposé m ijp x F(dx) < o, mais
0

cette hypothése ne joue au fond aucun rbéle. Désignons, en effet,
par H la mesure positive :

H(dx) = x P(dx)
et par n(\) sa transformée de Laplace :

n(A) = - &'(A)



On am = n(0)<ew si et seulement si la mesure H est
sommable., Il est aisé de reprendre les calculs faits en 1/ en
remplacant mG par H et my par n, et toutes les conclusions

subsistent :

Soient M1,.. Mkkvariables admettant la loi

(1) meyT "By ”(W“z)--”(“1*“---*“1:)@%15:3?.+pk)du1..dpk

A M1 = p1..Mk = Wy fixés, les k premiéres variables
Yn sont indépendantes, et admettent les lois :

~(Qgteeetp )Y
(111) e 1 n nH(dyn)
n(p1+..;+un)

Autrement dit, encore, on a :
k
-\ X Y
=1 "k N!
(117) EE - 1 ) = (Tx)T n(K1+p1)...n(xk+u1+..+pk)

II - Le cas infini

1 = Passage & la limite

Nous allons maintenant faire tendre vers 1l'infini 1le
nombre N des "gisements" et choisir la loi F de maniére 4 ce gque
la. somme X1+"+XN reste p.s. finie. Cette loi limite sera nécessai-
R rement indéfiniment divisible, et nous pouvons donc supposer d&s
le départ que la transformée & de F est de la forme :

[+

_ omtb(n) _ 1= L
s =M, o) <[ 15— el

ol G désigne cette fois une mesure positive sur (0,%), et t un
nombre positif. On a :

n(A) = t o' (n) e T
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et on remarque que ¢'(A) est la transformée de la mesure G. Donc la
mesure G est sommable si et seulement si la loi F admet une espérance

finie.

Portons ces expressions de & et mn dans (11"). On trouve pour
la loi des k premiéres Yn :

X -t¢(x1+u1)...—t¢(xk+u1+¢&
N=k)!

T———T-Q/@'(x1 + p1)..¢'(xk Py teeet uk) e

e—(NFk)t O (Rgte oty

d.p,1 .o od.u.k

Si N oo, t=0avecl, - 0w, t8 TTIFTEET" tend vers &%

et le théoréme de Lebesgue montre que 1l'on peut passer & la limite
sous le signe d'intégration. Ia loi des k premiéres variables T
du processus infini obtenu par ce passage & la limite est donc :

k
-1 M Tn 8¢ (
= ~0h (y+e oty )
(12) E(E n=1 ) = ek;/;'(x1+p1)...¢'(xk+u1+..+uk)e 1 i
du1..duk

Cette lol décrit entiérement le processus Y - c'est-a-dire
le déroulement d'une campagne de prospection indéfiniment prolongée.

Ia somme
[»¢}
oy
n=1 =2

est p.s. & o, et admet la loi e~ ¢(h). Le nombre N(y) des gisements
de taille Y >y est une variable de Poisson de parametre

e(y) =9f gﬁ%ﬁ
y

[+4]
Si l'intégral%/p QL%EL est convergente, N(o), c'est-a-dire
o

le nombre des gisements de taille > 0, est une variable de Poisson,
donc est p.s. fini. Dans le processus de prospection Yn, les Yn sont



3
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donc p.s. tous nuls au deld d'un rang fini. Au contraire, si 1'inté-
grale diverge, les Yh ne s'annulent pas au-dela d'un rang fini (bien

que leurs espérances aillent en décroissant). C'est, en principe, ce cas
qui nous intéresse.

Géométriguement, on peut désigner par

%(t) un processus & accroissements
positifs et indépendants, de loi

E(e—XZ(t)) - et $(\)

Les "gisements" sont les sauts de
ce processus entre O et 6. En parti-

e culier

8(8) = ). Y

n=0 *

La zone & prospecter est imagée par le segment [0,%(8)] de
ltaxe des z, que les sauts du processus découpent selon une partition
représentant les gisements. Le processus de prospection consiste &
implanter au hasard des points sur [0,Z(%t)], en retirant, aprés chaque
essai, le saut Yn qui vient d'é&tre touché.

Interprétation

Comme dans le paragraphe précédent, on peut interpréter la
loi (12) & 1'aide d'un processus auxiliaire My, My,.o. « Conditionmel-

lement & M1 = Pys oees M= py fixés, les Y1... Y, ont la transformée

de lLaplace :

y()\1 + u1) .. Y(kk Byt oeee )
¥ (py) Yl + eee + )

(y(A) = ¢'(A))

Ce sont donc k V.A. indépendantes, la loi de ¥; (1 ¢ i gk)
admettant la loi :

e"(u1 + eee + ui)y

y(u1 + eee + pg) G(dy)

qui se déduit de G par une pondération exponentielle. Le processus
auxiliaire M1, Mpyeeo et défini par sa loi temporelle qui est la

suivante : pour tout entier k, la variable vectorielle (M1,.. Mk)

admet la densité :
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-6 ¢(p+e.
ok Y)Yy + ) ee ¥(py + ooe p) € o (ugte oti)

Le changement de variable (6) donne pour les Y! les lois
conditionnelles :

-V_y
o 'n
(12) YOOI G(dy)

n

avec (pour tout entier k) des Vigeeoo Vi aléatoires admettant la
densité :

-0 $(v,)
6% ¥(vy) Y(vp)een ¥(v) € "

Mais y(A) = ¢'(A). Si nous posons :

' - K(x) = P ¢(x)

K(x) est la fonction de répartition d'une loi de probabilité :

K(dx) = 6 v(x) e~® o(x) 4x
p'

(puisque ¢(x) =f v(A)dA est une fonction croissante).
o

La loi (12') des k premiers parametres v, se met donc sous
la forme :

K(dv1) K(dvz) . K(dvk)
(Oé V‘l é e e éVk)
Ainsi, v, obéit & la loi K ; & v, fixé, v, obéit & la loi
K(dv,) . . .
TEO,) : cette 1loi est celle d'une variable v dont la loi a prioril
B 1
serait K, mais qui serait prise conditionnellement en v = Vye
Autrement dit encore, ¢ étant croissante, posons :

X, =9 ¢(vn)

On a :

-8 ¢(vy)  -x
P(X1>/x1) = 1-—K(\;1 =€ Vooe !
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Puis :

1-K(v,) =8¢ (v,)+8¢(v,) -(x,=x,)
P(X2'3.x2|X1 = x) = T:KTG%T =€ 2 1" _e 2™

i

Ainsi, les Xn 0 q)(vn) constituent un processus de Poisson

de paramétre 1. On a :

Xy =54

les Sn désignant des variables exponentielles indépendantes, de lois
e, Droh le procédé suivant qui permet d'obtenir tous les processus
du type qui nous intéresse ici :

a/ choisir une mesure positive G(dx) sur la demi droite (o,») vérifiant

o0
f G ix <L w, et poser
‘Q 00 A

Yu) =/e"“ (@), 600 = v(wan
[e] (o]

b/ choisir un nombre 6 > 0, et se donner une suite Sn de variables
indépendantes admettant la méme loi de densité e~ >, Définir le
processus croissant O « Vi £V5 £ .. DAr la relation :

1 n

¢/ Conditionnellement & Vir Vos eee Yy fixés, les k premiéres variables
- -,. Gu processus Y sont alors indépendantes, et la loi de Yn est

——(——;—e ¢(dy)
Y Vn

Ce procédé se préte particulitrement bien & des études par
simulation. Rappelons l'interprétation des éléments constitutifs du

processus Yn H

00
d/ La loi a priori de la somme Z Y admet la transformée e~0b(r)
n=1

Son espérance :
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0

E(ng; Y ) =08 4¢'(o) = e[; G(dx)

est finie si et seulement si la mesure G est sommable, Pour un y
donné, le nombre N(y) des gisements de taille >y est un Poisson de

[o0]
parametre qj/‘gi%ﬁl .
3

3 = Remarque

Le processus (Yn’ Sn) est markovien, mais Yn ne l'est
évidemment pas. En vue des applications, l'un des problémes qu'il
faudra résoudre va consister & trouver la loi conditionnelle de
Yk+1’ Yiio see a Y1,... pon fixés (puisque c'est de cette loi que
dépend la décision de continuer la prospection ou de l'arréter
au temps k). (l'autre probldme essentiel sera celui de 1l'inférence

statistique : estimer 6 et G & partir des k premidres valeurs numé-
riques ¥q,e.¥y) -

Lorsque :

Sy + eee + 5
by = B = —— .

(ou, ce qui revient au méme, Vi lui-méme) est connu, le processus

r'd - ' — ' — ~
défini par Y1 = Yk+1, Y2 = Yk+2"" est du méme type que le processus
initial, mais avec des lois modifiédes, Posons, en effet :

" Gy (ax) =€ G(dx)

q)k(}\) = ¢(7\+Vk) = (b(Vk)

Le processus construit & partir de ¢k est identique en loi

1
au processus Yn = Yn+k

On voit que le probléme de 1'inférence statistique se raménera
essentiellement & 1'estimation de v, & YqseeeFy COUNUS.

4 - Exemple (lois gamma et lois stables)

o1
PrenonsG la mesure de densité %ﬁ;;—efax (avec a > 0).
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Le cas le plus intéressant est a < 1 (mesure % non sommable, donc une

infinité de gisements potentiels). On a :

1

}\' = cemee———
v(h) (a+r)@

|

)1"’& - a1-a] (a ;é 1)

$(\) = 7= [(a+h

log Egﬁ (¢ = 1)

i

Pour 2 = 0 et « « 1, le processus eft¢(x) est un processus
4 loi stable. Pour ¢« = 1 et a >0, c'est un processus & loi gamma,
Effectuons le changement de variable :

¢(v) =T
Soit
a+ v = [Z1—a)T + a1_91 1/1-a (¢ # 1)
a+v= ae’ (@ = 1)

A vy fixé, Y, obéit & la loi de densité :

«
(a+vy)® e-(a+tv) ¥

T(a) J
Soit :
ou Sa est une variab%e gamma réduite, Donc, en désignant par T1,... Tn

1+ ooe + .,
5 associees au processus de Poisson

les varigbles Tn =

2/-b, le processus Y, est défini par :
(k)
a

k ~ ((1-a)Tk+a1-a)1/1_a (@# 1)

(13)
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ou les Sék) désignent une suite de variables gamma de paramétre o

indépendantes les unes des autres et des Ty.

Dans le cas a = 1, on a :

_ S1+...+Sk

k )
e k_e =T, T, ...,

et 1es‘ﬂh forment une suite de variables indépendantes admettant

la méme densité :

61

(14) 6w (0gwm<g 1)

Les Yk eux~-mémes sont de la forme :

_ 1 g(x) T
(141) Y, =28 TIT , .. T
avec des variables S<k) exponentielles indépendantes entre elles et

des'ﬂi. Ce cas est le plus simple gue l'on puisse envisager.

5 - Autre exemple (succés et échecs)

Prenons une mesure G sommable de la forme : /

!
H

qgd+pH

(29}
p+q = 1,d/1H(dx) = 1
0

Cette loi comporte des zéros avec des probabilités non nulles,
et correspond peut-8tre mieux au déroulement d'une prospection réelle.
On a ici

y(A) = a+ p n(A)
A

oA + pf n(u)dp
(&)

¢(r)
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A v, fixé, Y, obéit a la loi :

k

-V, ¥
€ ¥ (q6+0pH)
a + p nlv)

Autrement dit, on a

Yk = 0 avec la probabilité R vk)

P nlvy)
a+ P nlv)’

et, avec la probabilité Yk est une variable de loi :

S Hay)
n Vk

La suite des v, Se déduit du processus de Poisson :

S1 + eee + Sn

Tn = 6

par le changement de variable
\

n
q v, ﬁjé‘ n(p) dp = T,

III - Le processus conditionné

Dtaprds la remarque II-3/, le processus 2; = Yﬁ+k conditionné
par Y1 = Yqrees Yk = ¥y ne dépend que de Vie Ainsi, la prédiction des
résultats de la prospection postérieure & l'essai N¥k ne fait inter-
venir que la loi conditionnelle de Vi a Y1, coe Yk fixés.

by

1 = Ia loi conditionnelle de v, a ¥,, «.. Y fixés

La loi a priori de Y1,.. Yk, Vis eee Vi est, comme on l'a vu :

-V,¥ -V
e Me@y) e F ey

Y(vy) e Y (V)

-6 (vy)
Y(V1)..Y(Vk) € P dv1 oo Qv

)

(V4 €% £ € Ok\



gt
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Ainsi, la loi conditionnelle de Vi a Y1 = Tqs e Yk = Vi admet
la densité :

-V, ¥ ~04(vy) Pk -v g V-1 V2 -y y
o k-1 b o g

V

o0 \%
-V -0¢ (v k 2 -v
f e 0 aka f e 17 ay,
0 0

0

Introduisons la fonction auxiliaire :
\

\¢ v
(0] fo) /6

(qui ne dépend pas de la loi du processus). On voit que la loi condi-

tionnelle de Vi admet la densité :

-V ~ 0¢(v,)
ekyk k

(III’Q)‘ Jﬂé—vkyk - 9¢(vk)

Rk—‘l(vk; Y1, R yk—-1)

Ry q (Vs T eee Teoq) dyy

2 = Calcul de la fonction auxiliaire Rk—1

Cherchons la transformée de Laplace (en v) de la fonction
Rk-1’ soit
\

00 \" ' Vv
=AV -Vi 4 ¥ k—1 2 =,y
0] o) o] 0

VoA (pgteeatig) Y Fiemq (Byte ety _y) T
/o‘e 1 & d“k_/o‘e k-1'H1 k-1 duk_1--;[e 1 g, =

Jé}(y1+..+yk_1+X) p1—(y2+.-+yk_1+k) ug---(yk_1+X) Hk_1+xuk

du1 dPQ oo dpk =
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Cette expression se décompose en fractions rationnelles :

k=1 k-1
117 1 Ai flg

N izt Fitee et P qth Ty TiteetTp_qth TR

avec ¢
A. = (_1 )k-i 1 1 e 1 _1_ ____1____ 1
1 FaFeetTioq ToFeetVi g Viog Ti TitVipq 0 Tibe etV
.A. = 1 seoee 1 1
K & Yyte etV g TeotVy Vit

On trouve, par suite :
k-1

~(FiteetYr_4)V
(ITI-3) Rk_1(v;y1’°"yk—1) = lz-z;l Ay € : .

+ Ak

D'oll 1'expression de la densité conditionnelle (III-2) !

¥

~V ¥y = 84 (v )
( e Rk_1('Vk;Y1 yeeedy g )
70 -4 k
- )\ LAy Q (75#eeetyy)
i=1
00
~yv-6¢(v)
A =/ e i
k 0
La transformée de Laplace de cette loi conditionnelle est
alors :

k
ég; A; Qyytesedyy + A)

—kvk
E(e ‘y1"'yk) = K
QE% Ay Qygtes ety

3 - Exemples

Placons nous dans le cas du processus multiplicatif (14'),
avec 3

a —
at+vy - Tq ﬂé "’Tﬁ:
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L'espérance de Yk+1 a Y1,...Yk fixés est :

-1 8 a
E(Yk+1|y1,..yk) T a o+1 E(a+vk |y1,..-yk)
et tout se rameéene au calcul de l'espérance conditionnelle de aiv
gqui est : k
o0}
. -AV
! a = ~ah " k
B(a-l-\)k 74005y = 2 A e E(& |74 500y, )AN

Mais on a ici :

o2 (2’

a+z

f ah Q(yen)an -f/ ad=(yh)z-08¢(2) 4, _
o

o0

e
1
-YZ-9¢(Z) _1 -yz , & O+1 4p
\/C atz dz = %jf (a+z)

D'ol l'espérance conditionnelle :
5
E( a R ) _ 1 Ai U1+9 (yi+...+yk)
at+vy ERARERD SV
;:Ai Ug (yi+..+yk)

o0

8 n _0-1,-ax
= eV? (& - x e =
Ue(y) :é‘ (a+z) dz = rZeSdé‘ X+y dy

De la méme maniére, on trouve pour le moment conditionnel
d'ordre n :

TA; Uy, g(yy+eo+yy)
LAy Uy (yi+ee4yy)

a . _
E(a+vk ; y1,0-3’k) =

I1 suffit donc de tabuler les fonction L%+n(y) et de . calculer
numériquement les Ai pour obtenir les moments successifs du facteur

. . a
multiplicatif T,

donc, en particulier, les moments de Yk+1 condi-

tiOnnéS par y1 = y1,oon= ykn
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4 - Loi de Yk+1 a Y1,..Yk fixés

Donnons encore, dans le cas général, l'expression de la loi

conditionnelle de Yk+1 a Y1 = y1,...Yk = ¥y fixés, A Ve fixé, la loi de
Vied est : :
-0¢(v

oW (v )e Y
e =60 (v,) AVy g (Vk+1 > Vi)

et celle de Yk+1 admet la transformée de ILaplace

o0 ¢ (A+vy ) ' 04 (vy ) =8¢ (vy 1)
e~fv Tl ) ¢ D) €

dv]::+1

Compte tenu de (III-4), et en remarquant :
Vieet
e #k R, (v, 3 ) =R, (v : )
o k=1 Vi oo T/ T B\ V3T 00 o Tx

on voit que la loi conditionnelle de Yk+1 a Y1 = Jqsee Yk = Vi admet
la transformée :

[
=84 (vy,q) |
QJC O1 vy q) € R OVigeq 3 Tq90030) AV,

(III-5)
k

Z:A“ Q(Fa+ee+yy)
iz i 1 k

On en déduit sans peine l'espérance et la variance condi-

" tionnelle de Yk+1'

5 - IL'estimation des paramétres

Pour estimer les paramétres (8, et les paramdtre de ¢), on
peut songer & la méthode du maximum de vraisemblance. Pour cela, formons
d'abord l'expression de la loi a priori de Y1,..Y . En supposant que la
mesure G admette la densité g, cette loi a pour densité :
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P 0 (v )=V, y \g's o Vi-1Tk—1 Yk-1 N2 v,y
g(Y1)00 g(yk)f € k k aV f k-1"k { .:/ éy}-
0

k

= 8(yy)..a(yy) 12 A Qlygte.otyy)

avec la fonction Q définie en (III-4).

La loi g dépend d'un certain nombre de paramétres, soient

249859+ Q dépend de ces mémes paramétres, et aussi de 6. L'estima-

p
teur du maximum de vraisemblance, pour 6 et las 2y est donc la solu-

tion du systéme :

d
iZ',Ai 35 Q(yi+..+yk) =0

k
k
). 1 O (v ) + z% h 5Q it 47y =0 (j=1,2 )
r=1 g(yr) baJ E\Y Z_A Q(y +..+yk) J=lscyeeP

I1 est probable que, dans les applications, on utilisera des
estimateurs moins bons mais plus faciles & former.

IV -« Version vulgarisée

Bien qu'ils ne soient pas insolubles, les problémes posés
par l'inférence statistique et le passage au processus conditionné
sont relativement ardus et conduisent & des calculs numériques assez
longs. Dans les applications pratiques, on sera peut-&tre conduit a
remplacer les processus précédents par des processus plus faciles &
manipuler (mais moins satisfaisants sur le plan théorique). Par
exemple, en démarquant (14'), on pourrait poser & priori :

(IV-1) Y =3, Tq T, ...,

ou les Zk et les ﬁk seraient indépendantes, avec pour les Zk une
loi lognormale de médiane y et de variance 62, et pour les TTk une

autre loi lognormale de médiane y' et de variance 0'2, avec

2
B(m) =yt e9 /2 <
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(puisque les Yk doivent décroitre en moyenne)., L'avantage évident
de ce processus est qu'en passant aux logarithmes on n'a plus affaire
qu'a des combinaisons linéaires gaussiennes. Ce point pourra faire

1l'objet de développements ultérieurs.



ADDITIF A LA NOTE GuOSTATISTIQUE N° 110
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I - Schémas des échecs et succeés.

Considérons le processus défini page 16 dans la note 110,

et désignons par s les valeurs de l'indice n corres-

1, S2’Q..

pondant aux succes (Y1 =Y, = ... st-"f = 0, YS* # 0, YS1+1 =
= ... = 0 etC...). En posant :

on définit un nouveau processus, qui se déduit du processus
initial Yn en ne conservant que les succes., Il est clair, d'ail-
leurs, que le processus Zn apporte moins d'information, au total,
que le processus initial, puisque la considération de la longueur
des séquences d'échecs successifs est certainement elle aussi
instructive, Liontrons seulement ici que le processus Zn est
encore du type défini dans la note 110 (avec G remplacé par H

et 6 par 6p, selon les notations de la note 110, p. 16).

Posons

, . ., ieme
(valeur du paramdtre aldatoire v associé au n °"° succds). A

TyreesTy fixés, les Z1”"Zn sont indépendants et Zk admet la

loi

_Tkz
e H(dz)
n(7y)




corme on 1l'a déja indiqué dans la note 110. ILe probléme con-

siste donc & déterminer la loi des T. = Vv_ .

A Vis Voyees fixés, on a 8, = 1 avec la probabilité

n S
n

Pn(v1)

q + Pn(v1)

et, plus généralement :

p(s

1

) - T;1 . y pnlv,,)
j=1 @ * pnlvy) q + pn(vr7

D'autre part, les variables

V, € ae. <
1 Vr

admettent la densité

(?vec y(v) =

On en déduit

a/ AT

1

-0¢(v_,)
o y(vy) ... v(v,) YV

q + pn(v)>. un en déduit que la probabilité d'avoir

s, =r et 1, € (v, 7 + d1)

1 1

v

-0¢(T) Ly o r=1 2
P q 8- n(=) dr‘// dvr__1 J[ dvr_2 ..)/‘ dv1 =
o]

""" (1) il o~8(7) 4.
(r-1)!

= 1 fixé, le temps d'attente Sy = 1 du premier suc-

cés est une variable de Poisson de paramétre :




I
\
|

E(s1lr1) =q 6 T,

b/ la loi de T s'obtient en sommant de r = 1 & 1'infini

la densité écrite ci-dessus, ce gul donne :

p 6 n(T) eqez-eq,(m)

«ails on a aussi :

T

¢(t) = q T + p‘/[ n(A) ax
0

Donc la loi de T admet la densité :,r

1
-pb / n(A) aa

p & n(t,) € °

Autrement dit, T a méue loi que le vy associé au processus cons-—

truit en remplacant 6 par pé et y par n (G par H).

Or a Ty = Vo fixé, la suite du processus en aval a méme loi

que 1le proceséus (Y2, YB"") conditionné par vy o= Ty On en dé-

duit sans peine :

a/ A Tys Torees T fixés, legtemps d'attente 84 1, ..._,' Zomo-

S - {1 des n premiers succés consécutifs sont des varie~ ©

- 8
n n-1

bles de Poisson indépendantes admettant les parametres :

b/ TyseeTy admettent la méme loi :
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T

n
—pG/ n(A) da
(o]

... v, associés au processus (pe, H).

(p8)™ n(7,) ... n(z) €

que les Vo

I1 en résulte bien que le processus Zn = YS constitué des
n

seuls succés est identique en loi au processus construit & par-
tir de pd et H. Ces remarques permettent une simulation facile :

A ee Ty fixés, les longueurs des séguences d'échec séparant

17
les différents succes SyreeeSy sont des variables poissoniennes
indépendantes entre elles et des Zn' Du point de vue de 1'infé-
rence statistique, par contre, la connalssance de ces longueurs
S -8

n n=-1
dans le processus Zn’ car, aux Zn fixés, les Sy et les T, 1€ sont

apporte une information supplémentaire, non contenue

pas indépendants,

Meilleur estimateur linéaire.

Considérons le processus défini par :
Y =72, + X + Xy teeet X (= 1,2y0000)

ou les X, et les 7, sont deux suites de V.A. indépendantes admet-

tant des espérances nulles et les variances

2 2 2 2
D(X,) = & y» DNz ) =D
Connaissant Y1""Yn’ on se propose de former le meilleur esti-
mateur linéaire

n
T = 5 M Y
k=1



de Yh+p (p > 0). Le matrice des covariances est ici 3

_ .2 2
(a) Oy = & Inf (k,k') + Db 6k,k'

et:1'on doit donc résoudre le systéme :

n
2
(a') 'Z1xw Opxt = Ok, mip = 2 k (K= 152y00ey1)

k'=

La solution ne dépend donc pas de p : le meilleur estimateur
linéaire est le méme pour tous les Yn+p’ et coincide d'ailleurs

avec le meilleur estimateur lindaire de la somme :

X1 + eaas + Xn

Pour résoudre plus facilement le systeme (a'), nous complé-

terons le systime d'indice par la valeur k = 0, en posant :

(ZO indépendant de Z,, Z,.-. et des Xh). La covariance est en-—
core donnde par (a). ILe systéme (a') est remplacé par :
n 5 '
(b) 2 }\.k' o‘kk‘ = a k (k = O, 1, 2....1’1)
k=0
Si la résolution de (b) conduit a Ay = 0, (et 1'on voit assez
clairement qu'il doit en &tre ainsi), (x1,...xn) constituera la

solution de (a').



1 = Calcul de l'expression :
n : =1 . n .
> st Inf(i,i) = & dist+j ¥ oF
i=0 i=0 i=j
Cn part de
n n+1 n
> s¥=dl=s , T kst S 2[1—(n+1)sm+n~'%n+1]
k=0 1 - s =0 (1-8)
D'ou :
o4 s 31 s ]
2 isT=—— [1-]s"" + (j=1) 8]
i=0 (1-s)
n J _ n+i
i D ost= 38
i=j 1-s
et
1 - sj sn+1
(c) L st Inf(i,§) = s ——25 -
i=0 (1-s) 1 -8
2 - Calcul de l'expression :
3 i 2 i 2 j
2 s o0,.=2a"% s Inf(i,j) + b° g9

i=0 1d
Compte tenu de (c¢), on trouve :

i 2 s 2 s
@) X sto,.=a°—E— -3g
+d (1-5)2 1=8

Désignons par a et les deux racines de 1l'éguation
Y Q



.~‘s

2
b
(e) —}.{_ I —
(1—x)2 82
qui vérifient
2
B=1 , a+p=2+2
b
Pour s = o ou B, (d) donne :
i 2 2 g
(1) 1“1"
n+
(s gt R
( 1=

et par différence :

.. n+1 n+1
D) oy = o [T - S ] 4 -

(£')
= v [g%(1-B) - P(1-a)] j

3 = Calcul des poids kk

De (f') résulte aussitdt que la solution du systéme
(b) est :

2, i i
a”(a” - B") (i = 0y 1y00..n)
bZEBn(1-B) - an(1-a)] . "

(g) Ki =

Comme Ay = 0, les Ay kz""'Kn constituent la solution du sys-

teéme initial (a'), et résolvent le probléme posé.
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4 - Variance du krigeage

SiY (= Yn+p’ ou X, +...+ Xh) est la variable & estimer,

et c% Sa variance, la variance du krigeage est alors :

2 - 2 22 A. O.

% = %% = j %3,2
tais diei o, . = a2 js et 3
Js 2
n
2 2
Oy = Oy — a~ 22 j A
K Y 3=0 j

On trouve sans difficulté :

2 _ 2 2 [ o - g :I
(o) = Og = & n +
K b4 d%1-a)—ﬁ%1—ﬁ)




