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NOTE GEOSTATISTIQUE W° 1C5

RECHERCHE DE SCHEMAS POLYNOMIAUX

INTRODUCTION

Je me propose, dans ce quil suit, de chercher des fonctions

g(r) de la forme
n k h
glr) = 2 A (2) (r < a)

g(r) = O (r > a)

‘= qui soient de type positif dans |R® - et qui puissent donc
jouer le r&le de fonctions de covariance pour des F.A. de l'es~

pace & 3 dimensions.

Dans ce qui suit, Je prendrai toujours AO = 1eta=1,
puisque Ao est un simple facteur multiplicatif et a un parame-

tre dtéchelle. Fe me limiterai a n = 5,

Pour cette recherche, on peut penser partir du théoréme de

3

~ Bochner. La transformde de Fourier dans R’ de.la fonction g(r)

est la fonction :
, 00

J/I‘sin 2npr g(r) dr
o

G(p) =

© o

1tintégrale étant, en réalité, arrétée en a = 1. On obtient ain-

sl des expressions de la forme

A(p) + B(p) sin 2mp + C(p) cos 2mp



ot A, B et C sont des polynomes en 1/p. Mais il n'est pas fa-
cile d'exprimer les conditions nécessaires et suffisantes que
doivent vérifier les coefficients du polynome g(r) pour que cette
transformée soit une fonction positive. Il est donc préférable
de recourir & des procédés plus directs permettant de construi~

re effectivement des polynomes de type poéitif.

1 - LES SCHEiAS SPHERIQUES

Pour p = 3, le covariogramme géométrique de la boule de RM
t est - par construction — de type positif. En ramenant & 1l'unité

le valeur en r = 0, on obtient ainsi la famille :

‘2r(1+'-‘%-) /
gzzii’ K (r) =1 =~ \f—.F(1+u) (1—X dx (r = 1)

Pour p entier 1mpa1r = 3 ces fonctions sont des polynomes. Pour

3 et B = 5, il v1ent :

i ”-’(z_') |

( K3(r) = 1_f ST +57T
K (r) ="1 —:.8,,1‘ tg T f‘8r~

Il sera commode de caracterlser les polynomes g(r) par leurs

pentes a l'orlgine et 1eurs portees déflnles de menidre pre01se

‘ h3=* zb/fg(r):dr} 

-0

par 3




On trouve ici :

Pente A1 Portée b
Ky - 3/2- 3/4
Ky ~ 15/18 . 5/8

Dtautre par%, les polynomes g(r) de type bositif constituent un
cbne convexe, en.ce sens que toute combinaison linéaire & coef-
ficients positifs de fonctiors g donne encore une fonction g. Ain-
si, pour O = A = 1, le polynome

(1—x)1<3 + N Ky

est de type positif. Si P(da) est une loi de probabilité concen-

trée sur (0,1), la fonction définie par :

/K (—g) F(da) ‘(r < 1)

r

0 | (r = 1)

)\MMAA
o o
VS Faan
H H
N’ p

I i

est de type positif si K est de type positif et nul pour r > 1.

Par exemple, avec F(da) = qa® da (o > 0) et en partant de Ky,

on obtient :

3 X 1 x a1
gx)=af(1-5=2+=22) a da =
o . 2 a 2a
_ 3 _a 1 a 3 o 30 1 _a
=l-5aTxt 2 a3 % T~ X_ (1 (=17 © 2 o= )



Pour o = 2, par exemple, on trouve

¢ g,(0)

il

(1~X)3

Pente

il

P A
- 37 Portée = >

On vérifie par récurrence que le polynome 3

g(x) = (1--x)n (pente - n, portée E%T ) (n=3)

est encore de type positif. Celd résulte de la relation :

1 n
J(at) @31 - B da = (1™
X .

2 — DETERYINATION DES POLYNOMES DU 3eme DEGRE

2—-1 Résultats

Jde vals montrer que les polynomes d'ordre 3 constituent une

famille & un parametre dont les deux termes extrémaux sont :

E‘g1(x) =1 - % X + % x3.
(2-1) é ' |
( e() =1 - 4x + 5x% - 227 = (1-x)% (1-2x)

Autrement dit, le polynome le plus général de type positif et

de degré 3 est de la forme :

{easn) = 21002 (1-20) + (1-0) (1002 (1 + 4 x) =
( = (1-0)% [1 + 4 x - 3 ax] (0sAs1)

/



BN

gw=—-'~2——4(1—7x)="4+‘§ A
%

- 2 1=2) 4 = 4 + 2
é b=ar+ (1-0) 5 =%+ 552

La dérivée de ce polynome
= = (1-x)[ 2 4+ 2A 1_2
g'(x) = - (1=x)[ 5+ +53 (2 5 §> x]

(3+50)/3(50-1). On en déduit que c'est

il

stannule en x = {1 et en x

5

seulement pour A > £ que g(x) posséde un minimum <O sur (0,1)

5
(effet de trou, d'ailleurs peu intense). Pour A = 3/5, on trou-

ve ¢
g(x) = (1-x)°

3

“Pour X = 1/5, le terme en x° disparalt, et on obtient l'expres—

sion :

g(x) = (1-x)°
gui constitue l'unique polynome de degré < 3 gui soit de type po-
sitif dams RO.

Pour &tablir ces résultats, je vais suivre une méthode un
peu lourde (j'ignore s'il en existe de plus rapide) et malaisé-

ment généralisable,

2-2 Construction de g5

Le polynome g,, dans les relations (2-1), est de type positif



=
puisqu'il représente le covariogramme de la boule de R”.

Pour construire 859 je vails d'abord chercher dans \’R1 le

covariogramme de la fonction définie comme suit :

Si £ est.cette fénction, sa dérivée £'(x) vaut - 1 pour |x| <
a

a

—e

2

et + 1 pour 3 < | x| s-% . Si g est le covariogramme de f, celui

de f' est - g" et vaut :

2
I 1, 1 - (5 R
(2-2) -g" = (1-2)2 €14 +(a * 1-—a) 622 T Ta (a * 1-a> 12
avec 2.
Egﬂr- 1-h (h = 1)
(
§ 8y, = 8-k (h < a)

et 840 covariogramme rectangle des segments <—--12- y + -%) et

(_r_éa_ , + —%) admet la dérivée :

. 1-a 1+8
0 si h<-——2 ouh>—-———2

g' o) =

- 1 ailleurs sur (0,1)

soit :



0 si a= |1-2h]
-1 si a > |1-2n]|

Randomisons a , en lui attribuant la densité de probabilité :

P(da) = é% a2(1-a)2da sur (0,1)

L'espérance de la dérivée en h du terme rectangle de (2-2) est :

. 1
™da) . _ _J/, a da _ _ 4 1.2
‘4( 1) &' (1) 1-20] 30 55 (h-h%)

et celle du terme rectangle lui-méme est :

/ ) da) g12(h) - .% \{\(X—Xz) dx = _1_% (_% - _12_ h2 + _% h3>

a(1-a)

Prenons de méme l'espérance des 2 autres termes de (242)

Reportons ces résultats dans (2-2) :

1
- J/ﬁg"(h) F(da) = —i= (1 - 80 + 150° - &n’)
o , .

z|

Ainsi, le polynome 1 - 8h + 15h2 - 8’ (ln] < 1) est de type po-



8itif dans 81 et d'intégrale nulle. Il est donc la dérivée secon-

de, au signe preés, d'une fonction de type positif :

1 ' 1 X
b/rg(h) F(da) Q/de J/r(1~8y+15y2~8y3) dy
0

0 h

i

S
60 ~ 2

Par descente d'ordre 2, enfin, nous en déduisons un polynome d4'or-

3

dre 3 qui est de type positif dams , soit, & un facteur prés,

le polynome &5 cherché :

g,(x) = 1 - 4x + 5x2 - 2%°

2~3 Détermination de la famille

a/ Montrons d'abord que ces polynomes constituent une fa-—

N

miille & un paramétre. En effet, la fonction g égale a 1

]

glx) = 1 + Alx]| + Bx? +;Clxl3
sur (-1,1) et & 0 & 1l'extérieur doit s'ammuler en |x| = 1, car

une fonction de type positif continue en O est continue partout.

On a donc :
(2-3) 1 +A+B+C=0

Dtautre part, en effectuant une montée d'ordre 2 :

J/r1r g(r) dr

X



(2-6)

- g -

On obtient un polynome de type positif dans R' deux fois déri-
vable en x, de sorte gque la dérivée seconde changeede signe est

encore de type positif dans B1. Cette dérivée est :

é% xglx) =1+ 2 ax+3 BxZ + 4 Cx
et elle est continue en x = 1, d'olt :
(2-4) ' 1+ 24+ 3B+ 4C =0
Posons A = -o. Ies relations (2-3) et (2-4) donnent b
B=203 ,0=2-a
et 1
(2-5) g(x) =1 - ar + (2a=3) r 4 (2=a) r3

Tl s'agit donc bien d‘'une famille & {1 parametre.

b/ Montrons que o vérifie les inégalités

] (&Y

sa < 4

ce qui achévera de caractériser la famille, puisgue nous avons
construit effectivement des fonctions de type positif dans m:,

84 et €59 dont les pentes sont Justement - %( et - 4.

Si g et K sont des fonctions de type positif, 1'intégrale -

u/;gK dx est positive. Bn particulier, la fonction 1 est de type
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i

positif dans R™ (quel que soit n) et, si g est de type positif

dans RB et ne dépend que de h, on doit avoir :

. 00 '
J/,g(r) £ ar = 0 (k = 0,1,2)

0

Pour k = 2, et notre polynome (2-5), ceci donne

V1 .
L// r2 g(r) dr = é%- - é% o=0, d'oh a =< 4
o ‘

Pour montrer la premidre indgalité (2-6), partons de la fonction

K(r) =1 - 8r + 15r2 -,8r3 (r = 1)
(=.O,I'>1)
qui est de type positif dans Bﬁ (paragraphe 2-2), et écrivons :
S
u//g(r) K(r) dr = 0
0 .

Aprés un calcul élémentaire, on trouve bien 3

3
o = )

3 = LES POLYNQEES DU CINQUIEME DEGRE

3

Les fonctions de type positif dans R™ de la forme
{ + Ar + BrZ + Or° + Dr' + Er° (rs1)
g(r) =
0 , (r>1)
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constituent au plus une famille & 3 paramétres. En effet, g(r)
doit &tre continu en r = 1, d'olt g(1) = O. Par montée d'ordre

2,'on déduit de g la fonction

1
81(3{) =/'rg(r) dr .

X

gui est de type poéitif dans R1, et deux feois dérivable : donc
~g" est de type positif dans R1, et par suite g"1(1) = 0. On en
déduit

. t
(3-1) - g (1) =g(1) =0
Nous montrerons que la famille des fonctions g dépend effec-
tivement de 3 paramétres en exhibant 3 fonctions g lindairement

indépendantes. L'ensemble G de ces fonctions est convexe. Il

serait intéressant de déterminer ses éléments extrémaux.

3-1 ILe polynome extrémal g,

S'il y a dens G une fonction g  sans terme lindaire (4 = 0),
elle est nécessairement’gg}ggg. En effet, par montée d'ordre 2
on ddduit de g, une fonction g1 quatre fois défivable, et les 4
dérivées

-~ g;(X) =x g(x) , - g:(X) = g(x) + xg (x) ,

1

1"ne | § 1" D’ 1 1"
-g (x) =28 (x) +xg (x) , -g (x) =38 (x) +xg (%)

doivent s'annuler en x = 1. Comme A = Q, 8o est nécessairement

de la forme :



- 1D -

2 3 5

(3-2) g (x) = (1=m)* (1e4r) = 1 = 1057 + 2007 — 15"+ 47

Montrons que l'on a bien g, € § . Pour cela, partons de la fonc-

tion
' 4
g(x) =1 = 5’Ox2 + BOX3 - Thx " + 24X5
gui est, & un facteur prés, l'espérance du covariogramme de la

fonction f de R! définie comme suit (par 2-2) :

0 N/1
lorsque a a la densité = 32(1—a)2 sur (0-1). Comme la fonction

30
f a une intégrale nulle, la fonction

Al y
/dy- /‘g,(z) dz
x “o :

est encore de type positif dans mﬁ, et, par descente d'ordre 2,

on en déduit que la fonction :
x

14 /dy/g(z) dz = ;L-/g(y) dy = 1 - 10x° + 20x° - 15%% + 4x°
¥ AX oy o o ) :

3,

est de type positif damns R : mais cette fonction coincide avec

€5

lMontrons enfin que g, est extrémal dans G. En effet, supposons

? €0=7\g1+(1-7\)g2,81,82€(}, OS}\,S1
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).

ol g et g5 sont distincts de 8,0 ils ont des termes en r dont les

coefficients A, et A, sont %4 0 (unicité de go). Par suite :

o=xA1+(1—x)A2, A1%O,A2;€O
entraine que 1l'un des coefficients, par exemple A1, est > 0. lais
celd n'est pas possible, & cause de 1l'inégalité de Schwarz, si g4

est de type positif. Donc 8y = 8y = 841 et g, est extrémal.

O

3.2 (Construction d'éléments de degré 4 et 5

(3-3)

Les polynomes g1 et g2 écrits en (2-1) sont de degré 3 et
appartiennent & ¢. Par randomisation on en déduit d'autres élé-

ments de G. Ainsi :
(1-x)° (1- '32 x)
1 --%Q‘X+%O-X2-'20x3+%5-x h—

- -%- %2 = (1—){)4r 6-— % x>

\N]“‘

H

0q
o
N
>
S’
il
S
m -
N
oq
N
TN
o I
o
o
i\
Il
o

mox + 2 0 - xF = (1-x)7 (1+x)

(8]

N

—~

>

S

|

I
“\ :

[

Wl

1)}

P ama
OB
S

o
Y
I

X
1
86(X)=5UZa4g5(§)da=1—-Z—x+5x3'—5x4+-3§x5=

PN NN NS TN NN NN TN TN NN TN NN TNETNTTNETINETNSTIN TN

= (x-1)% <1 +-g-)9

On peut y joindre aussi le polynome Kg défini en (2'), covario-

gramme de la boule de ”LF{5 :
,
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- g A2 10 .3 3 0
KB(X)——’[ = X +-g X £ X

I1 est clair gue 8q» g3 et gy par exemple, sombt lindairement in-

dépendants, de sorte que le convexe § est effectivement de dimen-

sion égale & 3.

1

Pour tout g € ¢, l'intégrale b//r
(o

2 g(r) dr est positive

(valeur.en O de la transformée de Fourier). Les éléments vérifiant

1

V//gz g(r) dr = 0

0

constituent donc une face G  du convexe G. On vérifie sans peine

que g, gB et g4 appartiennent & cette face Gyor

“»

3-3  Ta Sous—famille (1-x)% (1+ax), (- % <q =+ 4)

Considérons la famille & un paramétre des g € ¢ de la forme

(1—x)4 (1+ox). Elle contient g, 8, et g,. Comme g, est extrémal

dens G, la valeur a = 4 est la borme supérieure des o admissiblles.

Comme g, appartient & la surface G, et que go_ﬁ Gy la valeur o, =

est la borne inférieure admissible. Au total, la sous-famille

3

est constituée des éléments de la forme

g=\g + (1-n) g, (0= 1)

La pente varie de O & - %g . La portée

, 1
b = 2/g(X) dx =-§- (1+a) -

0
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varie de 2/3% & 2/9.

Pour o < - 1, ces fonctions présentent un minimum treées apla-

ti (effet de trou peu intense), mais jamais de maximum.

3-4 Construction de g (effet de trou)

Pour construire une fonction g7 présentanﬁ un effet de trou
appréciable, nous allons utiliser une méthode analogue & celle qui
a réussi dans le paragraphe 2-2. Dans EP, considérons les indica~
tricesk, et k, des boules de centre O et de diametre 1 et a < 1

1 2
respectivement. ILes covariogrammes correspondants sont @

: 3N\
gy,(h) = ﬁ{1(x) k1(x+h)dx G -% |n| +-;1§ |n| ) (jn] =< 1)

i
o=

i
ola

k
(3-4) (
o i gzz(h) =b//£2(x),k2(x+h)dx

3
2 (-3l 3 10) (af < o

Considérons le covariogramme rectangle :

g854(h) = g, ,(h) =/ic1(x) k,(x+h)dx

I1 vaut :

g12(h) = I‘;6' a3 pour Ihl < ""—"153'

g4,(h) =0 pour |h| > 1%§
Autrement dit, en posant r = |h|, la dérivée g;z(r) vérifie

]
g12(r) =0 pour a < |1-2r|
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1—a 1+a
5 €% 3

l'aire du contour apparent de l'intersection des deux boules.

’ 1
Lorsque r est compris entre y = g12(r) cst égal A

Des calculs élémentaires donnent

2
2 p
! - 1-a°) 2 2
(3-5) - g, (r) = = & [".( S~ — 8(1+a7) + 16 r ] (a < [1-2r})
12 54 2 | |

On en déduit 815 lui-méme en intégrant :

‘ 1
g12(r) = —J// g;z (p) dp

r

Pour obtenir des expressions polynomiales, nous allons rando-
miser a en lui attribuant une loi de probabilité F(da) concentrde
sur (0,1). Plus précisément, nous allons cbnsidérer la fonction
fa(x) dgale & - po(a) + p(a) sur la petite boule et & p(a) éur
1a couromne extérieure i la petite boule limitée par la sphere de

diameétre 1, soit :

£, (x) = p(a) k1(X) - Py Ey(x)

o]

A a fixé, le covariogramme de fa est

2 .
_ 2
Bg =P 811 7 2PP; Byp F Py By
L'espérance en a de g, est la fonction g € G suivante :

1
. 2 -~
& = U/f(p 811 = 2 PPy 81p * P, Bpp) Flda)
:0 ’

Le calcul des termes carrés n'offrira aucune difficulté & partir

de (3-4). Examinons d'abord le terme rectangle. D'aprds (3-5),



la dérivée en r de ce terme est

A 5. 2
(3-6) g% J/ <£i:%—l— - 8(1+a2) + 16 ré) o(a) po(a) F(da)
l1‘2f1

T

Cette expression sera un polynome en r si p(a) po(a) F(da) admet
comme densité un polynome impair en a. Pour obtenir le polynome

de plus faiblie degré possible, il convient donc de prendre 3

(3-7) p(a) po(a) F(da) = 2 a da

Calculons (3%-6) dans ce cas. Développons d'abord 1'intégrahd :

P ,
2 _ 2
Ll:%~l~ —8(1+a2) £ 16 7° = i2<?1- 4 r2) ~ 2(1+4 12) a° + a4>
. T r

En intégrant selon la densité (3-7), 1l'expression (3-6) devient :

1
Yo : . R~ o
a J/r o 2 2 o\ 4 1 6
4 [ e aa) = [(1—4r)x—(1+4r)x -—x]
ar /| PPo 592 64 12 3

- (1-27r) .

T 2 .3 4 1 é) I <. 2 4j>
=& |[w & p? 4 pT o2 ===z (2r =31 " + 1

En intégrant en r, on en déduit :

1
% -//kzx,— 3%2 + x4) ax =
s .

=X (1 -5 r2 +5 r3 - r5)

15

Pda)

i

( A
([ PPy 892
(3—8)% ©

I1 reste & évaluer les termes J/;Z 811 F(da) etd/gg 850 F(aa).

I1 faut tout d'abord choisir les fonctions p(a) et po(a). Prenons :
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ce qui entraine pour F(da), d'apres (3-7) :
Flda) = 2 alt® ga

Compte tenu de (3-4), il vient alors :

( T 3 1 .5
_ 2 g 2
%/p g1y Flda) = 50555 1“21"*'2??)
- _3xr . 1zxr -a
(3~9) %ﬁ 80 Fldo) = 3/<1 2a 2 a3>a da =
Ir
E | 3 4
_ I __~ _ 3 _r 1.xrs 5-a 1. . 3 1
Z 3 % 2 ia tTnEg T (;—a 2(4-a) * 2(2—a)

' Reportons (3-8) et (3-9) dans l'express1on de g. Nous obtenons
une famille a 1 parametre essentiel o qu'il est facile d'explici-
ter. Le cas le plus intéressanf correspond & o = 3 (masse totale
des deux boules égale & 0), c'est-a-dire & 1l'effet;de trou le plus

intense., On a dans ce cas :

v//éz 811 F(da) = l%. (} - % r o+ % r?)
“//;g g,, Flda) = % (1—r)3

et on en tire :

- 1 . A - 3,2 po
gh) =n(5 -7 *E " -1or+15r>
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L'élément 87 €6 correspondant est :

(3-10) g7(r)=1—6r+%‘ir2—8r3+%r5=

il

(1-—1‘)2 %r3+%r2—4r+‘9

, 1 '
. d o _
On vérifie sans peine ~/ r® golr) dr = 0, de sorte que g, appar-

0
tient & la face G de G (ce qui était évident & priori d'apres

le procédé de construction - utilisé). Cette fonction g7 admet un
ninimum négatif et un maximum positif, donc présente un effet de

trou caractérisé.

3-5 (Choix d'une famille de fonction g

En vue des applipations, et pour ne pas multiplier exagéré-
ment le nombre des parametres, 1l y. a lieu de choisir-des familles
de fonction g dépéndant d'un seul paramdétre essentiel (c'est-a-dire
au total de 3 paramétres, entenant compte d'un parametre d'échelle
et d'un paramdtre multiplicatif). Nous avons déja construit une
telle famille en 3-3, mais celle—ci ne présente bas d'effet de
trou bien marqué. DPour étudier 1l'effet de trou, on peut utiliser

la famille & un paramétre joignant g4 et &7
g, = (1-Mg, +reg; (0O=sAas1)

Les limites O et 1 ne peuvent pas &tre franchies par le parametre
Ae En effet, g7 appartient a la face Qo’ mais non gy Inverse-

ment, g, vérifie

-1
/gi(r) K(r) dr = 0

(o



- 20 =
!

3 (de type positif dans ER1),

avec K(r) = 1 - 8r + 15 r° -8
tandis que g7 n'aﬁnule pas cette intégrale : il suit de 1a que
g, est extrémal dans @, ou appartient au moins & une face de G
ne contenant pas g et que par suite g1 et g sont les extrémi-

tés dans ‘G de la droite joignant ces deux points. Explicitement,

celsd donne

g, (r) = (1-r)% [1 + 152 » + 5 22 1+ £ 7]

On pourrait aussi envisager les familles joignant g, et g4 OU 8

et g7.

En dernier lieu, enfin, si 1l'on désire disposer de fonctions
g se comportant en rﬁ, on pourra utiliser la famille suivante, dé-

duite de (3-9), avec B = 5 ~ ai

- 5 3 1 3 1
(3{,1) gglr) =1 _,T‘@’” g1y T F ‘2‘(‘8—‘;.5_2 =B TBACE BEICE DI 2(:3—2))

Pour B = 1 ou 2, cette famille contient des termes en r log r ou

3

en r° log r.




