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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 113
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1 = RECTIFICATIFS

Dans cette Note, Jje me propose de rectifier gquelques erreurs
gqui se sont glissées dans la Note 112, et de reprendre d'un point
de vue différent 1'étude de quelgques-unes des questions que j'ai

abordédes dans cette Note 112.

Voyons d'abord les reotificatifs; La proposition 3-4, tout
d'abord, donne une caractérisation des fermetures sur J@(Rn) compa-
tibles avec l'addition de linkowski ::elles sont effectivement con-
tinues, compatibles avec les translations, laissent inveriants les
ensembles réduits & un point et appliquent C(J&) dans lui-uénme,
liais elles ne sont pas nécessaérement compatibles avec les homothé-
ties positives (il y a une erréur de raisonnement dans l'avant-der-
nier paragraphe de la page 27)3 C'est seulement pour A € C(J)
compact Qonvexé que 1la propriét% $(AA) = Np(A) est correctement
établie, . E |

Plus sérieuse est l'erreurlaffoctant la proposition 4-9 : Pour
gqu'une application ¢£ s ¢ s de 3Edans F soit le plus‘petit prolon-
genent s ¢ s sur ¥ de sa festricfion a 46, il suffit que les é1é-
ments minimaux de son noyau.C% soient compacts, mais cette condition
n'est pas nécessaire. De méme, la proposition 4-11 donne une con-

dition suffisante mais non nécessaire, et son corollaire est faux.



| Montrons—le-sur un contre-exemple. Considérons l'application
¢, dont le noyau C{k est engendré par les circonférences C des cer-
cles de rayon = R telles que O € C (ctest-a-dire : K ¢ Oi si le

compact K contient une telle circonférence). Si un fermé F est

dgans (%, il contient lui-méme soit une telle circonférence C, soit

k’
une droite D passant par l'origine. Un compsact de G; ne peut pas

contenir une droite D, donc contient une circonférence C et par

suite est dans (*~.

' e : . . ' ! -
Ainsi, 01 = Cz:rwJé,‘et 1'application ¢, de noyau 0} = L}%

est le plus petit prolongement s ¢ s sur & de sa restriction ¢k a
, '
6. liais 0} n'est pas engendré par un systeme de compacts, car les

1
droites D ne contiennent aucun compact appartenant a 19%.

L'origine de cette erreur se situe psge49, in fine. De

b= 0 (v, Nnd)
®; N6 B

il n'est pas vrai que 1l'on déduise par dualité :

W, N3

B eB, o6 °

! '
En'effet,lfk n'est pas le dual ce Oé ¢ le dual de 0; est ﬁ% ’

soit : E

t

o= 0 (ng
B.nw P

' ' ~ 1 ’ '
et U, est égal a C{é(\&6(¢k est la restriction & f&du plus grand

prolongement de ¢;).



L'intérét principal de la proposition 4-9 résidait dans le
corollaire dela Proposition 4-11, selon lequel les bonnes ouvertiu-

res s ¢ 8 vérifiaient la propriété d'approximation :

(1) G(F) =
K
X

¢(K)
F
46

mNC

Cette propriété commode, puisqu'elle perret de n'avoir a travailler
que sur des compacts (seuls accessibles expérimentalement), ne sub-
siste donc pas pour les "bonnes" ouvertures définies dans la Note
112, liais nous la retrouverons ci-dessous comme conséquence d'une

condition un peu plus forte dite condition de recollement gu'une

application ¢ doit obligatoirement vérifier pour qu'il soit possi-
ble de construire morceau par morceau l'image ¢(F) d'un fermé F
non compact dont on ne peut connaltre expérimentalement que les

intersections F N K avec certains compacts K.

2 —~ PROIONGEMENTS FERMES D'UNE APPLICATICH CROISSANTE ¢

Dans la Note 112, nous avons envisagé des applications de P(E)
dans lui-méme, E étant un espace ICD. En fait, les résultats de
cette note (& 1l'exception éviderment de ceux qui concernent les
ouvertures et les fermetures) se généralisent sans peine aux appli-
cations de $(E) dans QD(E'), E et E désignant deux espaces ILCD
non nécessairement identiques, et c'est ce point de vue plus géné-

ral que nous allons adopter ici.



Une autre différence, plus importante, concernera 1l'espace

image : nous nous limiterons ici aux applications a valeurs fer-

mées, applications de $2(E) ou d'une partie de’(E) dans 1l'espeace

] 1]
%(E ) des fermés de E. Soit azlors (Qune partie de &P(E), par exem-
. : ‘
ple A=J46, g ou F, et ¢ + &~ 5(E ) une application croissante de
1
A dans F(E ). Dans la Note 112, nous avons défini le plus petit

prolongement de ¢ sur P(E) par la formule

¢(H) = U ¢o(4a)
~ AcH
Aeq

Lorsque H est un ensemble guelconque, ¢(H) n'est pas, en général,

~/

un ensemble fermé. Nous allons donc introduire le plus petit pro-

longement fermé de ¢ sur<§KE). Nous le noterons ¢, soit, explici-

tement :

¢(A)

'(2> ¢(H) =
- H
‘ a

U
A c
A€

SiJd est une autre partie deiPCE) (en général distincte de X),

nous pouvons ensuite considérer la restriction de ¢ & 53, puis le

plus grand prolongement sur??(E) de cette restriction. Nous le no-
l - .

i

terons ¢, soit : @

(3) T(H) = ~e(3B)

A
B o
B ¢

&

— : '
¢ est évidemment une application de PP(E) dans 3(E ), et pour tout
H € @(E) on a $(H) o ¢(h) (car ¢ est un prolongement de sa restric-

tion a Qﬁ, donc est majoré par le plus grand prolongement de cette

restriction). Il serait intéressant (par analogie avec la théorie

;
R



des cépaoités) de caractériser la famille b $P(E) des ensembles H
vérifiant $(H) = ¢(H). DNous nous limiterons ici & un objectif plus
modeste : rechercher & quelle condition ¢(A) = ¢(A) pour A € (L.

Cette condition est la suivante

Proposition 1 - Soient B et B deux espaces ICD, (Lune partie de

L ]
P(E), ¢ une application croissante de L dans F(E ), et 3 une
]

partie de P(E) stable pour 1'intersection finie. Pour tout

H ¢ (°(E), on pose

U ¢p(A) , G(H) = N ¢(B)
c H BoH -
€ B ¢

¢(H) =
- H
a B

A
A

On a ¢ = ¢ sur & si et seulement si pour tout AO € Olet tout
- ' '
compact K €JO(E ) disjoint de ¢(AO) on peut trouver B_ € B,

]
B, o Aj» tel que Ac B entraine ¢(A) N K = @ pour tout A € Q.

Remarquons que la définition de ¢ implique ¢(H) = ¢ s'il n'ex-
iste pas de A € O A c H, et celle de_'q)' _implique—-q;(H) - B s'il
n'existe pas de B € B contenant H. ¥ontrons que la condition est
nécessaire. Si q,(AO) = $(AO), on a 'q:(AO) N K = @ pour tout com—
pact X' disjoint de (h), soit :

N B NK =@
Be®B -
B:)AO

| 1
Comme les ¢(B) N K sont compacts dans E , on peut trouver Bi EE/B,

i=1,2...k avec B, D A, et ¢(B1) N eee N ¢;(Bk) N X = ¢. Posons

n .
B, = N B,



On a B ) A B efEB puisque 9B est stable pour 1l'intersection

finie, et ¢(B ) n ¢(B ), puisque ¢ est croissante. Il en résulte
i=1 —

¢(BO) N K = = ¢ , et a fortiori ¢(A) N K = = ¢ pour A € (Jcontenu dans

B-o : la condition de 1'énoncé est vérifiéde.

Inversement, supposons vérifiée cette condition, et soit A, €.
On a ZE(AO) > ¢(A ), et il faut établir 1'inclusion inverse. Pour
celd, il suffit d'établir x' 4 ¢(AO)_= x g’E(AO) pour tout % € E‘.
Six 4 ¢(A0), E étant ICD et ¢(AO) fermé, on peut trouver un ou-
vert B 5 x relativement compact tel que T soit disjoint de ¢(Ao).
Dtapres la condition de 1'énoncé, il existe BO > A, B € 3 avec
$(A) N T = @ pour A c Bo, Aed. L'ouvert B' est alors disjoint

de la réunion U ¢(A), donc aussi'de l'adhérence de cette réu-
Ac B
0

AeQ
' 0
nion, gqui est ¢ (Bo). Par suite, x ¢ ¢(BO) et, comme B D A,

. 1
x € ¢(AO), ce qui achéve la démonstration.

Examinons les deux cas particuliers les plus intéressants
(&l =Jet = 3), en posant d'abord un lemme qui confere une signi-

fication topologique & la continuité monotone séquentielle,

lemme 1 - (Equivalence de la continuité monotone séquentielle

et de la seni-continuité supérieure). Si E est un espace ICD

-et A une suite dans 3(E), on a
(4) Tﬁﬁgg@ﬁ

, ' _
Si E et E sont deux espaces ICD, une application ¢ de F(E) ou
de JO(E) dans s(E') est s ¢ s si et seulement si A, V A dans
3(E) ou JG(E) entraline ¢(An) L oe(a).




La formule (4) résulte directement de la propriété caractéristique :
X € lim An si et seulement si tout voisinage de x rencontre une in-
finité d'A . Soit ¢ une application s ¢ s de %(E) ou J6(E) dans
3§E'). Si A ¢ A, A € F(E) ou JG(E), on a aussi A - A pour la to-
pologie de F(E) ou ¥©(E), donc Ilim ¢(a ) c $(A) puisque ¢ est s ¢ s.
liais Ay D A entraine ¢(An) > ¢(4), et ¢(An) converge vers N ¢(An) o)
¢(A) aussi bien pour la convergence séguentielle que pour la topo-

logie de %(E'). Par suite N ¢(A) = ¢(A).

Inversement, supposons que ¢ vérifie la continuité monotone
séquentielle | , et soit A une suite convergeant vers A dans F(E)
ou G(E). Il faut montrer Tim ¢(An) c ¢(A). Drapreés (4), on a :

Tim ¢(4) =0y oA, )

n=N

Comme ¢ est croissante, on a U ¢(An),C ¢ (U <An) , d'ol
' nz=N _ n=N

U wa)eco (U )s La suite B, =) A vérifie donc :
nz=N n n2N ‘Ah :' N n>N n

Tm ¢(A) © 9 ¢(By)

\ ' . .
Hais By est décroissante dans F(E ) et vérifie By v A. La continui-
t4 monotone donne donc N ¢(BN)'= $p(a), et ¢ est s ¢ s .

i
Du lemme et de la proposition résulte aussitdt le corollaire

suivant :

Corollaire 1 — Dans les conditions de la proposition 1, si A=

= JO(B) et B = G(E), on a ¢ = ¢ sur J6(E) si et seulement si
]
¢ est une application s ¢ s de JO(E) dans F(E ), ou encore

si et seulement si ¢ vérifie la condition de continuité’ mo-

notone séquentielle Kh ¢ K dans 6 = ¢(Kn) ¢ ¢(K).'



L'espace & (E) - Dans ce qui suit, nous utiliserons 1'espace & (E)

constitué des ouverts L complémentaires des compacts K € SO(E).

Nous munirons en généralfS(E) de la topologie localement compacte

déduite de celle Qe JG(E),topologie engendrée par les WF , P e F
et les W, G € G. |

Corollaire 2 - Dans les conditions de la proposition 1, si & =

F(E) et %= L(E), on a ¢ = § sur 5(E) si et seulement si ¢
t
est une application s ¢ s de F(E) dans F(E ), ou encore si
et seulement si ¢ vérifie la continuité monotone séquentielle:

P\, Fdans 3(E) = ¢(F) | ¢(F).

En effet, d'aprés la Proposition 1, on a ¢ = ¢ sur 3(E) si et seu-
A t .' K'
lement si pour tout FO € 3(E) et tout K € JG(E ) tel que ¢(FO)E %

on peut trouver Lo € HB(E) contenant F tel que F c L, entraine

]
“Y(F) € VK . Or I est le complémentaire d'un Ko € J6(8), et F c LO

£y s : ﬁo N I P . .
équivaut a F € V ©, Ainsi, cette condition équivaut a la semi-con-

tinuité supérieure de ¢. .

3 — PROIONGE%ENT S C S SUR % D'UNE APPLICATION ¢ DEFINIE SUR JO .

Nous allons maintenant examiner a quelle condition une applica-
tion ¢ s ¢ s de JG(E) dans g(E') admet un prolongenent s ¢ s sur
J(E). Lorsqu'il en est ainsi, ¢ est s ¢ s non seulement pour la to-
pologie myope de J6 (E) mais également pour la topologie induite sur
36 (E) par celle de F(E). Nous allons voir que cette condition néces-

saire est également sufrfisante.



En sens inverse,'il conviendra aussi d'examiner a quelle condition
une application ¢ s ¢ s de F(E) dans 3(E') est le plus petit pro-
longement s C s sur J de sa restriction a J6. Autrement dit, nous
allons donner dans le cas général la caractérisétion des "bonnes"
applications s ¢ s que nous n'avions obtenue, dans la Note 112,
que dans le cas des applications compatibles avec les translations.
Auparav nt, nous allons renforcer les résultats obtenus dans les

corollaires {1 et 2 ci-dessus.

Proposition 2 - Soit ¢ une application de J6(E) dans 3(E').

—

Pour tout ouvert G € G(E), on pose ¢(G) = U «¢(K), et pour tout

. - KeG
_ ' Kei6
Kedb, ¢(K) =n ¢ (G). ¢ est une application s ¢ i de G(E)
oK — -
' Geqg _
! dans 3(E ), et ¢ est la plus petite majorante s ¢ s de ¢. En

particulier, ¢ = ¢ si et seulement si ¢ est s ¢ s . En sens in-
] t
verse, soit ¢ wune application de G(E) dans 3(E ). On pose, pour

K €d6(E), BlK) = N ¢ (6), et pour G € G, ¢ (6) = U § (K) .
GoK . -_— K=G ' :

¢' est une application s ¢ s de JE(E) dans J(E'),_et ¢' est la

plus grande minorante s ¢ i de ¢. En particulier ¢' = ¢' si et

seulemient si ¢' est s ¢ 1.

Démontrons d'abord la premiére partie de 1'énoncé. ¢ est s ¢ i
. 1 t ' =
de G(E) dans F(E ). En effet, soit G un ouvert de E . Il faut
montrer que l'image inverse de Vg par ¢ est un ouvert de G(E). Si

G € g(E), ¢(G) € VG' dquivaut a - G' U —¢(K) 2 ¢, donc a
M KeG
G' NU  ¢(K) P @, donc encore &4 : 7 K €JXE), Kec @, ¢(K) N G 2 o,
Ke=G ‘
soit enfin a :

Ge U W

K € ¢‘1(VG.) K
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et cet ensemble ést ouvert dans G(E) comme réunion d'ouverts WK y
K € $6(E), Ie corollaire 1 de la Proposition 1 montre que ¢ = ¢
sur JG équivaut a ¢ s ¢ s. Si ¢1 est une majorante s ¢ s de ¢, on
a évidenment ¢, D ¢ et $1 > ¢ sur G et‘hérespectivement.‘Mais $1=
= ¢, d'apres ce qui précéde, donc ¢, majore ¢. Enfin, ¢ appliquant
G(E) dans F(E'), la démonstration de la deuxieme partie_de la pro-
position montrera que ¢ est s ¢ s sur ¥. Donc ¢ est bien la plus

petite majorante s ¢ s de ¢.

Soit maintenant ¢' appliquant G(E) dans F(E'). ¢' est s ¢ s
—_— - ' .
sur J6(E). En effet, si K' € §(E) , K € $'~ (V") équivaut a

N ¢'(6) NK = ¢, puis (s'agissant d'une intersection de com-
GoK
o

pacts, et en utilisant le fait que ¢' est croissante) & @ GO € G
G, > K, » ' (6 ) NK =¢ . Pour tout K c G, on a alors §'(K) N K' =

=¢ , et par suite ¢' est s ¢ s sur JO.
] 9 P

La premiére partie de la démonstration montre ensuite que ¢'

est s ¢ 1 sur ¢ et minore manifestement ¢' . 851 ¢'= ¢' , ¢' est
"donc s ¢ 1. HMontrons, inversement que si ¢' est s c i, on a ¢' = ¢'.
I1 faut, pour celd, montrer pour tout G € G(E) et tout G' € g(E")

1'implication

G NG £@ = ¢(G) NG #£P

Or, ¢' étant s ¢ i, ¢'(G,) € Vg, entraine qu'il existe K € 46,

K, c G tel que G(G) € Vi, pour tout G € W, . Prenons alors un ou-

K

. O :

vert B relativement compact vérifiant X c Bc B c Go. Bew,
0

donne ¢'(B) N G # ¢ , donc E;(E).m G' £ ¢, et, comme B est inclus
dans G, ¢'(GO) NG' #@. Donc ¢'= ¢' .
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I1 en résulte alérs, si ¢' n'ést pas s ¢ i, que ' est la plus
grande minorante s ¢ i de ¢' . In effet, si ¢% e;t une minorante
s ¢ ide ¢', ona E; c ¢', puis 2; c ¢! . liais ¢; = g;.d'aprés
ce qui préceéde (puisque ¢; est s ¢ 1) 7 donc ¢; c E' , et ' est

la plus grande minorante s ¢ i de ¢' .

Proposition 3 -~ Soit ¢ une application de 3(E) dans F(E'). Pour

. tout ouvert L € & (E) complémentaire d'un compact de E on pose

G(L) = U ¢(F) , et pour tout F € 5(E) , &(F) = N ¢(L) . Alors
- =1 ' _ IoF - _
¢ est une application s ¢ 1 de $£ (E) dans F(E'), et ¢ est la -

plus petite majorante s ¢ s de ¢ sur F. In particulier, ¢ = ¢

sur ¥ si et seulement si ¢ est s ¢ s,

Soit ¢' une application de & (E) dans 3(%'). Pour I ¢ %(E),

on pose ¢'(F) = N ¢'(L) , et, pour L €L, ¢' (L) = U $'(¥F) .
_ ipp - FcL
Alors ¢' est une application s ¢ s de F(E) dans F(E') , et ¢' est

la plus grande minorante s ¢ i de ¢' sur &. En particulier, ¢! =

= ¢' si et seulement si ¢' est s ¢ i sur &5.

La démonstration est identigue, pointApar point, & celle de la
proposition 2, a ceci prés que les {K € J6, K c G} ouverts dans JG
et les {G € G, G o K} ouverts dans ¢ sont remplacés par des {F € &,
F c L} ouverts dans ¥ et {L €&, Lo F} ouverts dans & respective-

ment,

Caractérisons maintenant les "bonmes" applications s ¢ s.

\

Proposition 4 - Soit ¢ une appiication de JG(E) dans 3(E'). Pour

que ¢ adwette un prolongeument s ¢ s sur F(E), il faut et il suffit

que ¢ soit une application s ¢ s lorsque JG(E) est muni de la to-

pologie induite par celle de 3(E). ' S
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bn remarque que éi ¢ est s ¢ s pour la‘topologie induite sur J6(E)
par 3(E), elle est a fortiori s ¢ s pour la topologie myope, qui
est plus fine. Cette condition s'énonce ainsi : si K eJC(E) et

K! € J6(E') vérifient X' N ¢(K) = @, on peut trouver K  coupact
dans E tel que K' MY(H) = ¢ pour tout compact H € JG(E) disjoint de
KO . La condition de 1'énoncé est évidemment nécessaire. Inverse-

ment, supposons-la vérifide. Posons alors sur & (L) et sur F(E) :

o (L) = U ¢XK) , ¢(F)= n
e K¢ L f L o
K €40 L€

¢, (L)
p C
[

D'aprés la Proposition 2, ¢e est s ¢ i sur &% pour la tdpologie
induite sur % par celle de ¢, donc, a fortiori, pour la topologie
myope de 4 (qui est plus fine). D'apyés 1a Proposition 3, ¢, est
alors s ¢ s de F(E) dans F(E'). Il reste a montrer que ¢ = ¢ sur

JG(E).

En effet, si K €J6(E), on a évidemment ¢(XK) < ¢f(K). liontrons

1'inclusion inverse - ce qui achévera la démonstration. Soit done

x' € ¢(X), et (E' étant ILCD), B' > x' un ouvert relativement compact

tel que B' soit disjoint de ¢(K). De ¢(K) € VB' résulte, d'apres la
condition de 1'énoncé, qu'il existe un compact X, eJéCE) disjoint dé
K vérifiant VKO c o1 (vP"). soit L, €%(E) le conplémentaire de K .
Tout compact contenu dans LO a éon image disjointe de B' dans F(E').
I1 en résulte ¢¥(LO) N B' = ¢ et, comme K c L, » ¢f(K) NB'=¢,
donc a fortiori x' ¢ ¢f(K) . On a donc bien ¢(K) o ¢f(K) , et

1'égalité.



- 13 =

Corollaire - Soit ¢ une application de JC(E) dans F(E'). Posons

sur 4 et ¥ @

1) = U (0, (D) =

N ¢e(L) -
Ke L Lo PF

By

Alors ¢f est la plus petite application s ¢ s de F(E) dans 3(E")

majorant ¢ sur YO(E), et ¢p st aussi le plus petit prolongement

s ¢ s sur ¥ de sa restriction a JG.

La premieére partie de la démonstration de la proposition subsiste,
et montre que ¢p est s ¢ i sur P et ¢ 5 ¢ s sur F. Soit ¢, une
application s ¢ s de F(E) dans F(E') majorant ¢ sur J6, et ¢' D ¢
sa restriction a 6. On en déduit ¢é - ¢e puis ¢£ =N Mais ¢1
est s ¢ s de F(E) dans F(E') et vérifie 51 = ¢, sur g d'apreés la

Proposition 2. Or pour L €.% (E), on a :

o, (1) = U ¢ (F) o U (K = ¢}, (L)
— : Feg K c¥
Fes K €

&R

— ' t
Par suite ¢, = ¢, majore ¢ sur %(E), donc zussi bp = €% ¢ est la

plus petite application s ¢ s majorant ¢ sur Jé.

. Soit enfin ¢" la restriction de ¢, & G et ¢, un-prolongement
del¢" s ¢ s de 3(E) dans 3(E'). On a by D g s et ¢, est le plus
petit prolongement s ¢ s de sa restriction a Jo. In effet, (" majore
¢ sur Jﬁl, d'tou ¢E o ¢@ et ¢; ot ¢f sur ¥ . iiais on vérifie comme

: - n
ci~dessus by 3_¢E , puis ¢2 = by D dp s d'ou ¢2 > by oo

\

Proposition 5 - Soit ¢' une application s ¢ s de F(E) dans F(E').

Pour que ¢' soit le plus petit prolongement s ¢ s de sa restric-
tion a JO(E), il faut et il suffit que ¢' soit s ¢ i sur & (E)

muni de la topologie induite par celle de Q(E). y
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ﬁous désignerons'par ¢ la restriction de,¢' a JG(E), et par bp et
¢f les applications de 5@ et de ¥ dans %(E') construites comme dans
le coroilaire de la Proposition 4. ¢£ est la restriction a & du
plus petit prolongement fermé ¢ de ¢, donc est s ¢ i pour la topo-

logie induite sur % par celle de ¢ (Proposition 2).

Montrons que la condition de 1'énoncé est nécessaire. B5i ¢!
est le plus petit prolongement s c s‘de sa restriction a &5, on a
G = ¢f d'apres le corollaire de la Proposition 3. D'aprés la Pro-~
position 2, ¢e est le plus petit prolongement fermé de ¢f sur & .

On a donc ¢' sur &Y, et ¢' est s ¢ i pour la topologie induite

e
sur % par celle de G, pulsque bp possdde cette propriété.

Inversement, supposons que ¢'Asoit s ¢ i sur & pour la topolo-
gie induite par celle de G. On a ¢, c ¢!, d'apres le corollaire de

" la Proposition 3, d'ou bp ¢! sur &. Montrons 1'inclusion inverse,

d'ou résultera ¢p = ¢' sur %, puis be = ¢' = ¢' sur 3, ce qui ache-

vera la démonstration.

Soit donc L, € F(E). Pour établir ¢'(L)) c ¢ (L,), montrons
gue si un ouvert G' € G(E') reﬂgontre ¢T(LO), il rencontre aussi
¢ (L ) . Si ¢ (L YNNG # @, oﬁ peut ;rouvér un ouvert B' relati-
vement compact rencontrant ¢ (L ) et vérifiant B' < B' c G' . Commne
¢! est s ¢ i pour la topologle induite sur & par G , ¢ (LO) € Vg,
;htraine qu'il existe un gggpggi KO c LO tel que L o ﬁ; entraine
¢ (L) N B' # ¢ powr tout L € K. On a alors aussi, a fortiori,
E'(L) N B' £ @, puis IQK $' (L) NB' £ ¢ , puisque les ﬁ'(L) N B

o —
sont compacts, donc E'(KO)

¢‘(KO) = ¢(KO) rencontre B' et a for—
tiori G' o B' . lMais K, c L, et ¢(KO) N G' # ¢ entraine alors que

QZ(LO) rencontre G' - QED.
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4 — L'AXIOWE DU RECOLIENENT

Soit ¢ une application de JG(E) dans F(E') et ¢ son plus petit

prolongenent fermé sur P (5) défini par :

$(H) = U ¢(K) (H €@ (x))
- KcH _
K €6

Lorsque 1tensemble H n'est pas borné, on ne peut connaitre expéri-
mentalement que les intersections H N K de H avec des ensembles K
plus ou moins grands, mals bornés (par exemple des compacts). Si
nous désirons pouvoir construire au moins localement 1'lmage ¢(H),
c'est-a-dire déterminer avec exactitude 1'intersection K; F)E(H)
de cette image avec un compact K; eJﬁ(E')_donné, il sera nécegsaire
quencette image locale ne dépende que d'une donnée locale concer-
- nant H, soit de 1l'intersection KO N H pour un compact KO € %(E)
(dépendant de K; mais non de H). Autrement dit, dans une étude expé-
rimentale, on ne poﬁrra utiliser que des applications ¢ vérifiant

ltaxiome suivant

’ 1
Axiome du recollement : ¥ K e G(B') 7 K, e (L) v H e¥(B)

E(KO N H) o K; N S(H) (bu, ce qui revient au méme, K; ryi(KO N H)=
= K, N $(H) -

Notons tout de suite que 1l'axiome du recollement est vérifié pour

tout H €@ (E) dés qu'il est vérifid pour tout compact K € J6(E).

En effet, supposons l'axiome vérifié sur JO(E), et soit

H e ©(E). Soit K un compact, et x € K. N ¢(H) = K N U ¢(X).
| © | ° - ° " ¥cH
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6n peut donc troﬁver une suite X, convergeant vers x dans E' et une
suite Kn dans JU(E) avec K,cHet x ¢ ¢(Kn). Si B; ) K; est un
ouvert relativement compact contenant K;, on ax, € ¢(Kn) N B; pour
n: assez grand., Comme 1l'axiome du recollement est vérifié sur IC(E)
et que @;,est compact, il existe K, € 6(E),. indépendant de H, tel
que

$(X, N K) 2 B, N (k)

pour tout K €J46(E)., En particulier, avec K = K, » on obtient
x, € ¢(KO N Kn) pour n assez grand, d'ou x_ € E(KO N H) et,-comme
X .= X, X € ¢(KO N H). Par suite, l'axiome du recollement est vé-

rifié sur @ (E) entier.

Cet axiome du recollement entraine la propriété d'approxima-—

tion (1). Plus précisdment :

Proposition 6 — Soit ¢ une application s ¢ s de (G(E) dans z(E')

vérifiant 1'axiome du recollement. Alors le plus petit prolonge-
ment fermé de ¢ est s ¢ s sur 3(E), et vérifie sur zla propriété

d'approximation :

o(P) = U ¢
- KCF
K e
- De mére si 1l'on pose G(F) = 10 ¢(G), on a pour tout F ¢ F(E) :
Go P~
G € G
(P = N o(L) = ¢(F)
Lo P — -
L ek

1
En effet, soit KO un compact de E' et K/ le compact de E tel

que : : , ,

R
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K. A $(K) c 4(K, N K) vV K€ §(B)

? !
r

o]

K 4
I1 en résulte ¢(K) € V © si et seulement si ¢(K N K,)) €V ?° . or,
K

‘ 0

¢ étant s ¢ s pour la topologie myope de JG(E), ¢(X F)KO)_G v

entraine qu'il existe un fermé T € F(E) disjoint de K N X, tel que
1

o

pour tout compact X

1.
K, NF

K, NX, ¢ Vi s G(K, NK) €V Ainsi,

K
K, NK, NF =9 clest-a-dire X ©

€V entraine ¢(K1) €V .

1
Comme KO N F est compact, il en résulte gque ¢ est s ¢ i pour la to-

pologie induite sur JG(E) par celle de G(E).

Dtapres la proposition 4, ¢ admet donc un prolongement s ¢ s

sur 3(E). DPosons :

¢p(F) = $(L)

y

N
Lo
L€

J

R

'¢f est le plus petit prolongement de ¢ scs sur § (corollaire de la

Proposition 4). vérifie l1'axiome du recollement, liontrons qu'il
P q

- : '
en est de méme de ¢p. En effet, pour K € K(&'), désignons par
' ' '
K, = KO(KO) le compact de JG(E) associé & K, dans 1'énoncé de 1'a-

xiome du recollement.e On a donc :

K Ne(F) = N BNk e n_Wink)e N N e(Lne)
: Lo F - ' Lo F - LoF G:)KO—
= N $(6) = ¢(FNK) = ¢(FNK)

Go FN KO -

\ . !
De K, N q,f(F) c ¢(F N Ko) résulte alors, lorsque K décrit JO(EY)

\

(1) = , Y -k ngr (F N K (K)) K)
be K €J6(B") f’rwf ) S U KT CKng(
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Par suite, l'inclusion inverse étant évidente, on a :

Kc P

Cet ensemble étant fermé, il en résulte ¢, = ¢ sur %(E), et ¢ est

s ¢ s sur 3(E). D'aprés la proposition 4, on a sur F :

be(F) = N (L) o N 4(6) =9(F)
: Lo F - GoF -

ails ¢p = ¢ C ¢ sur ¥ montre que l'inclusion est une égalité, ce

qui acheve d'établir la proposition.

Examinons maintenant le cas particulier le plus intéressant
pour les applications, celuil ou ¢ est compatible avec les transla-

tions.

Proposition 7 - Pour qu'une applicetion ¢ s ¢ s de 3GRn) ou de

HER™) dans F(R™) compatible avec les translations vérifie 1'axiome

du recollement, il faut et il suffit que son noyau ¢* admette un

générateur compact dans JG(E).

On sait que B c §6 est compact dans J6 si et seulement si @3 est
fermé dans JG et si tous les B € 43 sont contenus dans un compact
fixe KO. iontrons gque la condition est ﬁécessaire. Si ¢ vérifie
1'axiome du recollement, soit Ko le compact de B tel que {0} N ¢(A4)
c (4N K,) pour tout & € & (A= 3(R") ou 6(R™)). Si 1'on désigne
par Z? le noyau de ¢( ¢ = ¢_1(V{O}) N ), on a donc A € =
ANK, € , Ia famille 030 = {ANK, , 4 € ¢} est donc un généra-
teur de (¥ dont les éléments A N Ko sont compacts et contenus dans
le compact fixe K . Coumme (¥ est fermé dans (X et contient 030 ,

s
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la fermeture 02 de OBO (prise indifféremment au sens de la topologie

de JObou de celle de F) est un générateur de {¥” compact dans J6.

Inversement, si (¥ admet un générateur ¢3 compact dans 43, soit
K, un compact'contenant tous les B ¢ @3 . Pour tout A € ¢, il existe

B e@Btel que Bc AN K,» donc AN K, € 0. Autrement dit, on a :
{0} N¢(a) c b(ANK)

Pour tout x € R, on en déduit {0} N ¢(A_) < ¢(A_ NK)), et, en

utilisent 1'invarience par translation, {x} N ¢(4) < ¢(AN K, ® X).
t

Si Ko est un compact defRn, on en tire, en prenant la réunion en

!

X € KO

K new e U ,oank ex) ce(an U , K eox)=
' x € K . x € K,

= (AN K @ K)

Par conséquent, ¢ vérifie l'axiome du recollement, le compact asso-

1 ]
cié a KO éfant Ko @ KO-.

Corollaire - Soient ¢f et ¢k deux applications compatibles avec

les translations s ¢ s de F(RY) et Jé(mn) respectivement dans
'3(ﬁn), dont les noyaux o? et 0& sont associés par les formules
réciprogues

(a) =0, kNE o = 0 VN6

Pour que ¢, vérifie le principe du recollement, il faut et il
£ ) 9

ot BT

suffit que ¢y le vérifie, C? admet un générateur compact dans S((E)

si et seulement si ka en admet un.
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D'apreés la proposition, il suffit d'établir le dernier énoncé. On
a vu que C% a un générateur compact si et seulement si il existe

K, € 3G tel que A € U

f=AﬂKO€U'

T 1 Ce qui s'explicite :

TK €Y, VAEU YKe&, ANKNK 70

d'aprés la premiére relation (a). Cette écriture fait intervenir de
meniere symétrigue les deux noyaux C% et O& et signifie donc aussi

X € 0% = K N KO € C§ , Clest~-a-dire : (¥ a un générateur compact

k
dans J6.

Exemple - Considérons, dans m@, la granulométrie ¢H(A) = U 'AXB
)

selon un compact B dean . les ®H vérifient la condition du recolle-

ment deés que ¢, = ¢ la vérifie. L'application $(A) = U Ao
A2

pour A € JG, doit donc avoir un noyau admettant un générateur com-
pact dans J6., Il en est ainsi si et seulement si on peut trouver

T tel que ¢(A) = U A
1 s\ < o

verture, (¢’admet un générateur compact si et seulement si il existe

AB * En effet, comme ¢ est une ou-

d%)é JG(JG) tel que la famille stable pour la réunion et les trans-—
lations engendrée par CBO coincide avec la famille D des invariants
de ¢, constituée des translatés des AB, A = 1. Ies éléments de d%
sont alors conternus dans une boule fermée de rayon Ro . Si 1l'on dé-
signe par p le sup des Az telsqu'un translaté de AB soit dans d%
foﬁt homothétique AB, A2 kg est réunion de translatés d'éléments

de<ﬁ% , et par suite on a bien ¢(A) = U A - La réciprogue
: ]SXSpO '

\
est immédiate.

Si by = 1, on a vu dans la note 112 que le compact B est néces—

" sairement convexe. Pour by > 1, i1l n'en est plus nécessairement

.-/’
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ainsi, et il existe des compacts B non convexes tels que la granu-

lométrié selon B vdérifie la condition de recollement,

Par exemple, dans (RZ, prenons pour B la couronne fermée compri-

- se entre les deux circonférences de centre O et de rayon Ro et R

2(R+R,) 1
(RO < R1). On vérifie sans peine que pour A 2 —g—7—— » AB est
1 7o
réunion de translatés de B, et par suite :
2(RO+R1)
o) = U Mp v Mo T TERE

1 < A . Ko

v’On‘ a vu les avantages qu'entraine 1'introduction du noyau dans
1'étude des applications compatibles avec les translations. Nous

allons essayer de généraliser ce point de vue.

5 - LES ESPACES HOLEOWORPHES SV(JG) ET gv(g)

-

Soit E un espace ICD (non compact en général), et (L une partie
de 9P (E), qui sera toujours, dans ce qui suit, soit F(E), soit S6(E).

Nous dirons qu'une partie (¥ de (X est permise dans (A pour la réu=

nion si A' € d, A €(¥et A' D A entraine A' € ¢¥. Notons que si &

est permise pour |J dans (X son adhérence dans X est encore permise

pour | . En effet, si une suite A € ¢¥ converge vers A € dans
et si A' € contient A, on a A U A € ¢ (car est stable pour la
réuﬁion, et ¢* permis pour UJ) et A, U A converge vers AU A' = A

dans O (& cause de la continuité de la réunion dans & = ¥ ou J6) ,

et par suite A' € (*. De méne, l'ensemble constitud des familles ¥

permises pour |J et fermdées dans (X est un sous-—espace fermé, donc
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compact, de ¥(LX)_. En effet, soit ¢, une suite de familles permi-

ses pour |J et fermées dans  convergeant vers dans F(A), et
soient A € % A' €d, A' o A. On peut trouver une suite A €&
convergeant vers A dans &, Comme AnlJ A' € ¢, converge vers AU AT

='A' dans X, on a A' € (¥Yet (Fest permis pour {J. Dans ce qui suit,

nous nous intéresserons & l1l'espace 3V(CZ) constitué des familles &

permises pour |J et fermées dans (X qui ne sont ni vides ni identi-

ques a X, ou, ce gui revient au méme, telles que % ¢ et @ £ .

3V(CZ) est un espace localement compact (puisqu'il se déduit d'un

espace compact par enlévement desdeux éléments @ et (X). Pour gu'’
il soit compact, il faut et il suffit que 1l'espace de déparf E soit

lui-méne compact.

Nous allons maintenant construire un systeme de générateury pour
la topologie induite sur 3V(CZ) par celle de ¥( &), (= € ou ¥, en

nous appuyant sur le lemme suivant :

Lemnie 2 = Soit E un espace ICD, U3 une base de la topologie de E,

(' cJ¢(E) une classe de compacts stable pour 1l'intersection finie

telle que la classe stable pour 1'intersection infinie et la ridu-

nion finie engendrée par ¢ coincide avec J6(E). Alors la topolo-

Be®et les V', Ce €.

gie de F(E) est engendrée par 1les Vs

On sait que la topologie de F(E) est engendrde par deux sortes

1

d'ouverts : les ouverts de type's ¢ i (qui engendrent la topologie

de la semi-continuité inférieure), qui sont les Ve, G € G(E) 5 et

les ouverts de type s ¢ s (qui engendrent la topologie de la semi-

continuité supérieure) qui sont les vE , K ed(E) .

Tout G € G est de la forme G = | B; pour des B, € B, et on a

”
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Vg = VUBi = {J VBi . Par suite, les VB y B € J3 constituent une base
pour la topologie s ¢ i sur F(E).

Désignons par @' la classe stable pour la réunion et 1l'inter-

section finies engendrées par ¢° . Tout compact K €J6(E) est inter-

|
section d'éléuents de @', soit K = N C; . 5iun fermé F est
. ' iel '
dans Vk y On a N (Ci N F) = ¢. Comme les Ci sont compacts, on
iel '
peut trouver un nombre fini d'indices i1, . ..ik dans I avec ¥ N Ci1 N .

t 1

.o Cik = ¢. D'ailleurs C' = (’i1
t

K . On a donc F € VC c VK . Btant dans @' , C' est de la forme

c1u...U0n,cje¢>etvc'=vU”j=

1
N eee N Ci est dans ' et contient
. ‘

v J . Par suite les ou-

OB

J=1
verts yC , C € @ engendrent la topologie s ¢ s.

Appliguons ce lemme & l'espace ICD X (= JG ou 7).

Si d= 3(E), on peut prendre pour & la classe des Vlé o. N @i
. : 1,.. k

(avec X € 6 et Gi € q), et pour & 1a classe des V% K n a
1’.. l{

(avec G € G et X, €J6). De méue, sid =J$6(E), on peut prendre pour
43 1a classe des V}é G (F e3 et Gi € G) et pour @ 1la classe
1,.. k \ )
/C z
'}E: P (K € J6, Fi € 7).  Dans ce dernier cas, on voit appa-
1, L k .
raltre le complémentaire K® d'un compact, au lieu d'un ouvert guel-

des V

conque, parce gue les ensembles d'une famille compacte dans JC(E)

- sont toujours contenus dans un compact fixe.

|
|
|

In désignant par Q' celuil des deux espsces F et JG qui n'est

pas Q, on voit que l'on a toujours :

(o

i,

B o NG5 aear, e ca)

A | .
@= {VA'1"°A'km a; Aoéa, A'iG(l'}
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et les v I' € 63 engendrent lz topologie s ¢ i sur F(A), tandis

P’
que les VX, Y € @ engendrent la topologie s c s.

Examinons maintenant la topologie induite sur 3U(CZ)'par celle
de 3(A), topologie localement compacte, rappelons-le. Soit
(¥ € 3U(Cl) (ctest—a~dire : ¥ fermé et permis pour | dans (X,

O# ¢y, & £ ). Soit y € ¢ un compact de la forme

AC
x = V¢

[XUPG vk, c'est-a-dire N xy = @ signifie que tout A € CYréncontre
Az du est disjoint de 1'un des A; . Coume C}’# ®, soit A un élément
de (¥. Supposons A ﬂ'Ag = ¢, A n'est pzs vide (puisque ¢ £ ¢¥*) et
est disjoint de 1'un des A; , par exemple A N A; = ¢ . On peut tou-
~ jours supposer A; & Ag (sinon A; est superflu dans 1' écriture de

x). Soit donc x, € A; y Xy £ Ag . L'ensemble A.U{X1} est dans <%,

donc dans V¥, et il est disjoint de A] . Donc il est disjoint d'un

t t
autre Ai , S0it A2 + En réitérant le raisonnement, on arrive a un

t
ensemble A U {x1,,..xl} disjoint de Ag et rencontrant chacun des Ai
appartenant a (¥, donc a VX , ce aul est contradictoire. Par suite

A rencontre Ag , et
A
¥ € VV c VX
_ Ag
On peut donc remplacer VX par l'ensenble des (¥ disjoint de V R

c'est-a-dire par la famille { . e gU(CZ), eV c}
‘ ‘ A
0

1
GA, ¢ un élérent de €, ¢ VF Si-
1 . 0 k '
gnifie que (¥ rencontre : VGA G. + 1es G, ne sont pas
17° 7k +

Soit, maintenent, I = V
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contenus dans A' (sinon I' = ¢, et VP =_¢). Soient Xy € Gi R Xi# A .
t
Si A€ vA N, &, U fx;} eorNrT (puisque ¢* est permis pour U).
i !
Inversement, si ¢* rencontre I", (¥ rencontre vA > T . Donc Ue¢ VP
!
équivaut a LPF]VA # ¢. Ainsi, on peut remplacer les VP s, I' € &3

par {ﬁyz e 3U(C2), GVF1VA' # ¢t. In résumé

Proposition 8 — Soient E un espace 1CD, X l'espace 3F(E) (?esp.
56(E)> et @' l'espace JG(B) (}esp. 3(El>, et 3U(Cz) le sous—cs—

pace de F(CX) constitué des parties ¥de (X permises pour |J et

fermées dans (X vérifiant F# ¢ et ¢ £ ¢ . La topologie induite
_sur 3U(CZ) par celle de () est localement compacte. ILa topo-
logie s ¢ s sur gU(CX) est engendrée par les ouverts de la forue

{'C?C v cl y A€, et la topologie s ¢ 1 par les ouverts de la
A”’ ,

1
forme { &N VA # @}, A" € &', La réunion de ces deux femilles

d'ouverts engendre la topologie de Fy e

Nous allons maintenant montrer gue ces deux espaces SU(CZ) et

3U(CE) sont homéomorphes. A cette fin, donnons d'abord un procéde

ermettant de construire 1ltadhérence (> € %..(OL) d'une partie ¥ de
P J p

O permise pour |J dans O .

Proposition 9 — Soit <& une partie de (X permise pour |} dans .

~Posons

so'= N v,na &= n T, N
AE()— : ? A!ec}l

Alors O est 1'adhérence de 22 dans CL .

Si =@, 0 = ' et par suite F= ¢. Si = A, ' = ¢ et
(> = ., Dans le cas général, si A € (¥, A rencontre par définition

tous les A' € ', donc appartient a 5;, donc - ¢ ¥, On vérifie
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immédiatement que (*est fermé dans CX, donc (* contient 1'adhérence

de ¢”. Inversement, si A n'appartient pas & l'adhérenoe<ie§fﬁ Ae ',

tel vA' et v
G, € G tels que A€ G, e G,

. . . A A
taire de ¢# est permis pour N, on a aussi A € V et NV =@ ,

disjoint de ¢*, Comme le complémen-

' _
Mais O?F1VA = ¢,équivaut & C'c V , C'est-a-dire & A' € ', et

A'
t —
A€ VA , S0it AN A' = @, entraine alors A £ (. Donc ltadhérence de

(¥ contient (¥, et par suite (¥ est 1'adhérence de ¢¥ dans (X,

Corollaire {1 - L'application - ' de 3U(CZ) dans 3U(61') dé-

finie par
f = N (v,n Q)
| &7l A
est une bijection de 3U<Cl) sur SU(CL')'Vérifiant la formule de

réciprocité :

g= n b, NnA
A€o0

La proposition 9 que 1l'application !~ (' ginsi défini constitue
une bijection de gU(Cl) UouU [} sur 3U(Cl') Uou {ar'} vérifiant
la ‘formule de réciprocité indiquée. Dans cette bijection ¢ et L

ont respectivement pour images (' et @, d'ou le corollaire

Corollsire 2 -~ La bijection (¥ - ¢'du corollaire 1 est un homéo-

worphisme de gU(Cl) sur 3U(Ci'). Dans cet homéomorphisme, 1'ima-

ge de l'ouvert s ¢ s {.Opc Y C} de 3U(CI) (AL € () est 1'ouvert
4 A

scif{o! D'VA # ¢} de 3U(CL'). De méme, 1'image de 1'ouvert

' '

scif{¢n v Z @} (A' e ') de KU(Cl) est l'ouvert s c s
1 ]

{0 c VA'C} de EU((QL )

En effet, soit (¥¢ 3U(a). (g VAC équivaut & @ A € ¢¥, A, C A

7
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donc & A € ¢¥, puisque (Fest permis pour {J. kais A appartient & c*,

d'aprés la proposition, si et seulement si A rencontre tous les

A=¢.

A' € ¢, ou, ce qui revient au mére, si et seulement si* NV

On a donc

pcV, o ' NTHLP
A
et de méme

o' cV =U"HVA'7£¢

ArC

La bijection - O échahge donc les ouverts s ¢ s et s ¢ i, et

constitue par suite un homéomorphisme.

Corollaire 3 - Désignohs par §U(c2) 1'espace compact

F,(A) U {9} U [}« Ia bijection ¢ - (' du corollaire 1

est un homéomorphisme de §U(c1) sur EU(cx').

Dans cette bijection, ¢ a pour image X' , et (1L a pour image ¢. la
fanille vide ¢¥= ¢ est un poiﬁt isolé de 3(F), et la famille JO un
point isolé de F(JG). (In effet, E € ¥ montre que { ¥c Ve b o= {9}
est ouvert dans F(x), et { ' ﬂ VE £ ¢ = {0 1+ ¢ €} est ouvert
dans 3(46) et se réduit a {J6} dans gU(JG).

{
Pour achever la déumonstration, il faut montrer que Cﬁh ~ ¥

dans §U(5) équivaut a &' - @ dans §U(56).

o1 Uh -~ F, on a ¢ € F, donc il existe une suite F € U; , Fn

- Q
dans ¥. Soit ¢*' une valeur d'adhérence de UJn . On a &' = ¢. En

! 1 ] ' '
\ . 1 . . N . ‘
effet, si K € ¢+* , soit Knk € d;k telle que Knk K. Ies Knk sont |
contenus dans un compact KO fixe. Comme Fn -+ @ dans %, on a Fn N Ko =

= ¢ pour n assez grand, donc Fn N K = ¢, mais celad contredit

k Ny
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Knk.e ()'nk . Donc ¢*' = ¢ et &“n - @ .

. t - . .
Inversement, si 0'n -+ @ , i1 faut montrer L%1—°3’ soit ¢ € ¥
si ” est une valeur d'adhérence de L;. I1 suffit pour celd que tout

voisinage VK, K € J6de @ rencontre une infinité de é%h. S'il n'en est
K .
pas ainsi, % KO € J6 tel que V ° soit disjoint de é}h pour n assez

grand, soit Cﬁlc:VK . liais cecl équivaut & K € ¢' et contredit
0
t — -
2 ¢ . Donc O 3 .

6 ~ LE POINT DE VUZ DES APPLICATICNS ITXVEIRSES

Soient E et ' deux espaces ILD, (X une partie de 0 (E) et ¢
une application croissante de Xdans $(E'). Pour chague x € E',

posocns @

V(%) = ¢-1(V{X}) = {A: A€, x€ ¢(Aa))

¢ est une application de E! dans &(E). Pour chaque x € L', (H(x)
est permise pour U dans (. Infersement, toute application & de E!
dans l'espace 5PU(CI) des parti%s de A permises pour | dans L véri-
fie H(x) = ¢_1(VX) pour l'apﬁlication ¢ de A dans J(E') définie
par ¢(4) = {x : A€ *(x)}. ;
- |

Nous prendrons toujours ; 3(E) ou S5(E) et nous poserons,
respectivement, 3 = $(E) ou Q(E), Lt = B = SE(E) ou F(E). Comme
dans la Note 112, nous désignerons par ¢b le plus pefit prolongement

(non fermé) de ¢ sur &B , et par ¢a le plus grand prolongenent de

¢y, sur X, d'ou by 2 b Explicitement :
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On aura 1'égalité si et seulement si x % ¢(4A) entraine x F/¢a(A) .

c'est-a-dire si pour tout A € CL:
x/efcb(A) - TBEMB®, BoA, VA cB, A €t x £ ¢(A')

donc si :

AgOo(x)= IBER, BoA: O cV |
B

| c
Comme B € a' , vB est un voisinage ouvert de A disjoint de ¢ (x),

et cette relation entraine ¢#(x) € 3( ). Inversement, si *(x) est
fermé et permis pour |J, son complémentaire est permis pour ) et la
relation ci-dessus est vérifide. D'ol un premier résultat :

On a ¢ = ¢ si et sculement si Fapplique E! danslﬁU(CX)

En second lieu, cherchons a guelle corndition ¢ aspplique A dans
F(E') : pour que ¢{4) soit fermé pour A € X, 1l faut et il suffit
que, x, € G(A) et x, — x entralne x € ¢(4) , autrement dit, om doit

avoir :

Ae ¢(x) et x, ~x = he Ox)
Plagons-nous dans le cas ou ¢ (x) € §U((X), ¢c'est-a-dire le cas

¢ = ¢,. La condition exprimant que ¢(A) est fermée s'éerit

by(xn) ¢ v c etx ~x= Hx) & V o
_ A A
Comme les ouverts s ¢ s de Fy sont du type { (¥ c ¥V C} , cette condi-

A
tion est satisfaite si et seulement si (" est une application s ¢ s

Ve
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de E' dans §U . On a donc montré 3 ¢ = ¢_ et ¢(A) fermé pour A € X
e O(x) fermé pour x € E' et ¢(A) fermé pour A € A & ¢ est une

application s ¢ s de E' dans §U(CZ).

Montrons que ceci équivaut encore & ¢ s ¢ s de A dans F(E').
En effet, si ¢ est s ¢ s, on vérifie immédiatement que l'on a
¢ = ¢a . Inversement, si C¥est s ¢ s, les équivalences ci-dessus
montrent d'abord que ¢ applique X dans F(E'). Soit K € JE(E').
¢ sera s ¢ s si ¢-1(VK1) est fermé. Or ¢—1(VK,) = Lg} o~ (x). Soit

5 XE ‘4

A, € ¢71(Vy,) telle que A — A dans (. Pour chaque n, il existe
i ] [- 9 s o t e ’ -
X, € K' tel que A € Cz(xn). Soit x une valeur d'adhérence de le
suite X, dens K'. Comme (¥est s ¢ s, on trouve A eC}(xO), soit,

puisque x, € K', A € ¢—1(VK,) : ¢_1(V ) est fermé, et ¢ est s c¢ s.

Xt

En résumé :

Proposition 10 - Soit ¢ une application de (X dansgp(E'), et ¢¥

1'application de E' dans $°(¢X) définie par O(x) = ¢“1(V{X,})..

les quatre propriétés suilvantes sont équivalentes
1 - ¢ est une application s ¢ s de X dans z(8').
2 = Pest une application s ¢ s de E' dans §U(CZ).
3 = Pour tout A €, ¢(A) est fermé, et pour tout x ¢ EB', (x)
est fermé.
4 - ¢ applique (X dans 3(E') et coincide avec le plus grand
prolongement sur X de son plus petit prolongement sur <&

(B= L) st A=3(5), et B =g(E) si A =36(w)).

Soit maintenant ¢ : AL — g%fr)telle que ¢ = o, clest-a-dire
telle que & applique E' dans §U(cz). Cherchons & quelle condition
¢ est s c i, ¢ s ¢ i équivaut, d'aprés la proposition 10, & la

condition : v A' € Q' , l'ensemble des x tels que ¢*(x) N VA £ ¢
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est ouvert dans E' , soit 7 A ec}(x), ANA =¢, Or ANA =9
équivaut & Ac A'C et A'C ¢ 3., Ainsi, s ¢ i équivaut & : v B € B,

U ¢(A) est ouvert dans E'. TFinalement :
AcB

O’ est s ¢ 1 si et seulement si by applique &3 dans G(E").

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 11 -~ Soit ¢ une application de A dans QD(E'), by,

son plus petit prolongement sur g3 ’ ¢a le plus grand prolonge-
ment de ¢, sur A . Pour que ¢,, applique J3 dans G(E') et que

¢ = ¢a y il faut et il suffit que ¢ soit une application s c i

de E' dans gU(CZ).

Corollaire — Pour que ¢ soit une application s ¢ s de X dans

F(E') et que son plus petit prolongenent ¢b applique &3 dans

G(E'), 11 faut et il suffit que ¥ soit une application continue

de E' dans §U(CZ).

Lorsque E = R™ et que ¢ est compatible avec les transliations,
O (x) est le translaté CZ% du noyau . Dé&s gue (¥ est fermé dans
A, 1'application x a'éfk est continue,'et les conditions du corol-

laire sont remplies.

Considérons maintenant 1l'homéomorphisme - ' du corollaire
3 de la proposition‘9. A toute application &* de E' dans §U(CI) y
cet hoﬁéomorphisme associe 1'application (*' de L' dans §U(CI')
définie par : ;

' - v ot
1}. (x) N Q&(x) AN
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A ces applicatiohs O et (" sont associées les applications
b1 A - P(B') et ¢': A" - P(E') respectivement, qui vérifient
¢ = ¢a et ¢! = ¢'a, » Il est clair d'ailleurs gue ¢' est duzlede

¢b et ¢ duale de ¢'b, .

On a vu dans le corollaire 2 que cet homéomorphisme ¢¥—- (O
échange les ouverts s ¢ s et s ¢ i de JU(CZ) et SU(<I'). Autrement
dit l'application *: L' - 3U(CI) est s c s (s c i) si et seulement
si (#' est s c i (s c¢c s). D'apreés les propositioné 10 et 11, il en
résulte que ¢ applique & dans G(E') si et seulement si ¢' est
s ¢ s, et de méme ¢ est s ¢ s si et seulement si ¢; applique 8B’
dans G(E'). Pour que ¢ et ¢' soient toutes deux s c s, il faut et
1l suffit que ¢ soit s ¢ s et ¢, applique &3 dans G(E'), ou encore

ue ¥ soit continu. Ainsi :
qu

Proposition 12 - Soit ¢ une application de (XL dans &P (E') vé-

rifiant ¢ = ¢, sur L, et ¢ 1'application de E' dans gU(CX)
associde & ¢. L'aprlication ¢' de X' dans ¢°(E') associde

a "' : BE' - §U(CX'), et ' étant lides par les formules ré-—

ciprogques
o(x) = N nwna o, ox)=n - VN
A€ & (x) Ave o' (x)
vérifie édgalement le condition ¢! = ! . Ies quatre propriétés

a'

'suivantes sont alors équivalentes :
1 = (¥est une application s ¢ s (resp. s ¢ i) de L' dans
~ \
F () . -
2 ~ (' est une application s ¢ i (resps s ¢ s) de E!' dans

)
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3 — ¢ (resp. ¢') est une application s ¢ s de (') dans
- E(E).
4 =4y, (resp. ¢,) applique EB' (resp. &> ) dans G(E').

De méme encore les cing propriétés suivantes sont égquivalentes

1 = ¢ et ¢' sont s ¢ s.

- ¥ est continue.
]

or est continue,

¢ est s c s et ¢, applique &3 dans G(E').

VoW no
i

-~ ¢! est s ¢ s et ! applique &3' dans G(E').

'bl

G. LATHERON ' Janvier 1971



