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LA THECRIE DES FONCTIONS ATEATOIRES INTRINSEQUES GENERALIZEES

0 — INTRODUCTION

Je e propose dans cette Note de deonmer un statut metiématicue
précis aux gubiguités gqui s2 manifestent lorsgue 1l'on essaye d'inter-
préter en fermes physiques les résultabs du krigsage universel. Ces

amblgaitée sont lides a 1V indébarnination algébrigue gui affecte le

o

=)

variogramma sous-jacent, ou (ce gui revient au nérme) au statut fonc-
tionnel ou aléatoire gue l'on peut, a volonté, attribusr & la dérive.
Plutht que par un varilogramne sous—jacent, c'est par une classs de
variogramues dquivalents, définis 5 un polyndme prés, que l'on doit
ici caractériser ou interpréter la réalité physigue. Certaines propri-
Ziés des sstimateurs qu'introduit le K.U. gont lides uniguement & cet-
te classe d'éguivalence, et non au choix particulier d'un variogranme
dans cetﬁe classe. Nous dirons gu'il s'agit de propriétés intrinse-
ques. Ainsi, la forme de 1testimateur optimal de la dérive est une ca~
ractéristigue intrinsegue de la T.A., mais non la variance ga'on luil
attribué. Nous verrons qgue la krigeage, au contraire, possede le ca-
raebire intrinséque A la fols dans sa forme et dans sa variance. Le
but de cette Nobe est précisément 1'étude de ces propriétés intrinse—

gues on tant gque telles.



1 — DEFINITION DES F.A.L.

1-1__L'espace A des combinaisons lindaires finies.

Nous désignerons par A l'espace des mesures a support fini dans
R, Si f est une fonction quelcongue sur Bn et si1 A € A, l'éxpression
vgkf = Jf(x) A(dx) représents donc une combinaison linédaire finie de
1a forme 35 A% f(xa).

64

. n . ’ - N
Si 7 : R - H est une fonction aléatolirz d'ordre deux, c'est-a-

pa) .

. i . n . .
dire une application de R dans un espace de Hilbert H de varilables
aléatoires, 7 s2 prolonge immédiatement par une application lindaire

de A dans H. Il suffit de possr :
zZ(N) :f?\(dx) z(x)

On p:ut alors définir sur A la fonetion |IA|] = HzZ(A)H. )1Z]] est une
norme i vfx(dx) 7(x) = 0 entraine A = O. Si 1'on désigne par o(x,y)
la fonction de covariance de Z(x), cette condition équivaut a la posi-

tivitéd stricte de la mabrice Supg = G(XQ,XB) pour tout ensemble fini

§]

. C s jal - .
de points X, dietincts dans R . Moyennant cette condition, A munl
de |IAMl est prénilbertien, et son compldté A s'identifie a l'espace

: - . - n o . .
de Hilbsrt H engendré par les Z{x), x € & . On peut dire aussi que

~ . . , . .
% est 1'espace des intéerales stochastiques (am sens large) de Z(x).

S B V]

I1 y adra souvent intérét & munir A d'une aubre topologie. Dé-

signons par MC 1'espace des mesnres a support compact, dont A est un

sous-vectoriels M est le dual de 1l'espace des fonctions continues

[\

muni de ls topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Nous

nunissons MC de su topologis fainle, et A de la topologie 1nduite par



la précédente. Pour cette topologie, la comvergence p. = p (crest—-a-
direijun@ *_(“@ pour toute fonction continue @) égquivaut a l'enssuble

des deux conditions suivantes

- 1t La sulte y converge vaguement vers y.

- 2 : les supports des p restent contenus dans un compact fixe.

Pour que la F.A. 7%(x) soit fortement continuz, 1l faut et il

/

suffit gue Z(N) soit fortemsnt continue lorsgue A est munie de la to-
pologle faible de I, . Bn effet, cetbe condition est évidemment suf-
fisants. Inversement, si Z(x) est fortement continus, la covariance
o{x,v) est continue sur Y x B . La convergence faible Ay = O dans
Ac i, entrainant dans MC celle des mesures—-prodult A, ® Ay 0O, on
a alors L[An(dx) o(x,y) An(dy) = Hz(xn)”2 -0, et Z(\) est continue.
Lorsqiue cette condition est réalisée, on a Mc A , et 1'appli-
cation de I, dans H définie par Z(p) :\fp(dx) 7(x) est continue pour
la topologize faible de Me‘ Cette appliration est injective pourvu que
Jﬂugu = 0 entralne p = 0 dans Mc' Mais 1'application réciproque n'est

pas continue, et la topologic faible sur MC est toujours plus forte

que la topologis préhilbertienne induite par T

1—2 LGS F.A-Soq_—;o

S0it Z une F.A. d'ordre 2, H 1'espace de Hilbert engendré par
les (%), x € R'. La transiation x — x + h se prolonge sur H par un
groupe Uh , avece en particulier Z(Th ) = Uh z(n), Ty, désignaﬂt la

tranclatée A(dx-h) de N € A , soit explicitement 3



J\K(dx) Z(x+h) = Uh j}\(dx) Z%%

Lorsque le groupe Uh , N € R" est unitaire, on dit que la fonction
aléatoire Z est gtationnaire (F.A.5.T.). Dans ce qui suit, nous sup-

posons que Z est une F.A.S.T. fortement continue.

Rappelons guelques résultats classigques. OUn désignera par HO
le sous—cspace de H constituéd des dléments invariants par U (c'est-
L (oo - ; ny .
b-dire vérifiant U, X = X pour tout h € R ) et par B le projecteur

de H . Si H_ s8¢ sompose uniguement des constantes, B s'identifie a

— ._'O

l'espérance mathédmatigue E définie par BEX = < 1,X > (cas dit ergodi-
gue). B 72 =m_ est une V,A. de H (une constante dans le cas ergo-
: 0"x o) o

digque). La covariance stationnalire
1

o(h) = B(Z )

X X+h
ge met sous la forme @

alh) = co(h) + E(mg)

@]
<

oo(n) désigne la covariance centrée :

o, (h) = ul(z,-m )2, -n)]

X+h

©
-—b
o)
=
=
)

On szit que Oo(h) et de 1

Go<h)':gf Cos (27 u h) Xo(du)
o

ot X est ure meguare positive, symétrigque et somuable sans atome a

l'origine.



=3 Tes F.A.l.

soit, maintenant, A' un sous-espace de A que nous supposerons
fermé dang A (pour la topologie induite par la topologie faible de MC).
Nous dirons gu'une application lindaire Z de A' dans un espace de Hil-
bert 0 est une fonction aléatoire géndralisde d'ordre 2 (F.A.G.) sur
A'. Nous prendrons en géndral pour H l'c¢space de Hilbert engendré par
legs Z(A),\ € A', et nous supposerons gque 2 est une application forte-
ment continue de A' dans H pour la topologie induilte par MC sur A'.
(F.A.G. conbinue). Nous supposerons également que HZKH = 0 entraline
A = O dans A' et nous désignerons par At 1le complété de A' pour la

+A' est 1l'espace

norme préhilbertionme définie sur A' par [N} = 112,
des combinaisons linéaires finies autorisées, A' est l'espace des in-

tégrales stochastigues autorisées, et peub 8tre ddentifide & H lui-

(D

neéme. 7 étant fortement continue, la fermeture A' de A' dans Mc est

@)
o}

~ , ~ L -
contenus dans A' , et l'espace M A' coincide alors avec A'.

Commz A' est fermé dans A, 11 existe une familbe;fé,—ge L de
fonctions continues telles que N € A' e Jﬁx fg': Q0 pour tout 4 € L.

De méme 3

LLGA':MCHY\:'@ViGI,fu,fQ:O

Ainsi &' est 1'orthogonal dans M, des fonctions f'e, €€ L.

Pour généraliser la notion de stationnarité, nous devons munir

. ~ . . 2o s .
1 du groupe (continu) U, prolongeant sur A' 1l'application définie par

U Z2(n) = Z(Th A) pour LA € A (Th A = A(dx=1) est la mesure transla-

tée de N). Nous dirons alors que 7 est une fonction aléatolre intrin-

sogus (FLALT,) sur A' si ce groupe Uh est unitaire, autrement dit si,



pour tout N € A, Z(Th A) est une FLALS.T. en h € Eﬁ .

La définition du groupe U, donnde ci-dessus n'a de sens que S1

A est stable pour ies translations , c¢e que NOUsS SUpPpPOSErons évidem—

mens. Mais A' est stable pour les translations si et seulement si son
orthogonal possdde la méme propriété. Autrement 4it, 1l'espace (fermé
dans ) engendré par les fonctions £ , {e L doit 8tre lui-méme in-

varisnt par translation. $1 L est fini (ce que nous supposerons dans

ce gqui suit) ceci implique 1'existence d'une matrice B(h) vérifiant :
f[(m—h) = Bf(h_) 5 (%)

On montre alors que les £ sont nécessairement des exponentlelles—

olynomes. Nousz nous limiterons dans ce qul sult au cas 1le plus inté-

N

Tre

T
w0

esnt qui est celui ol les f (x) sont des polynomes. Plus précisé-
ment @
Pour k entier = 0, nous désignerons p= Ay le sous-—-espace de A

constitud dog mesures A & support fini vérifiant s
i1t
. i
X X ese X Adx) =
J 1 2 n (dx)

pour 1,,...1 entiers = O tels gue i, + 1, + ... + 1 < k. Pour abré-

1 noo - 1 2
ger les nobtations, nous 5crir0ﬁ“ en géndral ¢ pour (*1"".n)’ P <x
11 i,
pour 1, + ... ¥ i, < ket f (x) pour X, ... X, . lous dirons gu'une
L
FoALT. sur A est une fonction aldatoire Intrinscgue d'ordre k

(FoAT.-2)



? - RGPRESENTATION DES F.A.I.

=1 Formales dq_trans@grmation.

51 7 est une P.A.I. sur un sous—espace A' de A, convenons de

. _ igl , . .
dire gu'tun= F,A. Y(x x € R est une représentation de Z sl pour
4 b4 el p

tout X € A' on a

2(n) = jx(am V(%)

Limitons-nous au cas ouw 7 est une F,A.L.-k. I1 est facile de trouver
des mesures xe c A (€= (i1""in>’ i1+"'+in < k) telles que l'on

ait
(2-1-1) j?\g(dx) £°(x) = &

, L Nl 7 Iy - -
Pour tout x € R, on a (BX - fx xg) € Ny . Considérons alors la

v

F.A. définie par

(2-1-2) v(x) = 4(6 - f£ rp)

Y(x) est unc représentation de Z. Hn effet, soll A € Ay clest-a-

dire vérifiant

fx(dx) fg(x) =0 (< x)

A. Comme 7 est par définition une

o _ el on
d'olr aussi \fﬂ(dx) [6X Ry

application lindaire de A, dans H, il =en résulte
Bx LLeas e I’ ’

Z2(n) = V[%(dx) Z[&X - fg Kp] thx(dx) Y(x)

(%

et Y(») est bien une représentation de Z.



51 X(x) est une autre représentation de Z, on a par définition :
Z(\) :MJX(dx) Y(x) :fo(dx) X(x) pour tout N € Ay . En particulier,
¢

pour A = bX - fX Ae , on trouve

Y(x)

i

Y(x) - ff fx€<dy> T(y)

il

X(x) - fﬁhfkg (dy) X(y)

On en tire les conségusnces sulvantes

~ Ta reprdsentation introduite en 2-1-2 est caractérisée par les

relations

(2=1-3) Jfke(dX) Y(x) = 0O

En effet, si une autre représentation X(x) vérifie (2-1=-3), on

trouve Y(x) = X(x) - fg (%g(dy) X(y) = X(x).

J

~ Toute =zutre représentation X(x) de Z est de la forme 3

(2=1-4) x) = ¥v(x) + A@ fé(x)

ou les A%?SOHt des V.A. vérifiant AP :\Jke(dy) X(y). Inversement, don-
nons-nous des variahles aldatoires A, (non nécessairement dans H).
La F.A. définie par (2-1-4) est alors manifestement une représentation

de Z, puisqufj& X :\JX Y pour N € Ay et vérifie d'ailleurs :

(2-1-5) Ag =vfxg(dy) X(y)

comie 11 résulte aussitdt de (2-1-1) et (2-1-3). Alnsi, les relations

(0—=1-2) et (2-1-4) donnent la forme générale de toutes 1es représenta—

tions de Z.



I1 est clair que, 7 étant supposé fortement continu sur A mun 1
de la topologie induite par MC, toutes les représentations de Z sont
des T.A. fortement continues (réciproguement d'ailleurs, Z est con-

tinue sur A dé&s gu'elle admet une représentation continusz).

Fn ce qui concerne les covariances, posons
o, (3,y) = BY, T.) o, (xsy) = BIX, %)

T1 résulte aussitdt de (2-1-4) et (2-1-5) les formules de transforma-

tion suivantes

% 0 () = o ley) = £ (2] o (zy) - ££ [1,(42) o, (x2)
( ,
g + ff{ ny Ao (d2) o (5,2) aglaz")
(2-1-6) (
%begy)-:cybgy)—kf£<iA€,Y(yk>+ f€< Aa,de >
% +f£f§j<Ag,AS>

Ta secconde de ces relations se met sous la forme i

€ ¢

(2=-1=-7) UX(X,y> = g, (x,7) + f 6(y) + f aé(x) + Ty £ y

A . . n .
on leg ayp sont des fonctions continues sur R et T@s une matrice = O.
Inversement, si 1'on se domne des Tonctions continues ap et une ma-—
trice = C Tp, » il existera une représentation X(x) vérifiant (2=-1-7)

si et seulement si les 2 conditions suivantes sont satisfaites :
1 -4 Y@ € H: <Yy, Y(x) > = ae(x)

2 - qu > < YQ y Y >

D



Ces rondibions sont nécessaires, comme on le voilt en prenant pour Yg
la projection de AE dans H, et 11 est facile de voir gu'elles sont
sufiisantes. La condition =1 égquivaut & la continuité des formes

A ~‘Jx ae, sur A muni de la norme

A = uj %) n(ax)||

tegt-a-dire a l'existence de nombres B@ tels que pour tout A € A :

Umx ap (%) gﬂx (ax) o, (x,7) Ny(dy)

Nous avons déja rencontré ces conditilons dans la théorie du Krigecage

Universel,

o—2 Formule des translabtions et conséquences.

Soit Z une P.A.I.-k continue. Ayant fait choix de mesures xc

vérifiant (2-1-1), considérons la représentation

Y(x) = z(&sX - f}{f 7\6)

Comme 7 est une F.A.I., on a par définition :

U, Y(x) = Z(6X+h - fg T, xg)

Q r _@ Q
T X ~ —_ -— -
Or Z((SX_H - fg+h xe) = Y(x+h) par définition, et, d'apres (1-4-3), on



- 11 -

x+h X x+h

z(f? 7‘@ - fg T, xe) = ff ng(dz) Y(z) - fff}\g(dz) Y(z+h)

i

- fﬁgjkg(dz) Y(z+h)

On en déduit 1la formule des translations

{

U Y(x) = Y(x+h) - Ae(h) £ (%)

(
(
(2-2-1) E
(

il

Az(h) ~(xg(dz) Y{(z+h)

De cette relation va découler une majoration qui jouera un rdle capi-
tal dans la théoris des F.A.I.-k. Comme HYXH est continue et que les
ke € A ont leurs supports contenus dans un méme compact, 1l existe

B> 0 tel gque

bl =1 = |l Jxe(dw Top =B

De la relation (1-5-1) mise sous la forme
Y = U Y_ + fp A,(dy) Y
x+h h "x x | PN y+h

et de \le < rQ avec T = |x| et = i1+...+ i, degré du polynome f ~,

i1 résulte pour |h| = 1 une majoration dela forme

. i
< UYXH + Z% b, T

”Yx+hH i

501t alors u un vecteur unitailre dean et & un nombre compris entre

0 et 1. Par itération en m = U,1,2-.... on obtient :



Ny il = HYOH + b

k
HYZUH < ”Yu” + ZO bl

k .
1, s Wyl + 2, b, (m-1)"

k .
”Y(m+e)u” < [l + Ly by

En sommant terme & terme, on en déduit une majoration de la forme

k : k+1
”Y(m+g)u” < Z% B. m" < a + b(mre)

i
Ainsi, pour tout x € B , si l'on pose r = |x|, la représentation

Y(x) vérifie 1'inédgalité :

(2-2-2) Yl = a + b ]
T1 résulte d'ailleurs de (2-1-4) gque toute autre représentation X(x)

de 7 vérifie une majoration de la méme forme.

T majoration (2-1-2) jouera un rdle important dans la suite.
Dés maintenant, nous en tirons 1'importante conséguence suivante :
1tintégrale stochastigue Jﬁp(dx) Y(x) existe non seulement pour toute

mesure p € I, 3 support compact, mals pour toute mesure p a décrois-—

sance suffisamment rapide & 1'infini. Par exemple sl ¢ € & est une

fonetion indéfiniment dérivable & décroissance rapide ainsi que toutes

ses dérivées, la régularisée

v, (x) :Jm) ¥ (xry)dy



existe toujours, et il est facile de vérifier que c'est alors une F.A.

indéfiniment dérivable.

On note d'ailleurs que, pour A € Ay, l'intégralebfx(dx) Y@(X)
ne dépend pas du choix de la représentation Y de la F.A.I.-k 2, car

o1 a ¢
\Jx(dx) 7, (x) = j@(y>_fx<dx> V(x+y)dy = J@(y) 2(7, My

:\J@(y) Uy Z(n)dy

[3)

Autrement 4it, YQP est une représentation de la P.ALT.-K ZQp définie sur

Ak par

z@(x) :~J¢(y) Uy z(n)dy

lous dirons gue Zcp cst la régularisée de Z par ¢. C'est une

P.A.T.~k iniéfiniment dérivable si ¢ € ¢ (c'est-a-dire dont toutes les

représentations sont indéfiniment dérivable en moyenne quadratique).

On notera que les dérivées d'ordre p_< k de Z(p sont des FoA.T.—(k=p).

5-% Te théorcme de décomposition.

51 V(%) est une T.A.S.T., 1l'application A »_fx(dx) Y(x) définit
évidemment sur L, une F.A.I.-k que 1'on peut désigner par Y(n). On
peut alors définir la somme dtune F.A.I1.-X ZC et de la F.A.S.T. Y(x)
(considérée comme une F.A.I.-k) : c'est la F.AiT.-k Z définie pour

A € Ak par

2(0) = 2,(00) + [A(a0) ¥(x)



On a alors l2 résultat suivent : Toute F.A.I.-K continue est

somme d'une FJ.A.S.T. et d'une F.A.T.=k indéfiniment dérivable.

Tn effet, soit 2z une F.A.I.-k continue. Considérons la fonction
p, € & difinic par sa transformée de Fourier
1
2 e 2

2 2 2
(2-%=1) Ea(u) = (1 + iﬂgTEE_ et (4R2V?? ) ) e~4man

(k' entier tel que 2 k' > k). Toutes les dérivées de 1 - 5& jusqu'a
1tordre 2 k' > k sont nulles en u = 0. Par conséquent la mesure & -

- pa(x)dx est dans Ay - D'aprés la définition des F.A.l., on a3
v (x) = 86, = 7, D) = Uy z(6 - p,)

Autrement dit, Ya(x) est une P.A.S.T. D'apros la définition méme de
la régularisée Zp , on a alors :

a

(2-3-1) Z=Y_ +Z

ol Y_ est 1'application A ”\fYa(X) A(dx) définie sur Ay & partir de
la F.A.S.T. Ya(x), et ol Zp est une F.A.l.-k indéfiniment dérivable

a
ce qui constitue le résultat annoncé.

51 Y(x) est une représentation gquelconque de 7, on a Ya(x) =
— — { 3 —
Z(cSX - T, pa) = Y(x) V[pa(y) Y(x+y)dy puisque &, = T, P, est dans

Ay 5 oet (0-%=1) s'éerit simplement :

(2-3-1") T(x) = [Y(x) - Ypa(X)] + Ypa(X)



Notons encore le résultat sulvant : Toute F.,A.T.~-k Z est limite de

FLA.S.T, Yn(X) en ce sens que pour tout A € A, la suitevfh(dxl Yn(x)

converge dans H vers Z(A)-

Cela résulte assez facilement de (2-3-1) ou (2-3-1'). Il suffit,

en effet, de montrer que pour tcut A € A, la V.A.

k

za(x) - j?\(dx) Ypa(x) = fpa(y)dy f?\(dx) Y(x+y)

converge fortement vers O pour a infini. Comme A € A, ’-fh(dX) Y(x+y) =
U 2Z(\) est une F.A.S.T. Désignons par x(du) la mesure spectrale as=—

y
socide a cette F.A.S.T. On .a alors

2

k!
2.2 2.2
[z, (0)]° = J|ga<u>j;2 y(au) = fe'8ﬂ e M) Yy (au)

Or lga(u)lz tend vers O pour a infini, et vérifie I'};a(u)l2 < 1 pour
a assegz grand. Donc E[Zo(x)]2 = ”Za(x)H2 tend vers 0, et le résultat

en découle,

2—4 Dérive d'une F.A.I.

Soit E, le projecteur de 1'espace HO des éléments de H invariants
pour Uh (EO coincide avec l'espérance dans le cas ergodique). Si Z est
une F.A.T.-k, 11 en est de méme de m_ = EO(Z), définie en posant
mo(x) = EO(ZK) sur A, , €t m_ est continue dés que Z est continue

(ce gque nous supposerons).

Considérons la représentation de m définie par la formule habi-

tuelle



0

X

(2=-4-1) m (x) = m (6, - £ xg) - B (Y, )

Alors mO(X) est un polynome de degré = k+1 & coefficients dans HO

(constants dans le cas ergodique).

n effet, quitte & remplacer Z par une régularisée, supposons
d'abord 7 indéfiniment dérivable. m_ ¢t sa représentation,mo(x) sont
également indéfiniment dérivables. Comme mO(X) € HO , la formule des
translations (2-2-1) donne :

n(x) = m_(xrh) = &y(h) #Cx)

),

puis une fois en h, ce qui falt disparaltre mo(x), on constate que

Fn dérivant k+1 fois en x, ce gqul élimine les termes ¢en Aé(h) f

toutes les dérivées d'ordre k+2 de mo(x) sont identiquement nulles,
ce qui établis le résultat. Ie théoreme de décomposition montre que

ce résultat subsiste lorsque Z n'est pas dérivable.

Le polynome mo(x) 5 coefficients invariants dépend du choix de
la reprdsentation. Mails on vérifie sans peine, 4 1l'aide des formules
de transformation, que les termes de degré k+1 n'en dépendent pas, et
constitisnt dorc une caractéristique dela F.A.I. elle-méme. Par défini-
tion, nous dirons que ces termes de degré k+i constituent la dérive

de 7. Ainsi, la dérive d'une F.A,T.-k est un polynome homogene de

degré k1 & coefficients invariants (constants dans le cas ergodigue).

Dans ce qui sult, nous nous intéresserons surtout aux F.A,I. sans
dérive, pulsqgu'on peut toujours se ramener 4 ce cas en remplagant Z

par Z - m_. Pour toute représentation Y(x), E Y est alors un polynome



de degré < k a coefficients invariants.

-5 Théordme limite pour les F.A.I. sans dérive.

51 7 est une F.A.I.-k sans dérive et Y(x) une représentation

gquelcongue de 7, en posant r = lxl, on a au sens fort :
YX
(2-5-1) 1im =T =0
r - 0o I

D'apris le thioréme de désomposition, il suffit d'établir le thé-
oreme dans le cas ol 7 est indéfiniment dérivable, donc aussli la re-
présentation Y(x). La théoreme c¢st vral pour k = 0 (fonctiona aléatoi-
res intrinseéques au sens ordinaire). Supposons-le établi pour k-1.
Comme 7 est supposé dérivable, on peut cholsir pour Y(x) la représenta-
tion gui s'annule en x = 0 ainsi que toutes ses dérivées d'ordre < k.
3i g et r désignent le vecteur unitaire et le module de x € m?, on a

alors
T

Y(x) = ot J 94 Y(ap)dp
O

et par suite :

r
ST (LA IERI LT
@]

Mais d. Y(x) est une F.A.I.-(k=1), et, d'apres 1l'hypothése de récur-
i P

rence, 1a fonction

2(p) = J5 T 1o (o)l

tend vers O pour p infini. On en tire :



r T

w7 I = —we f o elo)ap = 3 j elp)dp
r r 5

@]

et cette expression tend vers O pour r infini. Ie théoreme est donc
vrai pour la représentation cholisie, et 1l résulte des formules de
transformation qu'il est alors vérifié pour toute autre représenta-

tion.
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% — LES COVARIANCES GENERALISEES

3-1_ La clasce des coveriarces associées a une F.A.T.

. . - ;o R n
Dang ce qui sult, Z désignera une ¥F.A.I.-k continue sur R~ .
Noug dirons qu'une fonction K continue et symétrique sur B (ces
deux restrictions ne sont pas essenticlles) est une covariance pour

7 si 1'orn a :
(5=1-1) Umm K(x—y) w(ay) = B[2(7) 2(u)]

pour A, p € Ay . (E désigne l'espérance mathématique). I1 suffit

d'ailleurs pour cela gue l1l'on ait
(3-1-1") JJde) K(x-y) May) = B(22) (h € a)

Nous dirons que la famille des fonctions K symétriques et continues

vérifiant cette propridté constitue la classe des covariances asso-

cides A& Z. Nous allons montrer gu'il existe toujours de telles cova—
riances, ¢t que, si 1'on en connalt une, toutes les autres s'en dé-
duisent par addition d'un polynome pair de degré < 2k a coefficients

quelcongues. Il y aura donc un théoréme d'existence et un théoreme

d'unicité & une égquivalence preés (égquivalence définie par K1 = K2 si

K, - K, est un polynome de degré < 2k).
Par définition, nous dirons qu'une fonction K continue et symé-
trigue sur R est de type positif conditionnel d'ordre k si 1'on a

Jfo(dx) K(x-y) Ady) = O pour tout A € Ay e

11 résulte de 1la définition (3-1-1') que les covariances d'une



P.A.T.~k, s'11 ¥y en a, sont de type positif conditionnel d'ordre K.
Inversenent, si K est une fonctlon de ce type, on peut construire une
F.A.I.-k Z telle que les Z(N), N € Ak solent deg gaussiennecs vérifiant
(3=1=-1"). I1 y aura ainsi identification entre les covariances des
F.A.T.-k continues et les fonctions continues symétriques de type posi-

tif conditionnel d'ordre k.

3—2 Ie théorcme d'unicité.

S KO est une covariance de la F.A.I1.-k Z, il en sera de méme de
toute fonction de la forme KO + K sl et seulement si K vérifie
vgk(dX) K(x-y) pldy) = 0 pour A, p € Ay, ou, ce qui revient au méme,

sioe
(3-2-1) VA€ L, Jx(dx) K(x-y) A(dy'= O

Te théoreme d'unicité & une édguivalence pres annoncé ci-dessus peut
a4

done s'énoncer sous la forme

. . , . il r oo .
Une fonction K continue et symétrigue sur R vérifie la relation

(3-2-1) si et seulement si c'est un polynome pair de degré < 2k.

On vérifie sans difficulté que les polynomes de degré < 2k sa-

tisfont & (3-2-1), car K(x-y) se met alors sous la forme Kij fH(x) £(y),

j_ 4 7 . . ’ ’
les f7(x) désignant des monomes et la sommation étant étendue aux cou-
ples d'indices (i,3) tels gque 1 + j < 2k (donc 1l'un des deux est toujours

< k). Pour démontrer la réciproque, nous établirons le lemme un peu

plus géndral suivant (que 1l'on pourra comparer a la relation (2=-2-7)).
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Lemme — Pour gu'une fonction & continue et symétrique (crest-a—-

dire telle que ®(x,y) = @(y,x) sur R' x R® vérifie la relation

(3-2-2) v A€ A, jlfk(dx) a(x,y) an(dy) = O

11 Taut et il suffit que & soit de la forme :

4

(-2-3)  a(x,y) - 8,0 £ + a0 £ - 1p, 250 )

pour des constantes Tfo et des fonctions continues ag .
~

T1 est clair que (3-2-3) entralne (3-2-2). Inversement, supposons
(%3-2-2) vérifide, donc aussi.Jifx @& p =0 pour A, p € Ak' Pour A\ € Ak y

posong sur Bn :
(3-2-4) ¢, (x) = | Aay) a(x,y)
A

Cette fonction ¢X vérifie donc\fp ¢x = 0 pour tout u € Ak . Comme ¢K
est une fonction continue, elle appartient & 1'orthogonal Kt dans r
de l1l'espace Ak , qui est par définition 1l'espace vectoriel des poly-
nomes de degré < k. Il existe donc des coefficients a@(x) tels que

1'on ait
' ., 4
(3—0-4") wx(x) = de(x) £9(x)

I1 est clalir gue les ag(x) constituent des formes linéaires sur Ak .

. n
Nous pouvons prolonger ces formes sur A entier en posant pour x € R :

ae(x) = ag(éx - fi KS) + Doy £°(x)

- - . 3 '
pour des mesures xs vérifiant les relations habltuelles‘fks 5 = §

3
(o]
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et des cocfficients Dgg guelconguese On obtient le prolongement annon-
[ .

(5-0-1) 2, (M) :~jk(dx) (%) (A € A)

Soit alors A quelcongue dans A. Pour calculer 1l'intégrale

b (x) = [rdy) e(oy)

nous pouvons utiliser la décomposition :

= (\ - CQ XP) + CQKQ

G@:;thg

Comme (N - Ce ké) est dans Ay, on trouve, dtapres (3-2-4")

NETNETN TN TN

J{x(df - ((dy] a(x,y) = a@(k-C Ag) fgbd
puis, d'aprds (3-2-5)
a, (A = 07 ag) :jx(dy) ap(y) - (fxs a€>fx(dy) ()
La relation :
\[x(dy) o(x,y) =Jﬂ[f£ af(y> - fﬁ (Jfks ap) fs(y) +
+'<~jx2(dz) o(x,2)) f?(y)] A(dy)

étant vérifide pour tout A € A, , la fonction &(x,.) € £ pour x fixé

est donnée par

(3-2-6) @(x,y) = ag(y) fg(x) -~ fg(x) fs(y)vfxs a,+ T (y)J{x (az) o(x,z)
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liais d'autre part & est symétrigue en x,y. Par suite, d'apres (3=2-4")

on a pour tout A € _/\_k :
jx(dx) 3(x,y) = a,(n) fg(y)
Compte teru de (3-2-6), cecl donne :
aQ(K) :\Jxé(dz) d(x,z) Aldx)

et 1'on peut choisir comm2 fonctions ag(x) prolongeant ae(x) les fonc-

tions définies par :

ae(x) :_Jxe(dz) B(x,2)

La relation (%3-2-6) s'écrit alors

{

d(x,y) = T (%) ag(y) + fg(y) ag(x) - Ty f€

(x) £5(y)

17, = [ [rplax) oGy) a@y)
Le lemme est alnsi dénontré.

Pour établir le théoréme d'unicité, il reste & caractériser par-
mi les fonctions continues symétriques &(x,y) vérifiant (3-2-3) celles
qui sc nettent sous la forme K(x-y). Si & est dérivable, et si D est
une dérivation d'ordre k+1 en x, et k+1 en y, on a D& = O d'apres
(3-2-%). La fonction %X(h), si elle existe, a donc toutes ses dérivées
dtordre 2k+2 identiquement nulles, donc K(h), fonction paire, est un
polyn.me pair d'ordre 2k. Inversement, si K est un tel polynome,

K(x-y) vérifie bien (3-2-3).
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Si maintenant & n'est pas dérivable, ses régularisées du type
Jr@(x+z) o(y+z') o(z,z') dz dz'

par des fonctlons ¢ € B (indéfiniment dérivables a support compact)
sont indéfiniment dérivables. Si & est de la forme K(x-y), ces régula-
risées sont de la forme K¢*$(X—y) , ou K¢*$ est la régularisée de K(h)
par o * 6 dans RS, Mais ces régularisdes vérifient encore (3-2-2), de
sorte que K¢*¥ est un polynome pair de degré < 2k. Il suffit ensuite
de choisir une suite de régularisées convergeant vers & dans Mc pour
voir que K(h) est limite uniforme sur tout compact de tels polynomes,
donc est lui-méme un polynome pair le degré < 2k. Le théoreme d'uni-

citéd est ainsi établi.

%2-3 T Théoreme d'existence.

Nous allons procéder par étapes, en considérant d'abord le cas
d'une F.A.I. sans dérive k+1 fois dérivable, puis d'une F.A.I. sans

dérive guelconque, enfin le cas d'une F.A.I. avec dérive.

2.%3-1 F.A.T.-k (k+1) fois dérivable et sans dérive.

Soit 72 une F.A.I.-k (k+1) fois dérivable et sans dérive,

et Y(x) une représentation de Z vérifiant EO(YX) = 0 (par exemple,

Y o= Z(éX - fﬁ xg)). On désignera par I l'ensemble des indices 1 =

(11,...1ﬁ

) tels aque Tpreeedy solent des entiers = 0 vérifiant

Alors les dérivées Dy YX = 611,...inYX pour 1 € I sont des F.A.3.T.



Yi(x) orthogonales & H_ [EO Yi(x) = 0] . Nous désignerons par K; la
covariance de Yi , % Xi la mesure spectrale associde & Ki’ gul est

une mesure positive sommable et sans atome & 1'origine (puisque EO Yi =

0) tells que 1l'on ait
Ki(h) = Jﬂoos 2n u h Xi(du)

(uh = u1h1 Fuu ot unhn désigne le produit scalaire). La relation

2 K A(x-y) =E(>X D. Z_D. Z.)
iel T ier X Y

montre que la fonction :

Ko(h) = i% . (h)

est associde a la mesure positive sommable Xo = Z}Xi qui est également

sangs atome & 1'origine, soit

(3=3-1) Ko(h) :~Jcos on U h xo(du)

e " . . . . T . P
liontrons qu'il existe une fonction K sur R (2k+2) fois dériva-—

bles véridiant la relation :
- k
(3=%-2) ATy - (-1)}{“1{0

In effet, considérons la fonction définie par :

E dos 2n W h — Pk(gn u h)
[ K(n) = J T X, (du)
(3=3=%) g (4m< u<)
( Ve 2k
E P (2m uh) =1 - (_222_1,1_1”; et (<D)E (2n(1§k151)!



- X . N . , ) . Tl . .
La fonction a intégrer est continue sur B - {0}. La majoration

2k+2
(2n u h)
(2k+2) !

(3-3-3") lcos en u b - P, (2n uh)| <

montre qu'elle est dgalement bornée. La valesur en O n'est pas définie,
meis X n'ayasnt pas dtatone en O, 1l'intégrale existe et la relation

I 7\
(D-=Z2=7) a un sens,

i b N a7 :
liontrons que K(h) est dérivable et que 1'on peuvt effectuer les
dérivatiors scous le gigre goume dars la formule (3-3-%). Pour cels,

donriors au vecteur n un eccrcissenent 8h et édvalucns 1'accrcissernent

)

de K(h). 91 ncus posons pcocur abrdger :

nous veyons gue le numérateur de 1l'expression a intégrer dans (3-3-=3),

qui est

00 P 2p
ST (-1)F _x
£(x) Z&+1 (op)!

adret l'aceroissemernt

\,/
|
H
Y
>
N
il
[
5N
YN
1
R
[re}
[
|
7
Cn
>
A
ro
=
]
b
ro
=
| S

f(x+éx

I1 s'agit du reste d'une gérie altervide. On a donc

REs | ' 2k+2 2t
,rf(X+6X) - f(x)l < TE@ﬁ?jT ‘(X+;X) K+2 4»+2|
. 2R 2 P
- N P 2L+ p-
* (2l+2) ! 21 \“2}{4_2 ]‘SXI [X| P

Waig 2n & aussi



< on {u] |h|

X

|6x| = 2n |u |én]

A

On &n dédnit o

| £lon u(hnesh) = £(2n uw h) 1 5

‘ - = |6hlp ‘h12K+2_p

; 2
(47 u”)
T1 en réeulte facilement que XK est 2k+2 fols dérivable et que les dé-
rivatiors peuvent se falre sous le signe sonme dans ltexpression
(3=3=7%). Im particulier, la fonetion K(k) ainsi définie vérifie bien

—3=2).

ol

iz rolation (

lontrons mairtenznt que cette fenotion X(h) vérifie :
vy, 72 ) = JL{K(dX) Kx-v) ady) - (Ay u € Ak)

ce qui établira ls théoreme d'existence. En falt, tout A € A est li-

mite cans ¥ de ses réoulerisées par des fonctlons ¢ € et ces ré-
- . , . Vv - ~ N . , . -
gulariczées A * ¢ sont dans & = PN 4y cltest-a-dire vérificnt

= - - . ~ .= . . PR . ’ 4 . -
vg(x,* ¢ ) fQ ~ 0. On =n déduit facilement gqu'il suffit d'étavlir la

relation

(ot kg oo ax ay = B2 )

pour ¢, ¢ € &.. infin, pour ie It g€ les dérivées d'ordre k+1,
T

D engendrent &, . Ainsi, il suffit firalement d'établir lae. relation
A

(3-3-4)  E[8(D;0) 2(D,4)] = Uni ¢(x) K(x-y) D oly) dx ay

pour ¢, ¢ € & =t i, j € I. Au premier membre, la relation



mentre que l'onm a @
B[2(D;9) DDy)] = jifw(x> K (=) 9ly) dy

K. . déeignent la covariance rectangle des F.A.S.T. Yi = DiY et Yj =

DjY, solt o8

D'autre part, le second membre de (3=%3=4) se met sous la forme
<—1>K+1tjlf¢<XJ Dﬁj K(x-y) ¢&(y) dx dy, OU.Djj K désigne la dérivée

d'ordre 2k+2 de la fornetion ¥(k). Ainsi, (3-%-4) dquivaut & l& rela-

(3-3-5) b, K= (-0 (i, € 1)
1] 1

qu'il suffit done d'établir pour achever Ja démonstretion.

Or, en dérivant (5-3-3) sous le signe sOmMe (ce qui est 1légitime,

corme on 1'a vu), on trouve tout d'abord 3

".
D K(n) = (=) ] Jl L —-J— cos om u h X_(du)
Hl

(evee U = u;  uy U ). Drautre part, les covarilances rectangles
: peee Ty
K. . sont elleg-mémes trarsformées de Fourier de mesures Xij sommakles

et sanc atome a 1'origine. Il en résulte que (3-3-%) est Squivalent



54 7 egt indéfiniment dérivable, pour i, j, m € I on a

“(Di Dy tx Dj P Yx+h> - DiJ Ky
Far sulte
'l%’ 'X_: = 1Tl 14 X

N

[
[o2]

K+

Nt 4 2 2 .
Fr. gemmant en m € I, on trouve 2 U = (u) et par suite :
Kt
2 { . = 1. U
(u®) le 175 Xo
et (3-%=0') egt vérifide. 51 maintenant 2 est k+1 fois seulement dé-

rivable, (3=3-5"') subgiste conmme on le voit facilement a 1l'aide de

tious avoens ainei établl l'existence d'une covarisnce généralisée
K(h) dans le cas d'ure F.A.T. sans dérive k+1 foie dériveble, et nous

svons mépe obtenu la représentation explicite (35-3=%) .

3-5-0 Caractérisation faible.

B vue de noue affranchir de l'hypcthese de dériva-
bilité, examinons la caractérisation faible d'une F.A.T.-k Z savs dé-
rive. Suppogcns en premier lieu 2 indéfiniment dérivable et X(x) =

. Al

=

UX X une F.A.S.T. quelcongue dans I re, il existe une tonction

0]
conllnue C(Q} telle que pour tout x € E;et tout A € Ak on ait :

(3-3-5) BT, 2(0)] :Jx(dy) C(x=y)
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En effet, si Y(x) est une représentation de %, Dj Y(x) est une
F.A.S.T. pour i € I (clest-a-dire Tpbeaat 1 = k+1), et il existe une

fonction Ci(h) vérifiant :

N k+1
E(X, Dy Yo) = (=17 ¢;(x=y)

Y(x) étant indéfiniment dérivable, on a Dy Z =D

5 Iy ir3 Z dés que les

I3

suites (i,j) et (i'j') se déduisent 1'une de 1l'autre par permutation,

I1 en résulte E(X.X D . Zy) = E(X, D,

3 Zy)’ c'est-a-dire :

ji

On en déduit 1'existence d'une fonction C(h), d'ailleurs définie &

un polynome pres de degré k+1, telle que 1l'on ait :
Ci(h) = D, c¢(n)

Pour ¢ € & on a alors

B[x, 2(v;0)] = (—1)k+_1 B(X, Jﬂ@(y) D; Y, dy)

_ V[Ci(x—y) o(y) dy = fo(xey) D, ¢(y) dy

On en déduit facilement la validité de (3-3-6).

Notons en passant la majoration suivante quil nous sera utile
ultérieuremert : pour X(x) donné, les covariances Ci(h) vérifient une

majoration du type

|C;(h)| = B <o
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puisque les D, Y sont des F.A.S.T. Si 1'on choisit pour C(h) la so-
lutior nulle en 0 ainsi que ses k premiéres dérivées, on en déduit

une majoration du type

k
(3-3-17) [c(n)] < B [
les autres solutions ne différant de celle-la gue par un polynome de

degré k vérifiant encore une majoration du méme type.

Si maintenant Z n'est pas dérivable, le théoreéme de décomposi-

tion permet d'écrire

Za;désignant une F.A.JI.-k indéfiniment dérivable et Ya une F,A.S.T.
Si X(x) désigne une autre F.A.S.T., le résultat obtenu ci-dessus ap-
pligué & Z_ montre qu'il existe encore une fonction Continué C(h) vé-
rifiant (3-3-6). Compte tenu de (3%3-3-7), on voit de méme que-C vérifie

une majoration de la forme

(3-3-8) lo(z)| < a+ b |n|**!

3-3=% F,A.I.~-k quelconque sans dérive.

Soit maintenant Z une F.A.I. quelcongue sans dérive.

D'apres le théoreéme de décomposition, on peut écrire :

ou Za est une P, A.I. indéfiniment dérivable sans dérive et Ya une
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F.A.S.T. admettant une covariance stationnaire Ca(h). Pour A € A ,

il résulte de (3-3=1) que Z, admet une covariance X/ vérifiant

E[Za(x)]2 =Jl(x(dx) Ka(x—y) Ady)
et de (3-3-2) qu'il existe une fonction continue C(h) vérifiant

By, (A) 2,(M)] = ij(dx) c(x-y) aay)
Par suite la fornction continue définie par

K=C + 2C + K
a a

vérifie

E[2(2)?] :vj AMdx) K(x=y) ady)

et constitue dorc une covariance pour Z. La théoréme d'existence est

ainsi établi pour les F.A.I. sans dérive.

Notons en passant que les covariances K vérifient des majorations

de la forme :

(3-3-9) |K(h)| < & + b |n|2¥*?

Lorsque 7 est k+1 fois dérivable, cela résulte des relations (3-3-3)
et (3-3=3'). A dire vrai, onntrouve méme dans ce cas une majoration

de la forme :

(3-3-9") 1K) | < b |n|2

On peut d'ailleurs vérifier que (3-3-9') constitue une condition
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nécessaire et suffisantenpourAque 7 soit k+1 fois dérivable. Dans le
cas ou Z est une F.A.I. quelcongue sans dérive, les relations (3-3-9'),
(3-3-7) et le théoréme de décomposition entrainent 1l'existence d'une
majoration de la forme (3-3-9). Nous verrons dans un instant que la
présence d'une dérive se manifeste par 1'addition d'un polynome de
degré 2k+2 aux covariances de Z - EOZ, de sorte que (3-3-9) restera

valable dans le cas le plus général. 11 est facile de voir que la

condition plus forte :

(3-3-10) lim k@l o

est nécessaire et suffisdnte pour gue la F.A.I. 7 soit sans dérive.

En effet, la relation (2-5-1) caractérise les F.A.I.-k sans dé-
rive : si 7 est sans dérive, ses représentations vérifient (2=5-1).
Inversement, si Z a une dérive non nulle, ses représentations Y(x)
admettenf des dérives B YX gqui sont des polynomes a coeffiéients in-
variants de degré strictement égal & k+1. Par suite (2-5-1) n'est pas

vérifiée.

T1 est immédiat que (3-3%-10) entraine (2-5-1) et constitue donc
une condition suffisante pour que 2 soit sans dérive. Réciproguement
supposons Z sans dérive. Drapres le théoreme de décomposition, et la
majoration (3-3-8), il suffit q'établir (3-3-10) dans le cas ol Z est

indéfiniment dérivable. D'apres (3-3-%) et la majoration

lcos 2n uh - P (2n uh)]
k+1

1
(2k+2)!

s
(4%2 ul h2)
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i1 suffit d'établir que 1e premier membre de cette inégalité converge
vers 0 pour u # 0 fixé lorsque In| - o (xo étant sans atome & 1l'ori-

gine).

Or les relations

( 42k+2

dx2k+2

f(x) = (—1)k+1 cos X

f(o) = £1(0) = on = 202 (o) = 0

NSNS TN

caractérisent la fonction :
f(x) = cos x - Pk(x)
et entrainent par conséguent

* 2k+1
(3=3-11) f(x) = (—1)1{'+1 (?;ii1)' cos £d E

ou, aussi bien pour k=1

X k=1
(3-3-12) (%) = (—1)k+1‘f Lf:il—s—— (1 - cos &) 4t
A 2k—1)! :

Cette derniére relation entraline a son tour

l£(x)] = 2 % 2K
(2k)!

2k+2

et f(x)/x -+ 0 pour |x| - o , ce qui établit le résultat cherché.

1-cos X
a0 A,

2
X

51 k¥ =0, on trouve directement 0, et la conclusion sub-

siste.
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3-3-4 Cas ol il y-a.une dérive.

Si maintenant la F.A.I.-k admet une dérive m, =

EO Z, on a pour tout A € Ak :
2 2 a 2
B(2,)° = E[2Z, -~ m (A)]7 + Elm (A)7]

I1 suffit donc de démontrer le théoréme d'existence pour la F.A.I.-k
m 3 valeurs dans HO (c'est-a-dire invariantes pour Uh)' On a vu que
toute représentation mo(x) de m_ est un polynome de degré k+1 & coef-
ficients invariants, dont les termes de degré k+1 ont signification
intrins&que et ne sont donc nuls que si m, = 0. En particulier, donc,
m est dérivable. Pour i € I (c'est-a-dire i = i1 tooat in, i1 +aeot
in': k+1) Di mo(x) est une F.A.S.T. & valeur dans HO, donc un élément

invariant A, € Hj indépendant de x. lais les F.A.8.T. Dy mo(x) véri-

fient

E[Di mo(x) Dj mo(y)] = E[Di, mo(x) Dj' mo(y)]
pour (i,j) = i',j'), c'est-a-dire lorsque les suites (i,3) et (i',J")

se déduisent 1'une de 1l'autre par permutation, c'est-a-dire

E(Ai Aj) = E(Ai, AL,

J 1

11 existe alors un polynome Ko(h) que 1l'on peut toujours supposer

pair, de degré 2k+2 et vérifiant :
- k+1
n) = (=
Dij KO( ) (-1) E(Ai Aj)

11 est ensuite immédiat de vérifier que ce polynome (nécessairement
de type positif conditionnel 4'ordre k) constitue une covariance pour

M, e Le théoreme d'existence est ainsi complétement établi.
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4 - LES FONCTIONS DE TYPE POSITIF CONDITIONNEL

Nous avons vu au paragraphe 3—{ qu'il y a identité entre les
forictions de type positif conditiomnel d'ordre K et les covariances
généralisées des F.A.T.-k. Les résultats précédents permettent donc
de caractériser cette classe de fonctions. Nous allons maintenant re-

grouper ces résultats et les améliorer.

4-1 Condition pour que y_soit un variogramme.

Présentons d'abord (d'aprés Landkoff), un résultat particulier
refatif aux F.A.TI. d'ordre O. Si Z est une F.A.I.-0, ses covariances
sont ditermindes & une constante arbitraire pres, et 1l'on désigne par

-y la covariance de Z nulle en h = O, soit
~y(h) = K(h) - K(o)

Les quatre propositions suivantes sont alors équivalentes :

1 — v est un variogramme continu (c'est-a-dire y{o) = 0 et -y

est une fonction continue de type positif conditionnel d'ordre 0).

2-v t=0, e~ est une fonction continue de type positif

et y(o) = O.

3 - e ecst 1a transformée de Fourier d'une loi de probabilité

symétrique et indéfiniment divisible.

4 - J1 existe une forme guadratique positive Q(h) et une mesure
positive X, symétrique, sans atome & l'origine telle que Xo(du)/

1+ 4%2 u¢ soit sommable et que 1l'on ait :

e (1) = ] = coS 21 _uh
(4=1-1) y(h) = Q(b) +f —.2 2 X, (du)
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L'équivalencé de 2/, 3/ et 4/ résulte des théoremes classiques sur
les lois indéfiniment divisibles. On vérifie immédiatement que 4/ en-
tratne 1/. Il reste a montrer que 1/ entraine 2/. Soit donc y un va-
riogramme continu et Z une F.A.I.-0 admettant -y comme covariance.

Considérons la représentation de Z définle par
Y(x) = A(éx—éo)
(caractérisée par la condition 2, = 0). Elle admet la covariance

(Y, Y) = y(x) + v(y) - y(x=y)

y

S04t alore N une variable poisscnienne d'espérance t > 0, et Yi’ is=
Oy 1es.. une suite de F.A. indépendantes admettant la méme covariance

que Y. Posons

N
X(x) = T Yi(x)
i=1

Cette nouvelle F.A. admet la covariance

E(XX Xy) _ et[Y(X)+Y(Y)—Y(X—y)]—t

En particulier : t
> [2Y(X)’1]
X0 = €

La F.A. normée XX/HXXH admet donc la covariance

E(XX Ef) _ e—ty(x—y)
ERIE

Par suite, e~ et une fonction de type positif et 2/ est démontré.
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On notera le sens de la forme quadratique positive Q(h) qui figure

dans la relation (3-3-1). Elle représente agussi bien :

~ la covariance de la dérive EOZ de 1a F.A.I.-0 dont le vario-

gramme est vy-

~ la composante gaussierme de la loi indéfiniment divisible dont

la fonction caractéristique est €Y.

En particulier, on peut identifier la classe des variogrammes
des FP.A.T.-0 sans dérive et la classe des lois de probabilités symé-

trigues indéfinimert divisibles et sans composante gaussienne.

4-2 Torme générale des fonctions de type positif conditiomnel.

D'apreés les résultats du paragraphe 3, nous savons déja qu'une
fonction K continue et symétrique est de type positif conditionnel

gi et geulement si elle esgt de la forme

(4-2-1) K(h) = q (h) + K (h)

ou Qo(h) est un,polynome pair de degré < 2k+2 et de type 2 O condi-
tionnel d'ordre k, et Ko(h) est une covariance d'une F.A.I.-k sans
dérive que nous désignerons par Z. Caractérisons Ko(h). D'aprés (3-3-10)

nous savons déja que :

( ) - B0 0
4-2-2 lim —_— =
_ Ihl - o |h|2k+2
Dans le cas ol Z est k+1 fols dérivable, KO est 2k+2 fois dérivable,

et-on adors (& un polynome pair preés) :
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cos 2n u h - Pk(Zn u h)
K (h) = s ’ -

(an2 u2)Er I Xy (du)

(4-2-3)

k
P(enuh) = 2 (Ciks (2n u n)2P
K ° (2p)!

INSTNSTNST TN NN TN

pour une mesure positive sommable symétrigque et sans atome en u = O

¥, aui est la transformée de Fourier de la fonction (—1)k+1 Ak+1K6.

Placons—nous maintenant dans le cas général ol KO n'est pas 2k+2

fecis dérivable, et désignons encore le laplacien itéré de Ko (pris au

k+1 1)k+1

sens des distributions) par A

21 K est de type positif.

K, Alors la distribution (-

En effet, on remarque d'abord que la relation (4-2-2) impligue

k+1

k+1
A KO

que KO est une fonction & croissance lente. Par suite (=1)
appartient & l'espace I' des distributions tempérées, et, en.partigu—
lier, admet une transformée de Fourier, qui est une distribution

X5 € F'. Soit alors ¢ € & une fonction indéfiniment dérivable & dé-

croissance rapide ainsi que ses dérivées. On a :

v
(_1)k+1 k+1 (_1)k+1 k+1

< A KO sy O X0 >

<K , A (o * ﬁ) >

0

Désignons par I l'ensemble des 1

(11,...;n) ol les iy sont des en-
tiers = O vérifiant Z)ip = k+1, et par Dy le symbole de dérivation cor-

resporndant., On a :

et par suite
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k Y
()= a5 g x ) = (=) T (e * §) = Z (Dy9) * (Dy9)
BT iel ‘e iel

Or D, € Kk NG = 5@{ . Comme K, est de type = O conditionnel, on a
donc

(—1)k+1 < A¥1 x ¥ §>=<KkK 2 (D.g) * (5 ) >=20

or 79 o’ . 1P i?
iel

Mais cette relation signifie, par définition, que la distribution
(—1)k+1 A K, est de type positif. Sa transformée de Fourier est
donc une distribution positive y . , c'est-a-dire nécessairement une

mesure positive. ¥ (duw) (L. Schwartz). En général, X _ n'est pas somma-
Xo 0

ble., Mais on a nécessairement

(du)
(4-2-4) j o <o
’ (1 + 412 u®)

En effet, désignons par Lp = (I—A)—p la distribution dont la transfor-
mée de Fourier est (1 + 4n2 uz)_p. Pour p = 0, on apr = §, et pour

2p > 1, Lp est une fonction de Bessel de r = |h| qui se comporte en

eP=h oy voisinage de r = 0 et décroit exponentiellement & 1'infini.

T
Pour p entier = 0, les produits de convolution Lp * KO existent donc

et sont des fonctions.

La relation

S A 23}1 o (=1)P (1-a)® * T
k+1 pP=0 k+1 k+1
Ckt1 p
- c (-1)F L
p=0 k+1 k+1-p
montre alors gue (—1)k+1 Ak+1 * Lk+1 * KO est une fonction, d'ailleurs

de type positif puisque sa transformée de Fourier est la mesure positive
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X /(1 + 4n2 u2)k+1. K &tant une fbnction,'éette mesure est sommable,
o o o

et par suite (4-2-4) est vérifide.

D'autre part, la mesure XO est sans atome & l'origine. En effet,

sig €, la régularisée Z@ est indéfiniment dérivable, et sa cova-

riance admet une représentation du type (4-2-3) & 1'aide d'une mesure

positive sans atome en u = O qui est la transformée de (=1)%! ¥t

v Soqs ~ 2k+2
K, * ¢ * ¢, clest-a-dire o]

Xy Pour que cette mesure solt sans
atome a 1'origine, v ¢ € &, il faut et il suffit qu'il en soit de mé-

me pour X .

Dans ces conditions, la fonction K définie par

(4=-2-5)

k+1

cos 2n w h = P, (2n u h) ¥ _(du)
K (h) = J1 X ©
k k+1

2 u) (1 + 47° u®)
existe, et, comme on 1l'a vu au paragraphe 3, admet des dérivées jus—

qu'a l'ordre 2k+2 calculables par dérivation formelle sous le signe

somme. BEn particulier,on trouve

(_1)k+1 Ak+1 K = cos 2n u h ¥ (du)
k 5 o k+1 0
(1 + 4n° u<)

clest-a-dire

k+1 , k+1 _ k+1 | k+1
(-1) A K = (=1) A * L . % K

Du fait que K et K, admettent des majorations du type (4-2-2), il

en résulte que 1l'on a :

5 un polynome pres de degré < 2k, donc aussi :
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_ _ k+1
KO = (I A) _ Kk .

également & un polynome prés de degré < 2k. Or, on peut calculer
(I—A)k+1 K, par dérivation formelle sous le signe somme dans (4-2-5).

Or. obtient donc, toujours a un polynome pres de degré s 2k @
(1-,) "', (21 u h) |
% (du)

_ 1 _
(4-2-6) Ko(h) _~§ — T [-cos on u h _— T
(4n< u“) (1 + 4m° u“)

Réciproguement, si X, est une mesure positive vérifiant :

X.O(du)
(4-2-6") S =7 <@

(1 + 4n° u9)

et sans atome & 1l'origine, la formule (4-2-6) définit une fonction

continue de type positif conditionnel d'ordre k. Autrement dit, (4-2-6)
constitue la forme générale de ces fonctlons (4 un polynome pair pres
de degré < 2k et a une forme positive conditionnelle dtordre k et de

degré 2k+2 preés s'il y a une dérive).

Cette relation constitue manifestement une généralisation des ré-
sultats classiques sur les lois indéfiniment divisiblés. On peut la
présenter sous d'autres formes équivalentes. En effet, si g(u) est
une fonction = O symétrique telle que g(u)/(1 + An? uzjk+1 soit bornée
et que g(u) soit développable en série de Taylor au voisinage de u = O,
désignons par &, (u,h) le développement de Taylor de g(u) cos 2n u h

arrété & son terme en uek . @k(uh) est un polynome pair de degré 2k

en h. La représentation :

' cos 2n u h - @k(u,h)/g(u)
2 2)

est équivalente a (4-2-6) & un polynome pres de degré < 2k. On note-
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par contre que la mesure spectrale Xy Be dépend pas du choix de cette

représentation. On peut noter aussi la représentation tres simple :

cos 2r u h - Pk(2n u h)

(4-2-7) K (n) =J

k+1 Xo(du> +
lu| <1 (4n° 1)
N Jﬁ COos 271 §+? Xo(du)

lu|>1 (47[2 uz)

On 1lit, en particulier, sur (4-2-7) que toute covariance d'ordre k est
la somme d'une fonction de type positif (intégrale sur |u| > 1) et ar

une covariance d'ordre k, 2k+2 fois dérivable (intégrale sur |u| < 1).

4-3%  Exemples,

La fonction rx pour A > 0 a pour transformée dans R? 1a distri-

bution

—-A -

] =

A
r(=5=)

-A—11
(p = )
r'(=n) i i ol

_1)k+1 Ak+1 A

et par conséquent ( r" admet la transformée

okt 2+A- S p(AER)
- 2

22k+2 2 p2k+2—x—n

r(-a)
Pour 2k+2 = A=n + n > 0, c'est-a-dire :
A< 2k+2

cette distribution est une mesure de signe constant. Ainsi :

Pour 0 < A < 2k+2, la fonction K(r) = 7(=\) r
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est de type _positif conditionnel d'ordre k.

Voici un autre exemple. Si C(h) est une covariance dans l'espace

% une dimension, alors la primitive d'ordre 2k+2, définie par

h Okt 1
(4-%=1) K(h) = (—1)h+1j (h=x)""  (x)ax
A (ok+1)!

est une fonction de type positif conditionmnel d'ordre k dans mjt

Ce résultat est immédiat. En effet, soit X(x) une F.A.5.T. de R

sdmettant la covariance C(h). La fonction aléatoire définie par

X
k
(%) =J Gef) x(e)ar

O

est une représentation d'une F.A.I. Z d'ordre k et vérifie

k+1 ('
. kff‘) = A=)
dx
Par suite les covariances K(h) de Z sont les solutions de

2k+2
2k

d
d h

k(n) = (=151 o(n)

qui sont données par (4-3-1) & un polynome prés de degré s 2zk.

4-4 Signe d'une covariance dérivable.

30it K une fonction de type positif conditionnel d'ordre k asso-
cide b une F.A.I.-k sans dérive et k+1 fois dérivable; K est de la

forme (4-2-3) & un polynome pair preés de degré < 2K. Plus précisément,
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la fonction :

cos 2n u h - Pk(2n u h)
K (h) =

( o 2)k+1 Xb(du)
4T U

est celle des covariances de la F.A.I.-k dont toutes les dérivées
d'ordre < 2k sont nulles en h = O. Montrons que cette fonction & un

signe constant 3

(4-4-1) (=)™ &k (n) =0

Pour k = 0, celd résulte immédiatement de (4-1-1). Pour k = 1, la re-

lation (3=3-12) donne immédiatement
k1
(=1) [cos 2n u h - P (2n uh)] =0
et (4-4-1) en résulte.

I1 ne senble pas y avolr de résultat équivalent dans le cas des

covariances non dérivables.
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5 - APPLICATIONS

5-1 L'égquation X(x) = % A Y(x).

Si X(x) est une F.A.S.T., i1l existe une F.A.I. d'ordre 1 et une
seule dont les représentations Y vérifient AY = X. Plus généralement,
si X(x) est une représentation d'une F.A.I.-k, il existe une F.A.I.-

(K+2p) et une seule dont les représentations vérifient APY = x.

A désigne ici 1l'opérateur laplacien de R'. On sait que, si A dé-

signe 1l'opérateur infinitésimal du groupe Uh’ on a
U Z=-AAU_ 2 (z H)
A < = - A % € ﬁA*A e

1
2

tant St défini dans H par :

et que - A*¥A est 1l'opérateur infinitésimal du demi-groupe contrac-—

5, 2 :Jnft(x) U, 2 dx
R

no

avec
X

1 o 2

ft(X> = m/2

Pour t infini, S, Z converge fortement vers E_ Z- Fnfin, 1'équation
- % A¥A 7 = X & une solution (unique & un invariant preés) si et seu-
lement si EOX = 0 et si.J ST X dt converge fortement pour t. infini
;
vers une limite qui est alors nécessairement EOZ - Z.
De ces résultats, nous allons déduire le premier énoncé : Soit
X(x) = U, X une F.A.S.T. dans H. Alors, il existe une F.A.I.-1 et une

seule 7z dont les représentations vérifient :



_4_7_

(5-1-1) 1 2 v(x) = x(x)

Pour &tablir l'existence de Z, montrons d'abord qu'il existe pour

chaque A € A, une V.A. Z(\) vérifiant

1

, : B
(5=-1-2) - 5 A¥A ZA = jx(dx) UXX

Nous suppesons E X = O (si E_X # 0 il suffira d'ajouter & Y un poly-

nome de second degré & coefficients invariants). ZA existe donc si et

seulement si 1'intégrale :

t t
deJ‘fT(y) dy Jx(dx) UX+y X = J dTJ()\*fT)(X) U, X dx
0 . : ¢}

est fortement convergente. D'apres le critére de Cauchy, il faut éta-

blir la convergence pour t, t' - o de l'expression :

£ £
Jd'ﬂ f ar! J (*£ ) (x) (£ )(y) Clx=y) dx dy =
O "0

g b 2 —emPuP(eetr)
~f dTt Lf att | |a] € C(u) du =
o o ‘

o—2nfutt —onlulty
) ju— ) (1 ez 1% 2 Bau)
(4n 2u2)

1}

C désigne la covariance de UkX y T(du) la mesure spectrale sans atome
correspondante, et A(u) la transformée de Fourier de A\ € A1 . Or

. . . ~ - . 7’ . .
A € A, signifie que A est nulle en O ainsi que ses dérivées premieéres.

1
Par suite |K|2/u4 est continu et borné par un nombre B sur mp - 0,
clest-h-dire p.p. pour la mesure G(du) sans atome & 1'origine. ILe

théoreme de convergence dominée autorise donc le passage a la limite

sous le signe somme. Ainsi, 2, solution de (5-1-2) existe, et vérifie :
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(4n° u2)

E(Zx

Z dépend linéairemant de A € A1 et constitue donc une F.A.I.-1.

Montrons gqu'il s'agit d'une F.A. 1. continue deux fois dérivable. 51
xn est une suite convergeant vers O dans Mc’ il en est de méme de
P(x) A, pour tout polynome P(x). Xn(u) converge alors vers O unifor-
mément sur tout compact, et 11 en est de méme de toutes ses dérivées.
Par suite 1Xn|2 ot ses dérivées vérifient la méme propriété. Il est

slors facile de majorer la suite
o .2

My
4

u

n g .
sur IR~ 0. Des lors on a 3

2 X (wl®
lim E(zm) = 4Jlim 5 C(du) =
n n (41[2 u2)

Donc Zx est continue sur M, . Flle est deux fols dérivable parce que
la mesure spectrale X, = 4 T associée & Z est sommable.

Y
x

Soit alors Y(x) = Z((SX - kg) une représentation de Z. C'est une

P.A. deux fols dérivable. D'apres la fornule (2-1-1), on a :
A Y(x+h) = &, Uy T(x) = = AR T 2(8 - 3 xe)
Maie par construction,pour h € A1, Z(n) vérifie

1a, v, 2(0) = -

2 “h

1 x _
1" U, 200 = Uy J?x(dx) U X

Par suite, pour A = &6 - f'@ A

X X e
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1A Y(x+h) = U

5 X

h+x

et 1l'égquation (5-1-1) est bien vérifide.

On établit de la méme manidre 1l'existence et 1l'unicité de la
P.A.T.—(k+2p) 7 vérifiant APz = Y ol Y est une F.A.I.-k domnée.
Voyons maintenant sous quelles conditions cette solution est en réali-

té une F.A.I. d'ordre k + 2p.

5-2 Condition pour gqu'une F.A.I.-k soit d'ordre k-1.

Soit 7 une F.A.I.-Xk. Nous nous proposons de chercher & quelle
condifion 7 est la restriction a A, d'une F.A.I.-(k=1) (ou se prolon-
ge sur Ay, » Par une P.A.T. d'ordre (k=1)). Une condition nécessaire
pour qu'il en soit ainsi est que toute représerntation Y(x) de 2 véri-

fie une majoration de la forme

UYXH <a+b e

ou, ce qui revient au méme, que les covariances K de Z vérifient une

majoration du type

k
(5=2-1) |K(h)| < a+ D lhl2
En perticulier Z ne peut pas avoir de dérive d'ordre k. Nous allons

voir que ces conditions équivalentes sont nécessalres et suffisantes.

Dans le cas ¥ = 0, on sait qu'une F.A.I.-0 sans dérive est la
restriction a AO d'une F.A.S.T. si et seulement si son varlogramme

est borné. (Note Gst. N° 116). D'apres (4-1-1), il en est ainsi si
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et seulement si il existe une mesure positive sommable X telle que

1'on ait :

(5-2-2) Y. = 4n° u® ¥

[ Dans le cas général, nous allons établir la proposition suivante -:

Si 7 est une F.A.I.-k sans dérive, les trois conditions suivantes

sont édquivalentes :

1 - 7 est la restriction & A, d'une F.A.T.—-(%k—1)-

o> - I1 existe une mesure positive X telle que
4n2 u2 X =X ;,\J x(du) < o0
0 5 k
(1 + 4n° u®)

Xq désignant la.mesure spectrale associde a Z.

3 — Les covariances de 7 vérifient des majorations de la forme

(5=2=1) |¥(h)] s a+ b |h\2k

D'aprés le paragraphe 4, 1l est immédiat que 1 entraine 2 et 3.
On déduit également sans peine de (4-2-7) par exemple que 2 entraine
3, 11 reste a montrer 1f'implication 3 = 1. I1 suffit d'ailleurs 4'é-

tablir ce résultat dans le cas d'une F.A.I, dérivable., En effet, 2

est de 1la forme Z =Y + Z' ou Y est une P.A.S.T. et 2! une F.A.I.-K

indéfiniment dérivable., On a alors, comme On 1'a vu @
K=C +2C+ K
0 0

avec des majorations du type 3

o ()] = ¢ (0) , o] =4 In| < ? K (n)| = B |n| 22
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Pour 2k = k+1, soit k = 1, K vérifie (5-2-1) si et seulement si K,
vérifie une méjoration du méme type. Pour k = O, on sait déja que le
théoréme est vrai). Il suffit donc de considérer le cas d'une F.A.I.-k
dérivable. Nous allons, dans ce cas particulier, établir les implica-

tions 5 = 2 = 1,

Soit done 7 une F.A.T.-k sans dérive, k+1 fois dérivable, et

cos 2n u h - P (21 u h)
X ¥, (au)
k+1 0

(5-2-2) K (h) =
0] 2)

(4m° u

celles de ses covariances qui s'annulent en O ainsi que ses premieéres
dérivées. La mesure spectrale XO est sommable et sans atome & 1l'origi-
ne, Si Ko(h) vérifie une majoration de type (5-2-1), comme on a éga-

I2k+2

| , 11 en résulte méme

lenment IKO(h)I < A |h

(5-2-3) |k ()] < B In| %%
Montrons que (5-2-3) entralne le deuxieme énoncé. Pour k = 1, on a

déja rencontré la relation :

X Dk—1 |
cos x - Pk(x) = (—1)k+1_J L%ZiLTFT_ (1- cos E)AE
O - .

Désignons par o 1e vecteur unitaire de h et par r son module. On a :

on(ua)r

. 2k—1
cos 2T u h - PR(ZE u h) = (2n_uo r-t) (1-cos )4z

(2k-1)!

soit

T
, 2k-1
cos 2r U h - Pk(2n un) = (on ua)2k.§ LE?QL——Y— (1= cos 2n ua p)dp
2k=1)!
o
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En portant ce résultat dans (5-2-7), 11 vient :

Ir
2k-1 2k
(5-2-3) (=1)%""K_(ar) :J {z=e) qp f(“@ 12008 28060 y (qu)
O

(2k=1)! (ugik 4n2 u®

Désignons alors par @a(x) la transformée de Laplace de (—1)kf1Ko(ar)

considéré comme fonction de r, soit

(v9]

q}(x(x) = (—1)1{”J KO(‘xI‘) e'““dr
0

D'apres (5-2-3), (—1)k+1 K (gr) est le produit de convelution dans R+

de rzk—1/(2k—1)! par la fonction

:
(ua)zﬁ j—cos 21 uq T
(u2)k 4n2 ue

Xo(du)

dont la transformée de lLaplace est

J‘(ua)zk Xo(du)
(wH)E A0? + (2n ua)?)

Par suite, on obtient

2k x (du)
(5-2-4) o (\) = -5 J(Wl 0 _
* ) R T L - ua)®

D'autre part, la fonction (-1)k+1 Ko(ar) est = 0. On déduit donc de

(5-2-3) la majoration :

B (2k)!

@a(x) < x2k+1

et par suite (5-2-4) entralne
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(ua)Qk o ¥, (du) | '
e 5 <. B(2k)!
(u<) A+ (271 ua)
et a fortiori :
Lua)zk Xo(du) < B(2K)!
EN5 2 2 .2 )
(uc) AT+ AT ou

Si a est le vecteur unitaire de 1l'axe des U s cecl s'éerit

us x (du) '
(5-2-5) — 55— = B(2K)!
(Z)u?) AT AnT
y

liais pour Xy et p =2 O on a la relation de convexité

P 1 p
21 x; > n(Il Exi)
Dol deil
0 u.g)k Tl b N
i/ = 1
En portant ce résultat dans (5-2-5) et en sommant sur i, il vient

ainsi :

(a
(5-2-6) J( Xolaw) < n® (2k)1 B

2
AQ + 4n2 u

2 . . , .
Les xx = XO/(A + 4n2 u2) constituent une famille décroissante de me-
sures positives sommables bornées en norme« Donc, pour A @ 0, les X
convergent étroiltement vers une mesure positive sommable X . Mais la

relation

2 2 2

4n° u Xy = Xg = A Xy
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montre alors gue 4n2 uzﬁxx converge vers Xo' Par suite, on a
(5-2-7) X =4 mn°u
et le deuxieéme énoncé est démontré.

11 reste & montrer que 2 entraire 1, toujours dauns le cas de la
7. A.1.-k dérivable et sans dérive. Z sera une P A I.~(k-1) si et seu-
lement si ses dérivées d'ordre k sont des F.A.S.T. (et non pas seule- .

ment des F.A.I.0). Qr la. F.A.I.-0 D, Z (i = (11+...+1n) iteaetiy = k)

admet la covariance généralisée

(uy ow )°

— cOS h 100 In
K.(h) = - j'] cCos 21m U ¥ (du)
1 4 TE2 U.2 (41_[2 u2)k (@]

Mais par hypothese X est de la forme (5-2-7). On a donc :

(u. o0l )2

i i
K.(h) = (1- cos 21 u h) 1 I x(du)
1 jﬂ (4n° uzik '

‘Kj(h)\ s 2 v{X(du)< 00
Comme le théoreme est vrai pour les F.A.I.-0, on en déduit que toutes

les dérivées d'ordre k sont des F.A.S.T. Par suite Z elle-méme est une

P.A.I. d'ordre (k=1), ce gui ackéve la démonstration.

5-% Tnterprdtation physique de la théorie.

Les réalités physiques auxguelles on peut penser appligquer la

théorie des F.A.I. sont représentables par des variables régicnali-

6]

, N . . . . . n
ades = clest-a-dire des fonctions (ordlnalres) définies sur R°. Or
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1'interprétation d'une V.R. en termes probabilistes consiste en gé—
néral a considérer oetfe V.R. comme une réélisation dtune F.A. (sta-
tionnaire ou non), donc une fonction Y : ®R" -~ H définie sur 1l'espace
R lui-méme, et non sur un sous—espace Ay de A . Si donc nous voulons
utiliser la théorie des F.A.I. pour interpréter une V,R. donnée, l'hy-
potadse qu'il sera nécessaire d'introduire est la suivante : notre

V.R. peut &tre considérée comme une réalisation d'une représentation

Y(x) d'une certaine F.A.I.-k Z, autrement dit d'une F.A. non station-

naire Y(x) telle gue l'on ait pour tout N € Ay

J}\(dx) Y(x) = zZ2(n\)

Quitte & remplacer k par k+1, on peut toujours supposer Z sans dérive.

En tant que F.A. non stationnaire d'ordre 2, Y(x) est caractérisde par

une espérance :

E(YX) = m(x)

et une covariance centrée

E(YX Yy) - m(x) m(y) = ¢(x,y)

Le probldéme est ici de voir dans quelle mesure l'hypothése que Y(x)
est une représentation d'une F.,A.I. est & méme de simplifier le pro-
bléme de 1'inférence statistique pour m(x) et C(x,y) & partir d'une

réalisation unigus de Y(x).
Wotre hypothdse se traduit par une relation du type :

(5-3-1) v - 206, - £l ) + 4, 2500)

avec des nmesures xg (choisies par nous) vérifiant J.xefs = 5S et des

14
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V.A. A£> sur lesquelles, a priori, nous ne pouvons rien dire. Toute-
fois, si nous désignons par H l'espace de Hilbert engendré par les

72Z(N), N € Ay Ae est de la forme

A +

p " Tt T

ol n; AE est la projection de Ag dans H, et ap la composante ortho-
!
gonale. En tant qu'éldment de H, I Ap est de la forme Z(xe) pour
1 ~
un xg € Ay (qui n'est pas forcément une mesure), et (5=-3-1) peut s'é-

crire

Y(x) = z(aX - fi(xe - xé)) A, f£

Pour abréger, nous poserons

rd o~ rd " .
dtant entendu que AB n'est pas forcément une mesure, mals est tel que

& - ¢l N, € A

< x K * Ainsi, 1la formule :

(5-3-2) Y(x) = (6, - £, K) + &y £
réalise la ddécomposition orthogonale de la F.A. Y(x). Te premier ter—
me est 1ié uniquement & la F.A.I. 7 & valeurs dans H ; le second, or-
thogonal au premier, ne doit pas jouer un r8le fondamental., En effet,
dans 1o réalité physique la réalisation de Y(x) est fixéc, et les V.A.
a, sont remplacées par leurs réalisations aéy(wo) pour w = w, fixé,
C'est;é—dire par des nombres. 11 n'y a aucun espoir de remonter de

ces valeurs numériques & la loi des V.A. dont elles sont des réalisa-
tions, et, & dire vrai, on voit mal quelle interprétation physigue on

pourrait attribuer & ces lois. Par conséquent, la manieére la plus



simple d'interpréter en Tﬂrmﬂg physiques la relation (5-3-2) consiste

a admettre que ces ag € ol sont de 81mpleu Conutantes nunériques (évi-

demment incornues), orthogonales & l'espace H des valeurs de la

F.A.I, sans dérive 2.

I1 résulte déja de cette premidre hypothdse que l'espérance de

la T.A. Y(x) est de la forme

(5-3-3) Y(x) = m(x) = 2 fF(X)

¥n second lieu, si 1'on désigne par K(h) 1l'une (quelconque) des co-
variances généralisdes de la F.A.I. 2, la covariance centrée de Y(x)
est

S)]

C(x{y) = B[2(5, - XE fﬁ) Z(éy - X £

solt explicitement

EC(X,y) = K(x-y) - @ J( (dz) ¥X(z-y) - fﬁ\Jkg(dz) K(z=-x)
(5—3—4)%
% + f£ f; Jl{ié(dz) K{z-z") xs(dz')

En 1'absence d'hypotheéses particuliéres sur K{ (crest~a=-dire sur la
structure de la représentation de Z & laquelle on a identifié Y(x),
cette expression est de la forme trop géndrale :

0 4 P s
e Wl v—v) — -
C(x,y) = K{x-y) . C (y) f,‘Y C@(X> + TPy £of
ol les Cg(x) sont des fonctions a priori quelcongues. L'inférence
staetistique pour C(x,y) ne sera donc pas possi bl@ en geﬂeraW Deux

remarques, pourtent, viennent corriger cette conclusion décourageante :



s/ L'inférence statistique pour K(h) - ou, plus exactement,
pour la classe de covariances associlées a la FP.A.I. Z, car rien ne
permettra de sélectionner un représeuntant de cette clésse - resters
possible dans le cas général, et les caractéristiques qul ne dépendent
que de cetle covariancs (on @eut les appeler caractéristigues intrin-
séques) seront expérimentalement accessibles. Le krigeage fournit un

exemple de telles caractéristiques intrinseéques.

. . o~ \ . >
b/ Si 1'on fait sur Ae des hypothéses physiquement plausibles
qui conférent & cet opirateur le sens d'une grande moyemnne mobile,
alors certaines carsctéristiques ron intrins®ques devieunnent, au moins

partiellement, accessibles a 1l'inférence statistique.

Examinons rapidement ces deux points 3

a/ Pour tout A € Kk , On a :

fx(dx) Y(x)
ﬂ(JX@x)YQZ]

z(\)
Ji{x<dx>‘x(x-y) A(dy)

Autrement dit, les combinaisons lindaires amtorisées dépendent uni-

guement de la F.A.I. Z, et non de la structure de la représcntation
Y (de KQ). leurs variances, en particulier, dépendent uniquement de

la classe des covariances de K.

Or 1'inférence statistique doit &tre raisonnablement possible

pour la classe des covariances K.

A une dimension, par exemple, supposons connue la réalisation
aux points o, a,...pa d'une maille régulicre a. Considérons la dif-

férence d'ordre k+1 :
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1
X (x) = Y[x+(k+1)a] - C

N Yo 1 Y(X+ké?mf e

qa a
+ (-1) ¢

erq YLxr(krt-glal + ooo s (-1 ¥(x)

C'est une F.A.S.T. d'espérance nulle dont la covariance Ca(h) est

accessible expérimentalement. Or on a :
= Y
K00 = [aglan) ¥

avec un A, € A, dont la transformée de Fourier est Xa = (e~2imua _ gkl

La transformde de PFourier de Ca est donc

. . - k+1
¥ (dqu) = 2K+1 (1= cos 21 u a) v (au)
a 5 o k+1 o
(4m< u®)
. 2k+ 2
(sin m u a)
= - X (du)
(1{11)21“.2 0

Ainsi, Co(h) est le produit de convolution de K par la mesure dont
la transformée cst 1l'opérateur des différences finiss d'ordre 2k+2.
Autrement dit

c(n) - o (=P o

N 5 lr K(h + (k+1-p)a)

Les C_(h) étant accessibles expérimentalement, ces relations permet-
[0
tent d'identifier la classe de K (c'est-a-dire la fonction XK & un poly-

rnome palir prés de degré < 2k).

Un bon exemple de propriété intrinséque est dormé par le krigeage un
universel lui-méme. Soit & estimer Y(x) en un point x n'apparteénant
pas au domaine S = {Xa} des données expérimentales, Les ag de (5-%-7)

étant ircomnus, on impose aux coefficicuts A* de 1l'estimateur A% Ya
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de vérifier la condition d'universalité :
a ol _ ¢V
(5-3-3) A ES = £

Mais alors l'erreur est de la forme:
o _ L) 4O .
Y(x) - A" Y, = ~[[6}{(&5) A 5Xa(d4)] Y(z)

Mais la condition d'universalité (5-3-3) exprime justement que l'on a :

I'erreur est une combinaison linéaire autorisée. Elle est de la forme :

a . _ aQ
Y o= A Ya—Z(éx A 5Xa)

donc ne dépend que de la F.A.L. 2 (et non de la représentation xg).
La variance de cette erreur, en particulier, ne dépend que de la clas-—
se des covariances K :
a 2 _ od _ o LB -
B(Y, - A7 Y )7 = K(o) - 2A K(x-x ) + A7 A K(x, XB)
Frn choisissant les A% de manidre 3 minimiser cette variance compte

tenu des contraintes (5-3-3), on obtient le systeéme habituel 3

( o 4
g A% KaB = K(x - XB) + b fB
é A fQ::fe
( a &

et 1la variance correspondante est :



2

0% = K(o) - \* K(x -x,) + by fp

U X

Elle ne dépend que de la classe des covariances de Z (et non du choix
du représentant X de cette classe utilisé pour écrire le systéme).

Ainsi. l'estimateur du krigeage et sa variance sont des propriétés
’ £ g, prop

intrinseéques accessibles expérimentalement.

b/ Pour donner un sens aux estimateurs habituels de la dérive,
il faut maintenant introduire des hypothéses supplémentaires sur la
structure de la représentation Y(x), c'est-a-dire sur les %g de la
formule (5-3%3-2). L'hypothtse la plus simple est celle qui confeére aux
opérateurs X@ le sens de grundes moyennes mobiles. Soient donc Xé(x)
des fonctions trés régulidres et tres lentement variables a 1'échelle
de fravail, clest-a=dire & 1l'échelle du domaine S des données expéri-
meritales. Considérons alors la formule (5-3-4). On y voit figurer 1'

expression
V(xﬁ(dz) K(z-y) = v(xﬁ(z+y) K(z) dz

Oor %, (x) étant trés régulidre peut &tre approchée avec une tres bonne
D

2

précision par une expression de la forme :
Xé(z+y) = XES(Z) £2(y) (y € 8)

valable sur le domaine de travail S. Posons alors :

Dy, :j%(z) K(z) dz

Tfs :ljlfiz(z) K({z=-2") %S(z') dz dz'

Les ch et les T@s sont des coefficients inconnus, mais constants,
() S —————————————

qai restent les seuls paramétres ayant vocation & représenter le choix
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~ N - . H -
de Ap s c'est-a-dire de la grande moyenne mobile, La covariance

c(x,y) de Y(x) s'écrit alors, pour x et y € S

(5-3-5)  C(x,y) = K(x-y) = 2 Dpg fﬁ f; + Tes fﬁyfs

Proposons~nous maintenant d'estimer la dérive a, fF(X)'en un
point x donné & 1'aide d'un estimateur A Ya vérifiant la condition

d'universalité (puisque les ap sont inconnus)

D'aprds (5-3-2), 1l'erreur est

4

o - ) _ o _ P o~
MY a{,f(x)—Z()\ 8, = T xe)
o
donc d'espdrance nulle. Sa variance est alors 2% KB CaB y Soit, d'a-
pres (5-3-5) €t la condition d'universalité
o« . B _ a4 B g _ @
AN CocB A A haB+(T€ 2D€)fX_X

D'ailleurs, pour x = y, (5-3-5) donne
C(x,%) = K(o) + (Tp = 2 Dp.) £ ¢°

et par suite

A AB CaB = A\ KB KaB + C{x,x) - K(o)

¢(x,x) est la variance (inconnue) de Y(x). L'estimation optimale

de m(x) = a{?fﬁ conduit alors an systeme



( _ 4
E AP Koo = Up Ty
e

avec la variance :

Dz(m;) = 0(x,x) - K(o) + by fﬁ

Fn délinéarisant, on obtient pour les estimateurs Afrz A% Ya,des

coefficients inconnus ae le systeme :

B -, S
x@ kaB T Mo fa
o oS _ ¢S

gvec comme matrice de covariance :
Cov (Ae A = pos + Tpg = 2 Dy

Ainsi, 1l'estimateur lui-mé€ne est de caractére intrinseque, pulsque

les coefficients K% ne dépendent que de la fonction K (plus préci-
sément, de la classe de la fonctilon K). Par contre, leurs variances

et covariances dépendent de TPS et D@S , C'est=a—-dire du choix de la
grande moyenre moblle XQ gqul a servi a construire la représentation

de 7 assimilde & Y(x). Ces covariances ne sont donc pas des propriétés
intrins&ques, et le probléme gue pose leur inférence statistique n'
est pas forcément soluble : en particulier, si 1e_domaine S des don-
nées eipérimentales est petit vis-a-vis de la "portée" des Xg il ne

sera en gdénéral pas possible d'estimer les Tfs et DP° .
[}
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Ainsi, en ce qui concerne l'estimation de la dérive, nous &abou-
tissons aux méues conclusions que dans la théorie habituelle du K.U.,
ol les inddéterminations du variogramme sous—jacent ne se répercu-
taient pas sur la forme des estimateurs mais seulement sur les va-
riances gqu'on leur attribuait. IL'é1ément vraiment nouveau gu'apporte
la présente théorie, du point de vue des applications, est, éemble—
t-11, gqu'elle réussit & rendre le krigeage entiéremenﬁ indépendent
de ces indéterminations, en ce qui concerne aussi blen la forme des
estimateurs que la variance qu'on leur attribue : ce que 1'on exprime

ici en parlant du caractere intrinseque du krigeage.



