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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 118

LES FERVES ALEATOIRES STATIONVAIRES ET SEMI-MARKOVILNS

TNTRODUCTION

Je me propose dans ce quil suit d'expliciter la structure des
fermés aldatoires stationnaires semi-markoviens indéfinimeﬁt divisi-
‘bles pour la réunion, solt en abrégé PASMID. Nous verrons, dans un
de;nier paragraphe, qu'il existe en fait des fermés aléatéires sta~
tiomnaires et semiQmarkoviens qui ne sont. pas indéfiniment divisi-
bles. Je ne dispose pas & leur sujet de résultats généraux, encore
que l'exeﬁple que j'ail réﬁssi 4 construire fasse lul aussi Jjouer un
rdle important & la convexité. En ce qui concerne les FASMID propre-
ment dits;;deux types extrémes sont connus depuis longtemps : les
réseaux poissoniens de variétés lindaires, étudiés principalement par
"R.E. MILES, [2], [3], et les schémas booldens & grains primaires con-
vexes introduits par“G. Matheron [ 1] ...... Nous allons voir que ces
deux prototypes permettent par combinaison de construire le FASMID
"1e plus général. Tout FASHID, en effet, apparait comme le résultat
de la dilatation par des combaots convéxes aléatoires de variétés li-
néaires constituant des réseaux poissoniens. Lbquue ces compacts
convexes sont ponctuels, on retrouve les variétés linéaires elles-
mémes. 51 au contraire bn dilate par ﬁn compact convexe aléatoire un
réscau éonstitué de variétés de dimension 0, c'est-a-dire un proces-
sus de Polsson ponctuel, on retrouve le schéma booléen. Dans le cas
général, le PFASMID est.éonstitué d'un ou de‘plusieurs réseaux de
oylindrés a bhases compactes convexes aléatoires. Nous introduisons
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ensuite la notion de fermé alédatoire stable pour la réuniomn, et nous
caractériserons les réseaux milesiens comme fermés aléatoires stables

stationnaires et semi-markoviens.

{ — [ES FERMES ALBATOIRES CONDITIONNELS::

Soit A un fermé alédatoire, qéfini par une probabilité P sur la
tribu bordélienne o((+) de 1'espéoe 7(E) des fermés d'un espace E lo-
calement compact & base dénombrable (LCD), et soit aussi u une appli-
cation mesurable de 3 dans un espace probébilisable (Q;%Q. Désignons
par F la loi de‘la variable aléatoire u,‘définie par F(H) = P(u—1(H)),
H e % . Comme l'espace F est compact etvadmet une base dénombrable, |
on peut pour F - presque tout u définir une probabilité Pu sur 6«75
telle que‘Pu(V) soit intégrable pour F quel que soit V e o(®9) et vé-

rifie pour tout H € 96 :

(1-1) PV O uw T (H)] :\jF(du) P, (V)
| ) .

Ainsi, pour F - presgue tout u, s 8 trouve défini un fermé aléatoire

A, dont la probabilité P vérifie par construction P (u(Au ) = uo)
0 0 : : 0 0

1. Nous dirons gue Au est le fermé aldéatoire A conditiormel en u.

Les propridétds suivantes se démontrent lmmédiatement :

a/ 81V e o((%) vérifie P(V) =1, on a PQ(V) = 1 pour I — presgue
tout wu. |

b/ Soit ¢ une spplication mesurable de F dans Tui-wméme vérifiant
u(p(A)) = u(A) p.s. pour P. Alors (cp(_A))u et @(Au) sont éguivalents

pour I presgue tout u. ‘ y



"2~ NESURES ¢o-FINITES SUR &'

Désignons par F' = {¢} l'espace des fermés non vides d'un es-

pace LCD E, qui est lui-mfme LCD pour la topologile induite par celle

K

de F. Les voisinages de ¢ dans F étant les V', K €J6, tout compact

de %' est contenu dans V our un K € S, Désignons par B une suite
K = P n

) o]
de compacts de E vérifiant Bn c Bn+ et E=U Bn' Une mesure @ o-finile

1
sur ' est alors définie par la donnée de sa restriction en a chaque

VB . Inversement, si 1l'on se donne gur chaque VB une mesure en V-
n ) n
rifiant 6n+m(V) = en(V) des que V € o(©¥) est contenu dans VBn% la

formule

B )

(2-1) . 6(V) = Tim te, vy
: : ’ n n

définit une mesure o-finie sur 3'.

A toute mesure O g—-finie sur F' est associé un processus de Pols-

son ponctuel dans %'. La réunion dans E des fermés de ce processus de

3' est p.s. un fermé de E (puisque e(VB_) < o implique que chague B
, Tn
n'est p.s. rencontré que par un nombre fini de ces fermés ). Désignons

K

n

par A cette réunion. A est un fermé aléatoire, car A ¢ V- , K € SO

égquivaut & : "aucun fermé du processus de Poisson dans &' n'appartient

é‘VK" , évinement mesurable dont la probabilité est

| ~6(V,)
(2-2) - ax) = € X

A est évidemment indéfiniment divisible pour la rdéunion, et sans
point fiwe puisgue Q(XK) ne g'annule pas sur J6 . Inversement, d'aprés
[1], théorzme 2, tout ferméd indéfiniment divisible et sens point Fixe

z . - - - /o N, - e
est caractérisé par sa fonctlormelle Q(K) = exp {~¢\K)} ou & est une

K



capacité alternéde d'ordre infini vérifiant ¢(¢) = 0 et ¢ < o gur JO.
On déduit sans peine du théoréme de Cthuet, (1], qu'il existe alors
une et une seule mesure o-finie 6 sur F' Véfifiaﬁt G(VK) = ¢(K). Ain-
si, nous pouvéns identifier 1'ensemble des mesures o-finies sur !
avec l'ensemble des fermés aléatoirés indéfiniment divisibles et sans
point fixe — et sussi avec 1'ensemble des processus de Poisson ponc-
tuel de 3' tels que chague VK ne contienne p.s. gqu'un nombre fini de

fermés.

Ta Tormule (1—-1) se généralise au cas des mesures o-finies. En

effet, soit 6 une mesure o-Tinie non nulle sur 3', ce gui implique
? k b q p A

aéja G(VB ) = ¢(Bn) > O pour v supérieur ou égal & un n_  que nous pou-
n ' :
vons toujours supposer égal a 1. Sur VB , la formule
n

P (V) = o(V N VBn)/q’(Bn)

définit une probabilité. Il existe donc une probabilité ¥ _sur Q et
P i n

une probabilité conditiomnelle Pﬁ sur o((¥) vérifiant la formule

.

’

(1=1), soit :

(2-3) o(V N u” (1) = ¢(B) JFn(dﬁ) Poat?) (Vevy)
, : H ? n

Désignons par G la probabilité sur @ définie comme suit :

g
G = Zﬂ "n n

Chaque r, est absolument continue relativement & G. Tl existe donc

une suite @n(u) de Fonctions mesurables sur @ telles que :



_(2—4) o Py = ¢ G

Avee V<V, ,'et m > n, la relation (2-3) donne

B
n

,m(v) FIH( du)

7 = B
b(B,) Pu,n(v) P (au) = ¢(B_ ) P,
et, compte tenu de (2-4) :

BB 9,(w) By (V) = $(B) B, (V) g () (p.s. pour 6)

" Ainsi, pour tout V € o(¢) relativement compact dans F', on peut dé-

finir 1'expression.eu(V) (pour. ¢ presque fout u) en posant

0,(V) = ¢(By) g (u) 2, (V)

B
n

Gu(V) est une mesure finie. Pour V € o(¢¥) non relativement compact,

—

otir un entier n tel gue Ve V., « La restriction & chague V, de
b g B : q

on peut donc poser eu(v) = lim 4 6,(VNVy ), et 1la fonction 6,(+)
ainsi définie sur o((¥) est alors une mesurc o-finie. D'apres (2-3)

et (2-4), on a alors

(2-5) . e'(v N u“1(H)) = j(}(du) eu_(v)
’ H

pour tout V € o(¢#) et tout H c¥ . Telle est la généralisation cher-
chée de la relation (1-1). On note toutefois que la probabilité G et
la mesure o-finie 6, ne sont définies qu'a un facteur prés o(u), G-
intégrable et vérifiant G({p(u) = 0}) = 0, puisqu'on peut remplacer

G par ¢ G et 6, par Ou/¢(u). .

Les remarques suivantes pourront Ctre utiles :



a/ Si. V e o(¢®) vérifie 6(V) = 0, on a 9ﬁ(v) = 0 pour G presque

tout u.
b/ Pour G praesque toutb U, on a u(R) = u, 8§, ~presque partout
sur F'.

c/ Soit ¢ une application mesurable de F' dans lui-néme. Suppo-
sons de plus qu'il existe une application w* mesurable de @ dans lui-
meme telle que 1l'on ait u(e(F)) = @*(u(F)) 8 presque partout dans 3F'.

La relation (2-5) domme alors

o({g(a) € VN u (1)) =J* 1 G(au) o (g7 (V) =

, . o(1) |
:~{é o @*_1(du) 6 w_y (@_1(V))
H o(u)

Par suite

d/ Si la mesure 6 cst invariante par ¢ (i.e. o(V) = 6(@f1(V))

pour tout V € o(*)), alors G est invariaute par @* (G =6 o @*“1) ot

0, (1) =6 ., (57'(7)
p(u)

In particulier

e/ Si 6 est invarisnte par 9, el si u est. 6 presque partout in-
' *
variante par ¢ (soit 6(u o ¢ # u) = G), on peut prendre pour ¢ 1'ap-
plication identique sur Q. Par suite, pour G presque tout u, eu‘est

elle-méme invariante par ¢, soit

6, (V) = 8 (¢ (V)

u

£/ Si 6 est invariante par une Tamille Py s 1 € I d'applications



mesurables de F' dans lui-méme, les conclusions précédentes subsis—
tent pour tout i € I et G presque tout u, (méme si I n'est pas dé-

nombrable).

Dans ce gui suit, nous prendrons comme espace L l'espace eucli-
. n ‘- . -
dien R™ , et la famille Py o0 1L € I sera souvent le groupe des trans-

lations de Bn .

Dans la formule (2-5), on exprime la mesure o-finie 6(dF) sur
F!' &4 1l'aide d'une probabilité G sur Q et d'une mesure o-finie "condli-
tionnelle" eu sur 3'.‘Ii y aura parfois intérét a faire 1'inverse,
c'est-a-dire a éxprimer B a 1'aide d'une mesure o-finie.p sur Q et
d'une probabilité conditionnelle Pu sur F' : supposons, en effet,

gu'il existe une suite croissante Hn € 9% telle que Q = U Hn et
(2-5) 0 < o(u(H)) <o

Alors, en posant pour tout V € o(¢) :

o(v N v (H )

P (V) =
e(u—1(Hn))

on d4éfinit une probabilité sur o(¢). D'apreés (1-1), il existe une
probabilité Fn sur Q et, pour En presque tout u, une probabilité

P sur F' avec pour tout V € (¥ et tout He 9 , Hao H
u,n ' n

Pn(v N umi(H)) = an(du) Pn;u(V)

(¢

H

Posons p, = B(M—T(Hh)) B, . I1 vient :



(2-6) o(v N uT(H) = Jpn(du) Pu,JV)
H

Conme “n(H) = e(u—1(H)) pour Hc H_ , on voit que b, €st la restric-

tion & H de
n Wy 4m

,.m > 0. En posant pour tout H € 96 :
oV mal A
w(H) = 1im T p (H N HY)

on définit donc sur 9% une mesure o-finie, dont la restriction &

ajyue I st . Dtapres - :
chague H_ est p . D'aprd (2 6)f on a

o(V N u”l(H)) =Ju(du) Py, nlV)
I -

pour Hc H . I1 suit de 14 que la probabilité Pu n 0e dépend pas de
) b
n, et que pour tout H € % (contenu ou non dans un Hn , la formule
suivante est valable :
¢

(o=-7) (v F]u—1(H)) =\fp(du) Pu(V)
H

Ainsi, pour tout u n'appartenant pas & un ensemble y négligeable, 1l
existe un fermé aléatoire A, dont la probabllité Pu‘vérifie (2-7). On

enn déduit les remarques sulvantes

at/ 81V e o(¢) vérifie 6(V) :-O,‘on a Pﬁ(V) = 0 p -presque par-
tout.

b'/ u presque partout, on a u(Au) = u p.s. pour P .

a'/ 81 6 est invariante par une application ¢ mesurable de F'

- . 0 . ) 'X. - -
dans lui-m€me, et s'il existe ¢ : Q - Q mesurable telle gue U o ¢ =

i * - . .
= ¢ o u @ presgue partout, la mesure p est lnvariante par ¢ et

PN =P (97N
P (u)



e'/ 8i de plus 6(u o 9 # u) = 0, P, est elle-méme invariante
par ¢.

£/ 3i Py i e I est une fanille d'applications mesurables
F' - 3' , les résultats précédents subsistent p presgue partout pour

tout i € I.

3 = LES SCHEMAS BOOLBENS STATTONNATRES DANS R

Considérons le cas ou la mesure 6 o-finie sur F' est concentréé
sur l'espace o' des compacts non vide et invariante pour les trans-
lations. Pour Kﬁe ¥4 désignons par x(X) le cehtre de la boule cir=
conscrite & K. On vérifie sans peine que x est une application de JG!
dans. E = R continue pour la topologie myope, donc sci pour la topo-
logie induite sur JO!' par celle de 3'; Prolongeons x sur F', en po-
sant par exemple x(F) = O pour F fermé non compact, x est une appli-
cation mesurabie de F' dans R" . Si I

B
h

h, on a X(Fh) = x(F) + h pour P € Jo', et par suite :

désigne le translaté de ¥ par

(3-1) e[x(r,) # x(¥) +h] =0

. . . -l ;oo .
Cette relation exprime gue les translations de R~ vérifient la condi-
. * . . \ .
tion d'/ du paragraphe 1 (avec ¢ 0 x = x+h sl ¢ est la translation
par h). Wonbrons que 6 vérific. avssi la condition (2-5). En effet,

. I s . n . , .
soit B un borélien d'intérieur non vide dans R~ (par exemple un cubs

semi~ouvert) et Yy une suite de points tels gque les B @ {yk} = B,
C o . foaa o U, i}
ou, aussli bien, les B @ {uyy} = bk réaslisent une partition de ® .

Drapres 1'invariance de 0 par translation, oun peutbt écrire :



o > o(Vyp) =2 8(x" (B N V) =

=% ex®B NV, = o(x "B NUT ,) = e(x"1(B))
X By k By

'autre part, si @(X—1(B)) = 0, on en déduit aussi
o(x"1(E") =2 e (BY) =0
. k '

soit 6 = 0. Donc, si 6 n'est pas identiguement nulle, la condition

(2-5) est vérifiée pour tout compact d'intérieur non vide.

. - n
11 existe donc une mesure p o-finie sur R et pour p -presque

tout x un compact aldéatoire A, dont la loi PX'Vérifie :
6(Vv N %~ H(w) :Ju(dx) r (V)

H

pour tout borélien H de R et tout Ve o). D'apres 4' , la mesure

- o-finie py est invariante par translation, donc esl proportiommeclle a

la mesure de lebesgue, et la probabilité conditionnelle P vérifie

_PX(V) =P (V + x)

Soit A_ le compact aléatoire dont la loi est Py . D'aprds (2-17),

on trouve pour tout compact K :

(3-2) (X)) = e(V) :fw.x) P (v, ) = E(ulh, & K)
. _ Rn X

Adnsi, le fermé aldatoire associd & une mesure o-finile invariante par

translation et concentrdée sur JO' est un schéma hooléen statlonnaire.




Inversement, si A est un compact aléatoire tel que E(H(AO @ E)) <
pour tout compact, la fonction ¢{K) définie en (3-2) est une capaci

té alternée d'ordfe_infini et se prolonge par une mesure o-finie sur
F'. I1 suffit méme d'avoir E(H(AO)) < o , car ¢(K) est scs sur JO!

et invariante par translation : on en déduit que l'ensemble des com—
pacts tels que E<H(AO ® %)) =0 , g£'il n'ést pas vide, est inductif,
et gque les compacts minimaux vérifiant cette condition sont penctuels,

d'on E(u(h )) = oo

Si un PASMID admet des points fixes, il est p.s. égal a B .
C'est donc aux FASMID sans points fixes que nous allons excluslve-
ment nous intéresser. D'aprd s [1], théoréme 3 et les résultats du pa-
ragraphe 2 ci~dessus, un fermé eléatcire A est un FASMID si et seule-
ment si la fonctiornelle @ sur e définiec par Q(X) = P(ANK = @)
est de la forme Q(K) = exp {- e(VK)} ou elest une mesure o-finie sur

F' dnvariante par translation et concentrde sur l'espace C(x) des

fermés convexes non vide. (C(3') est un sous-—-espace fermé, donc mesu-

rable, de F'). Clest la structure de ces mesures que nous devons ex-
pliciter,
a/ La restriction de 6 & C(J6') est de la forme indiqudée en (%~2)

avec Ao compect aléatoire p.s. convexs, Il lui est associé un FASKID

'_._J

qui est un schéma booléen stationnaire & grein primaire convexe, Il

[ <

. \

reste a étudier la restriction de 6 & C(3)C(F0'). Bupposons done la

mesure 0 concentrdée sur les fernés convexes non compachs,




b/ Soit alors Q l'ensewble constitué deé coneg convexes fermé
de somnet O; socus—espace compact de C(¥'). Munissons-le de sa tribu
borélienne d& . Convenons de dire qu'un fermé convexe non vide ¥ € oI¢: A
contient unt cone H € Q s'il existe un translaté de H contenu dans F.-‘
Lorsgu'il en est ainsi, on a H @ x c P pour tout x € F, comme on le
vérifie sans peine, d'ob H@ Fc Fet He I' = P, Inversement, cette

relation caractérise leg cones H contenus dans TF.

Pour gu'il existe effectivement un H ¢ Q tel que He F = F, 1l
faut et il suffitl que le fermé convexe F re soit pas compact. La ré-
‘union des cones convexes Vérifiamt cette propriété est encore w cone
convexe H(F) vérifiant I o H(?) = F, et, plus précisément, H(F) est
le plus grand élément de Q vérifiant cette propridté. Complétons la
définition de H en posant H(F) = ¢ si P ¢ C(H'). L'application I' -
H(F) a (3) dans Q U {¢} est scs, donc mesurable, et de plus mani-

festement invariente par translation. Si donc € est une nmesure ¢-finie
sur C(g') invariante par translation et concentrée sur C(F')NCJG') ,
_ies_fésultats du paragraphe 2-e¢/ sont applicables : il existe une pro-
babilité F(dH) sur l'ensemble Q des cones convexes fermés non vides,

et, pour presque tout H € @ , une mesure 9y o-finie sur C(x') vé-

! , 0
rifiant eHO(H(F) 7 ho) = 0 et

(4-1) Co(V) = |Ram) e,(v) (Ve o(¢)
q _

De plus, 04(V) est invariante par translation.

B . ) n ;
¢/ Désignons par Sk l'ensemble des scous-espaces de R de dimen-—
sion k, (0 < k g n), qui eat un sous-espace compact de Q . Monbrons

gue la mesure F est concentrée sur |J S

)



13 -

Fn effet, soit B un ouvert de R , H € @ un cone convexe et
h € H un point de H. Comme F @ H € Ty équivaut a4 * ¢ VBﬂH , la rela-
i P#A D H ntraline = ns nég
tion GH(L #£ B @ H) enbralne Vi = Vg & un ensemble 6, négligeable
pres. Pour h € H, on a donc, toujours a des ensenmblegs O réeligen—
bles pres :
¥ v o= 0
Vo) T meleing 2 Vpell T '
. fod 7 R ele W 'R NG & t LAore ] . - aYe3 T
Mais G(VBQ{h}) G(NB) entraline alors 1'égalité VB@{h} Vg 0y presque
partout, puis
— . v ;
vy = 1I11m 4 VB@{Dh}@H (6 p-p.)

Ceci ayant lieu pour tous les ouverts B d'ure base deromorab e de la

i

topologie de R, on en con

(sous—espace & 1 dimension contenant h) es

jal

S py

pw}

résulte aussitdt que H est un sou

clut gque h € H entraine que la droite Dy

—cgpace de

T
L

€1

+t contvenuve darng H., I1

n .
R, autrement dit qgue

la mesure F(dH) est concentrée sur la réunion des Sk , comme annoncé,

a/ Dés lwnov - par Fk la restriction de

ot

S T

tout s ure o-finie
0, (H(F) #

cylindres

¢ Sk il existe une mw

s) = 0. Autrement dit, es

’

a base conmpacte convexe et & géné

clest—-a-dire sur 1 ensemble des fermés de

eS

Fa Sy « Pour Py presque

sur C(z') vérifiant

est concentrdée sur 1ll'ensemble des

’

ératrices para ] sles 4 s

2
v

la forme X ® s, ol K est

un compact convexe contenu dans 1'orthogonal st de s, De plus, €_
. , o

est invariante par translation. Les ultatls du paragrapne % s'appli-
quent donc & 8_ . 91 nous désignons par e la mesure de Lebesgue
. o Lim=Ja

L. PP -z N Py T
dans s identifié a R , 1l existe une fonction @k(s) intégrable
pour Fy et un compact aléateire A_ dang g dort la loi P_ vérifie :

9 8] (=2

g _(V,) = (\ (e)dx = o, (z) Bl > -f

3 K I/ ) q‘l- X o= ‘pk: L ) :]"L !j,ri__]{ (AS 6;_) ﬂ 1 [)) ]

&}

oy



j§) J~Kdésigne la projection du compact K dans 1'orthogonal st qu sous-
S ' :

espace s € Sk)' En posant

Gk(ds) = @k(s) Fk(ds)

on obhtient ainsi la relation :

_ 1 . - v
(4-2) 8(Vy) = £§1 V{Gkﬂds) Elu,_y (A ® nsL K) ]
| R
Xk

Telle est la forne générale d'une mesure o-finie inveriante par trans-

lation et concentrée sur C(3')~\C(SG'). Pour k = n, Sr = {Ep} est ponc-—

1
N n
tuel et son orthogonal est {0}. Ainsi P, :~fGn(ds) est 0(F=R).
La mesure conditionnelle sssocide est OH(V) = 1. Dans le cas général
ot 6 n'est pas concenirée sur C(F')NC(JO') on doit tenir compte aussi

de la restriction de 6 & C(J46'), donl la forme générale a été donnée

dans le paragraphe'B.

Ainsi, tout FASMID est défini par une fonctionnelle Q(K) de la

forme -
g Q(K) :e—q)(K)
(4-3) E
( n-1 J k
( O(E) = p 4 (K) + 1531 ) Gplds) o (1) + py
= A V
( Pk
avec
( (e v
( ¢O(hJ‘: Elp, (4, ® K)]
( .
( ¢ (K) =3En, (A om, K]
) ( v 1]""1{ hw) C‘.L
A_ désignant un compact aléatoire de 5L identifié a ﬁn—k et Gk une



. . k, ‘ RN .
mesure sur Sk . On voit que exp {—¢S(K)} est associde a un FASMID

’

qui est p.s. un réseau poissonien de cylindres a génératrices paral-

A Y N . N rd » -—L
leles a s € Sk et a base compacte convexe aldéatoire AS dans & . De
L. .

plus, p = o(Cio)) et P, = e({mn}).

rd

Si pour G, presque tout s on a A = {0} p.s., 1l en r,sulte

K

v
¢S - Hpx (néLK)

Donc, sip. =7p. = 0et si@ 0 seuf pour k' = k (0 < k < n), la

o} n k!

, formule (4-3%) se rdéduit & :

. | y
(4-4) G = | G lasy py (m K)

Sy

Le TASWID correspondant est un réseau poisscnien stationmaire de

variétés linéaires de dimension k. Si 1'on dilate lze variétés de di-
rection s de ce réseau par des compaéts convexes aléagtoires indépen-—
dents équivalents & un méme compact A, on doit remplacer p . (17 N %)
. o
par E[“n—k (AS ®n %5] dans 1'argument de (4-4). Ainsi, la formale
! ot .
générale (4-=%) exp;ime que tout FASMID eSt obtenu en dilatant par des

compacts convexes aléatoires les variétés linédaires de réseaux poisson-

niens.

Pour qu'ua FASHMID soit éguivalent & un résesu poissonien, 11 faut

et 11 suffit gque pour A > O la boule BA de rayon A\ vérifie

(4-5) $(B,) = A $(B,)

« est alors nécessairement un enticr k vérifiant 0 £ k = n, et n=k

est égel & la dimension des varidtés lindaires du réseau.




I1 résulte de (4—4) que la condition (4~5) est nécessaire. Inver—
sement, supposons-la vérifiéde, et montrons que G(K) est de la forme

(4-4). Pour celd, nous utiliserons la formule de Steiner, d'apres

. n-k ., ...
laguelle tout compact A convexe non vide dans R vérifie

( n-kx - n-k ( p
b . (Ae B, )=2 b (a)r
il k I p:O P

n-k _
(Br est la.boule de rayon r dans Bp_k) avec bp(A) > 0 et bp(A) = 0

5i et seulement si le compact A est contenu dans une variété linéaire
de dimension < n - k - p. En particulier, cette expression se réduit
4 un monome, ndécessairement de degré n-k, scoit

n-x
Pn—Xk (4 @ Br ) = Wy T

si et seulement si le compact A est réduit & un point.

D'epres la formule géneérale, don&, pour tout FASMID, ¢(Br) est
umipolynome de degréd = n. Pour que ce polynome soit un monome de de-
gré o = k nécessairement entier compris entre 0 et n, 11 faut et il
suffit que toutes les mesures Gk' scient nulles sauf Gn—k et gque pour

L

G presque tout s € Sn—k AS soit p.s. ponctuel dans s . On a alors

n-Xk

S

Sn—-k

et le PASWMID est un réseau poissonien de veridétés linédaires dont la

dimension est n—-Xk.



5 — LES TERNES ALLATOIRES STARLES POUR LA REUNION

Nous dirdns gqu'un fermé aléatoire A dans R" est stable pour la
réunion si pour tout entier k 11 existe une constante Kk > 0 telle
que la réunion A1 Ueoo U Ay de k fermés indépendants dégquivalents &
A soit équivalente a 1l'homothétigque A A de A. Si 1lton pose Q(K) =
= P(A € VK) pour K € Jb, la fonctionnelle Qh associde & AA est évidem-—
ment QK(K) = Q(K/\). Ainsi, pour que A soit stable, il faut et}il suf-

£it qu'il existe une suite A, > 0 telle que 1'on ait :

. k X
(5-1) QEN* =a(£) (x>0, kedo)
. k
_ k A
Si A est stable, il est équivalent & la réunion U xi , donc est
' i=1 "k
indéfiniment divisible pour la réunion. Limitons-nous au cas ou A

n'admet pes de point fixe, Alors, Q est de la forne :

Q( K) — e'—q)( K)

pour une capacité%¢ < o alternée d'ordre infini et nulle en ¢. Pour
que A soit stable, d'aprés (5-1), il faut et il .suffit que 1l'on ait :
(5-2) o ( % ) = % ¢(K)

k
Montrons qu'il exn est ainsl si et seulement si 1l existe o > O tel

que

(5-3) G(AK) = A% ¢(K) (A= 0, Ke o)

a/ Il est clair que (5-3) entralinre (5—2), avec }\k _ 'k—'l/oc



b/ Inversement, supposons (5-2) vérifide, et montrons que (5-%)
ern résulte. Pour K = {0}, on trouve ¢({0}) = k ¢({0}) pour tout entier

k, soit (puisque ¢ < «)
¢({0}) = 0, s0it P(0O € A) =0

Si ¢ est identiquement nulle, (5-3) est vraie. Nous supposerons

donc ¢ # 0; c'est-d~dire A non p.s. vide. On a alors le lemme suivant :

c/ 8i ¢(a B) = ¢(B) pour toute boule B de centre 0, alors a = 1.
En effet, par itération, on trouve ((B) = ¢(ak B) = ¢(B/ak) , k entier
> 0. Supposons a # 1, scit par exemple a > 1, d'ou ak B‘T B et

B/ak J {0}. Comme ¢ est scs, il en résulte o(B)

¢({0}) = 0 a'apres

b/ pour toute boule B, denc ¢ = 0 contrairement & notre hypotheése.
a/ D'apres (5-2), pour tout rationnel r = 0, il existe A, telle

gue

(K € J6, r rationnel > 0)

r ¢(K) = ¢ ( N

o

On en déduit ¢(K/xr hr,) =r ¢(X/n ) = r' ¢(K), donc, d'aprés le

lenme ¢/

(5-4) A = AL A

e/ la fonction A définie sur les ratiomnels positifs, est non
croissante et continue & droite.

n effet, si B est une boule de centre O, on & B/,\r c Bosi, =
et B/xr > B sl AoS 1. Pour r ratiomnel > 1, 1lsa relation ¢(B/AT) =
=1 ((B) > $(B) nontre, puisque ¢ est croissante, gque c'est 1'déventua~-

1ité Kr = 1 qul est réalisde, D'aprés (5~4), Kr eclt done non croissante.



La continuité & droite rdésulte ensuite du fait que ¢ est scs,
f/ D'apreés e/ et la relation (5-4), A e¢st nécessalrement de
A H 7
la forme :

o =1/a
xr = T

pour un o > 0. Montrons que la relation :
o1 Ky = (xR
établie pour r ratiommel = 0 reste valable pour r réel = O.

soit, en effet, x réel > 0, et r une suite de rationnels > O
convergeant vers x. Comme 1l'homothétie est une opération continue dans
J6, v/ x rge vers x /% ¥ pour tout K ', Coms t scs

y T converge vers Xx pour tout K ¢ fO'. Comme ¢ est scg,

on en déduit :

% (1) = lin ¢ (/O ®) < ¢ (/%K)
. n

11 reste a &tablir 1'indgalité inverse., Soit ¢ > O, et B la boule de
ot v _ 1/ . 1/ )
centre O et de rayon £, Commne T K converge vers x K, on a, pour

n assez grand

1/ 1/a - _ 1/a © € oy
X X e (I‘n Ix) @ eB = I‘n (..\ @ '177'(‘1 B)
n

—1/a '_~1/a

Drautre part, pour &' > 0 donné, on & T, < X + ¢! pour n assez

grarxd, dorc

1/ VLIS E
X Kcr, [i(@(x1/alg')B]

et par suite :

b (x1/a K) = roo [K @ ( _f7& + e') B]
x



Passant & la limite d'abord en n ? o0 , puils en e & 0 et ¢! ¢ 0, et

tenant compte du fait que ¢ est scs, on en déduit :
AR PRI
On a par suite 1t'dégalité, et le .résultat ammoncé en résulte.

On en déduit 1'énoncé sulivant :

Pour qu'un fermé aléatoire A solt p.s. un réseau poisscnien de
varidtés lindsires,1l faut et il suffit que A soilt stable,station-

naire et seni-markovien,

On a vu que cette condition est nécessagire. Inverserent, si eclle
est vérifiéde, A est un FASMID dont la fonctionnelle ¢ vérifie ¢(Br> =
o - N ~ o § ’ .

=r ¢(B1). D'apreés la condition (4-5), & est alors un réseau pois-

sonien de variétés lindaires.

6 - FORME GENFRALE DES FORMES ALEATOIRES STABLES POUR )

Soit A un fermé stable, et ¢ la fonctionnelle assccide & A ,

(F(a e v5) = e E)) yeripiant
(6=1) $(AK) = A" ¢(K) (A 20, K €50)

pour un o > 0, ¢t solt 6 la mesure o-finie sur F' vérifiant G(VI,) =
A

= q;( K) .‘

A tout T ¢ ¥' sssocions sa distance r(F¥) = Inf |x| & 1'origine,
‘ xER



T1 est facile de voir que r : F' - R _est continue, donc mesurable.
Pour r > 0, on & 6 (r(p) < ro) = 9 (VB ) < o et, pour ré assez

T
0

grand, cette quantité est > 0. D'apreés (2-7), il existe donc une me-
sure p o-finie sur B+, et, pu presque partout sur R+ , une probabilité

P, sur o((8) avec

o

MV):lLMdr)PrUU
. o
et Pr(r(F) = 1) = 1. D'aprés (6~1), d'autre part, on a :

$(BL) = e(vBr) = % ¢(BT)

Cormme ¢(Br) = G(VB ) = 6(r(F) < r), on en déduit que la mcsure p admed
T
la densité

(6;2) pldr) o 4)(B1) 01
dr '

D'autre pert, l'homothétie P - AF change r(F) en r(AF) = rr(F) et u(dr)

en p(dr)/A% On en déduit (comme en 2 — d'/) que P, vérifie :

_Pr(v) =P (AV)

AT

Autrement dit, 1'emsemble aldatoire A, .. de loi P,  est équivalent &

AT
1'homothétigue A\ A Pogons P(V) au lieu de P1(V). Ta reletion précé-

s

dente donnc

P.(V) =¥ ()

et par suite
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Inversement, soit P une probabilité guelcongue gue o(¢¥). Posons

pour tout compact K :
(o]
(6-3) | GB) =b | B () 2" ar
| o T
(cette intégrale existe, finie ou nom, car P(VK) est scs sur JO, et
1'homothétie continue, elle est finie pour tout compact dés gqu'elle

est finie pour la boule unité). On a clairement :

¢ (AK) = A% ¢(K)

Si ¢(B) < » est une capacité altermée d'ordre infini nulle en @
. ’ P
et < w gur JXb, et il existe une mesure o-finie 6 vérifiant ¢(K) =

= G(VY>’ Donc, il existe bien un fermé aléatoire A stable pour la ré-
union et tel que P(A E'VK) = exp {- ¢(X)}. Ainsi, (6-3) domne la forme

générale des fermds stables. (Il resterait & caractériser la classe

des fermés aldatoires stables et statiomnaires).
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