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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 115

LES FORMULES D'APPROXIMATION DE LA GEOSTATISTIQUE

Je me propose ci-apres d'examiner le degré de validité des formu-
les d'approximation utilisées couramment en géostatistique pour le cal-
cul des variances d'estimation. Ce scrupule tardif a été suscité par
le résultat d'un calcul "scolaire" effectué sur le variogramme liné-
aire. 11 apparait; en effet, dans ce cas, que le terme d'effet de
bordure qui vieﬁtrmajorer la variance d'éstimation de la teneur moyen-
ne de 1'intervalle [0,L] lorsque 1'on utilise une maille régulieére &
implantation non préférentielle est du méme ordre de grandeur que le
terme principal. Ce résultat n'était pas a proprement parler inatten-
du, car la théorie en prévoyalt l'existence et permettait d'en calculer
1'ordre de grandeur (sinon la valeur numérique exacte). Mais, dans les
applications pratiques, l'usage s'était instauré depuis longtemps d'ou-
blier ce terme et de lé négliger purement et simplement. Il m'a donc
semblé utile de reprendre 1l'étude de cette question, et, par la méme
occasion, de préciser les conditions de validité d'un certain nombre
de formuies usuelles. Il apparaitra, en particulier, que la structure
de 1l'effet de bordure est beaucoup plus complexe qu'on ne le soupgoh— -

nait.



1 - EXEMPLE INTRODUCTIF:

L'EFFET DE BORDURE POUR UN VARIOGRAMME LINEAIRE.

Soit Z(x) une FAI sans dérive sur la droite, et y(h) = |h| son
demi-variogramme. On veut estimer la teneur du éegment (0,L) de lon-
gueur L = (n+e)a , O s € < 1 & 1'aide d'échantillons prélevés selon
une maille a réguliére & implantation non préférentielle. On sait
que 1l'on formalise cette situation en admettant que tout se passe comme
si le premier échantillon positif était implanté en un point X choisi
au hasard sur (0,a) selon une loi de probabilité uniforme. L'estima-
teur utilisé Z*(XO) est donc une variable agléatoire définie sur la
o-algeébre Cxébés, ot X est 1a o-algebre sur laguelle est définie

notre FAI, et &3 la tribu borélienne de [0,a]. Explicitement, Z*(xo)

s'écrit
1 n
= z Z(XO+1a) si Osx sea
i=0
z* =
1 n+1
— 'Z) Z(xo+1a) siea<x <a
i=0
L A
La variance d'estimation est GE = D (Z* - % L[ Z2(x) dx) « A x, fixé,
L o) '
*
1l'erreur Z (XO) - %‘f Z(x) dx a une espérance conditionnelle nulle,
A .
de sorte que 1l'on a :
a
_ 2 _ 1 2
(1-1) op = 3 ‘f o (XO) dx,
o)

en désignant par GE(XO) la variance d'estimation conditionnelle en Xge



Dans le cas O < X, s €&, on trouve

n (xo+ia)2 + (L—Xo—ia)2

2 L o a 2
(x)=-%- 2 |i- +
o\ X, 3 i |i-73] (n+1)2 (n+1) {20 o 1,

On calcule sans peine les expressions :

> Ij-"j] _ l’l(l’l+1)(l’l+2)

i,3

, - (Xo+ia)2 + (L—Xo—ia)2 1T 52 2
n+1 ;Eg L =7 tﬁ(2n+1> 3 +n a(2XO—L) + 2Xo - 2X0L+L

On en déduit pour O < X, s €a:

2 2
GE(XO) = % En(2n+1) &4, n a(ZXO—L) + 2X§ - QXOL + LZ] _ L7 n(nr2)

a

En remplagant n par n-1, on trouve pour ea < X, <a:
oo(x ) =1 n(2n-1)-§2+ (n=1) a(ex -1) + 2x2 - px L+ L°| - L - 2=l 2&
E*% 0’ T L 3 aleX, %o 0 3 n

En reportant ces expressions dans (1-1), on obtient, aprés quelques

calculs édlémentaires

2 2 2 23

1 (4n-1) + a%c® - ale + (n- %)a2 - nal + L

2
d% =1 [% (n=1)(2n=-1) + ¢

NI

_L_a n2-1+€n2+n+1
3 n n(n+1)

Enfin, en remplagant L par (n+e)a, cette expression se simplifie, et

on trouve



2 _ __a [1—5(1-5)(1—1—)]

°E 3(n+e) n{n+1)

Lorsque n est grand, la variance d'estimation admet donc la partie
principale :

(1-2) 0% ~52 [ 1= e(i-e)]

Dans les applications, on ne connalt jamais €. Fn assimilant € & une
V.A., uniformément répartie sur [O,f], on voit que la "valeur moyenne"
de cette variance - valeur qu'il estAraisonnable d'utiliser en prati-
que - est

2 S5
g 18

i
Sl

Dans le cas d'une maille & implantation préférentielle (dispositif

centré ou fermé), la variance d'estimation est % % ¢ la majoration

due & l'effet de bordure est donc égale aux deux tiers du terme prin-

cipal et ne peut donc pas étre négligée.

Dans ma thése ([1], p. 209), j'avais bien prévu l'existence de
cet effet de bordure, et donné son ordre de grandeur & 1l'aide d'un
raisomnement approximatif valable d'ailleurs seulement dans le cas ol

il existe une covariance et non pas seulement un variogramme..Cet or-

2 2
dre de grandeur est 02 V., SI représentant la variance relative de
2 2
v v

l'estimation du champ géométrique, et 62 la variance de la F.A., sta-
tiomnmaire., A dire vrai, la nature méme de ce raisonnement approxima~
tif ne permettait pas de préciser si 02 représente effectivement la

variance s priori D° (Zi) de la FA, ou sa variance 02(O|V) dans 1le



champ V & estimer. C'est seulement dans le cas ol l'on retient cette
derniére interprétation que 1l'on peut espérer transposer le résultat
obtenu au cas ou il n'existe qu'un variogramme. L'effet de bordure

serait alors F(V) SX . Dans le cas particulier traité ci-dessus, on

v
au lieu de la valeur correcte f% % . L'erreur est du simple au dou-

ble, mals cependant 1l'ordre de grandeur est correct, puisque 1l'on trou-

ve un terme en 1/n.

2 = LA FORMULE D'EULER-Mac LAURIN

Les formules rigoureuses donnant les variances d'estimation font
apparaltre, comme on sait, des différences entre valeurs exacte et ap-
prochée de certaines intégrales. On peut donc obtenir des expressions
approchées en utilisant une version modifide de la formule classique
d'Euler. Je vais donc commencer par établir cette formule classique

sous une forme un peu plus générale que la forme habituelle.

Seit f une fonction définie sur 1'intervalle [0,L] et y admet-

tant des dérivées continues jusqu'a l1'ordre n+i. Aux points O et I,

l'existence et la continuité de ces dérivées ne sont requises qu'a
droite et & gauche respectivement. Sous ces hypothdses, f(x) admet

un développement en série de Fourier convergente :

+ 00 2ipﬁz
(2-1) flx) = 2 ¢ e L

. (0« x <L)
p= = o



En x = O comme en x = L, la série de Fourier vaut £(o) ; £(L) . .Le

coefficient CO est la valeur moyenne de f sur (0,L), soit :

L

o =4
C, =1 J f(x) dx
0

Pour p # 0, on trouve, en effectuant une intégration par partie :

L .
-2inp =
-1 L - - .1_
C, =1 Jf(x) e dx = 21np (£(1)-£(0)) +
o)
L
=2inp =+
1 L T
I ZiRPJ £1(x) € x
0
et, en réitérant cette opération :
, ( >k” ((k) (k) )
(2-3) C,=-1 k  \=m £ (L) - £ (o)
a1 D () ~2imp &
+ 1 ( L > £ (x) € dx °
L 2imp )
)
Pour abréger les notations,. posons
( (k) (k)
Ay = 1 (L) - £ (o)
(2-4) )
L (n+1) -2inpx
Py =J f (x) e ax
_ 0

en notant la majoration :

n+1)
(2=4") J.|f (x)]| dx



(n+1)
D'apres les hypothéses faites sur la fonction f, la dérivée T est

continue, et admet donc un développement en série de Fourier conver-
gent, dont les coefficients sont les L pp’ En portant (2-3) dans (2-1),
on obtient donc un développement convergent, 4gal & f(x) pour O < x < L,

et & % [f(o) + £f(L)] en x = 0, ou en x = L.

Pour 0 <« x < L, donc, on peut écrire :

1 1L 1 n k+1 2imp %
f(x):ijf(x)dx—iz E(L > b e
< k=0 p#0 \2inp
(2-5)
n+1 : X
+ 1 Z ( L ) e21np i
L pfo 2imp Pp

Soit maintenant N un entier > 0, et posons
- L
= %

Prenons un point X, sur (0,a), soit : O < X, < &, et proposons-nous
de calculer l'expression :
L

N=1
Sy = SN (Xo;a,f) = a kzg‘ f(xo+ka) =~{ f(x) dx
o o)

Pour celd, nous pouvons utiliser (2=5); en notant pour p £ O :

) Xo+ka 0 si p non multiple de N
N-1 2imp T, %
E% e - 2inp ==
= L

N sl p multiple de N

D'aprés (2-5), on trouve donc



k+1 %o
(2-6) 2.,z (=) e
- Sy = = A - + R
N —0 k p%O 2imp N
avec
n+1 *o
R = Z; (a ) Zlﬂp?
N = p£0 \2inp Pp

Compte tenu de (2-4'), ce reste Ry admet la majoration :

N+l w 1 g (n+1)
RN s 2 a p§1 GE;IH"I J If (X)ldX

On voit que SN va s'exprimer de maniere naturelle au moyen des nombres
et des polynomes de Bernouilli. Pour A réel > 1, on pose
[20]

B. = 2 T(1+)\) X 1 \
p=1 (2np)

(2-17)
cos (2mnpx - A %)
B (x) =2r(1+r) T x
p=1 (enp)

B, est le nombre de Bernouilli d'indice A (B2 = % , B B 1

_ 1 = L
A T4 30 76 T 427
B8 = %5, etc...), et BK(X) la fonction de Bernouilli correspondante.

En x = 0, on a évidemment :

B = I
>\(O) BA cos A

Lorsque A est entier, BK(X) coincide sur (0,1) avec un polynome de

degré A\, appelé encore polynome de Bernouilli. Pour A = 1, le nombre

de Bernouilli n'existe pas, mais la fonction B1(x) existe



La seconde égalité n'est valable que pour O < x < 1. Par contre, 1les

relations suivantes sont vraies pour 0 <x < 1.

1

BZ(X) = -z + x(1-x) |
2

By(x) = - &+ 2 - 57

B4(X) = é% - x% 4 px0 - x4

Compte tenu de (2-7), on voit que (2-6) peut s'écrire

( N-1 L
( a; f) =a ¥ f(x +ka) - J f(x) dx
( k=0 © J
(2-8) E
k - k—
% e (B) e - U
:1 °

(L) - £ (0)] + R

a N

avec la majoration

L
n+1 Bn+1 \f |f(n+1)
1

(2-8') Ryl = & = (x)] dx

X

X
En remarquant que, pour O < X, < &, B1 (15) vaut % ~ ?f y, on obtient

une variante de (2-8) en faisant passer dans le premier membre le ter-—

me d'ordre k = 1, soit



1 X, N-1 L
alz- =5 JEW - fe)] +a 2 £ix rka) 'l £(x) ax =
n+1 _k X (k=1) (k=1)
-- = & B (K‘)) [£ (L) - £ (0)] + Ry

k=2

Sous cette forme, la relation reste valable pour x = D oux = L et

donne
( Na
a [% £(0) + £(a) +e..t £((N=1)a) + -12- f(Na):, -J £(x) dx =
(2-9) < - ©
n' k a“" B (2k=1) (2k-1)
- ka('” TW?k [f (L) - £ (o):l + Ry

(n' désigne le plus grand entier tel que 2n' < n + 1. En général, on

supposera n pair, d'oi n = 2 n').

Ces formules d'Euler (2-8) et (2-9) permettent le calcul des
variances d'estimation de la géostatistique si le variogramme ou le
covariogramme utilisé admet des dérivées continues jusqu'a 1'ordre
n+1 en tout point x tel que O « x < L, et si de plus en x = 0 et en
x = L ces mémes dérivées existent encore & droite en x = 0 et & gau-
che en x = L. En particulier,donc, ces formules sont difectement
utilisables lorsque la partie irréguliére ne comporte que des termes

de degrés impairs.

Exemple -~ Par exemple, pour f(x) =e %, la formule (2-9) donne
n' ‘k+1 B
a a _ 2k 2k
TTee 2- 72 UV T sT +R

IRl < aa’fl'+1 B§2n'+12

(2n'+1)



Pour a < 2m, d'aprés (2-7), ce reste tend vers O si n' - o, d'ol 1la

relation :

a a 00 k+1 a2k
—es 2175 (1) 2T Dok

k=1

qui sert parfois de définition aux nombres de Bernouilli d'indice

pair. On en déduit aussi la variance d'estimation transitive asso-

ciée au covariogramme g(h) = e“b|h| :

+00 2k=-1

too 00
a 2 e'lk“’a -f e_bihldh: 2 T (-1)
k= -0 k:1 :

k+1 a2k b

B
(2k) ! 2k

=00

(ab < 2m)

2k=1 -bh

Le coefficient du terme en h dans le développement de € étant

b2k+1/(2k—1)! , on retrouve sur le développement précédent la reégle

2k=1

de correspondance qui associe & un terme en h dans le développe-

ment de g(h) autour de h = 0 le terme (—1)k+1 2 g9k B2k/2k .
Toutefois, ce raisommement ne justifie pas la régle de correspon-

dance elle-méme, et d'autre part ne donne pas le terme relatif & |h|OC

pour o non entier,

5 — LA REGLE DE CORRESPONDANCE

Nous allons maintenant considérer une fonction g continue sur la

demi-droite positive et vérifiant de plus les deux conditions suivan-

tes
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a/ en tout x > 0, g admet des dérivées continues jusqu'a l'ordre

n + 1 (mais les dérivées n'existent pas nécessairement en x = 0)

b/ Pour ¢ > 0, on a :

J 6™ ()| ax < oo

C

Exemple : pour O < a < n, la fonction g(x) = x% vérifie ces deux con-

ditions, méme si a n'est pas entier.

Nous nous proposons d'établir que les limites suivantes existent
prop _ q

pour O < X, <8,

S(x 5a) =
(3-1)
| N-1 la nt ko (k1) xo)
=N;i%m [ a E% g(xo+ka) -~f g(x) dx + E% 7T 8 (Na) B, = ‘}
0

et pour X, = 0 , avec n = 2n' entier pair :

Na
g 3(a) = lim [a [5 &(0)+g(a)+e- +g((N-1)a)+ & g(Va) —J g(x)dx
(3=11)
é 2 n' _ont (2n'-1)
2 - %T B, g'(la) teert (=1) %EETTT Bont 8 (Na)]

Nous chercherons ensuite & montrer que le principe de correspondance

s'applique pour S(xo;a) et 3(a).

Pour établir (3-1), par exemple, posons :



N- 1 Na ne1 ko (k1) XO)
= k=1
)
D'apres le critére de Cauchy, il faut montrer que S, — S tend vers

N N'
O lorsque N et N' tendent vers 1l'infini. Soit alors m un entier > O,

et considérons l'expression S - Sm. Appliquons la formule (2-8)

N+m

4 la fonction f(x) :(g§x+ma),(q§i vér%f%e les conditions voulues,
k k k k
d'apres a/. Comme f (Na) - £ (o) = g <(N+m)§> - g (ma), (2-8) nous

donne

et, d'apres (2-8'), on a la majoration :

1 (N+m)a "
a, oun+14
ISN+m - Sm| = Tar)? Bn+1‘J Ig\ : ()| dax

ma

D'apres la condition b/, cette expression tend vers O uniformément
en N pour m —» o, Ainsi est établie l'existence de la limite (3-1).

Celle de (3-1') s'établit de la méme maniére.

Passons maintenant a la regle de correspondance. Il est clair,
en premier lieu, queles fonctionsg vérifiant les conditions a/ et b/
ci-dessus constituent un espace vectoriel, que nous désignerons par
G,+ D'autre part, S(a) et S(xo;a) 4 a et X fixés, définissent mani-
festement des fonctionnelles lindaires sur Gpe En troisiéme lieu, si
une fonction f € G, 2dmet en x = O des dérivées a droite d'ordre 1,
2y...0n continues & droite, les formules (2-8) et (2-9) donnent aus-

sitst
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k=1
n' k 8.21{ (2k—1)
S(a;f) =  (-1) 25T Box f (o) + R (n = 2n')

avec les majorations

IR| =

B * (n+1
gt 1 Tﬁ%%%T ~[ | n+(;)l ax

0

Ainsi, si la fonction f € g, a toutes ses dérivées jusqu'a 1'ordre

n + 1 nulles en x = 0, S(xo,a,f) est un infiniment petit d'ordre n +1

en a. Pour S(a,f), il suffit méme que seules les dérivées d'ordre pair

t
s'annulent en x = O pour que S(a,f) soit de 1l'ordre de g2n' 1,

D'apres le caracteére lindaire de ces fonctionnelles, on voit

que la relation :

p
g= 2, A g + 7T

avec g. et £ ¢ Gy, » et £ admettant des dérivées continues & droite

et nulles en x = 0, entralne

D n+1
S(x 5a38) = ;?1 A S(xgsasey) + 0(a™ )

De méme, en supposant seulement les dérivées paires de f nulles en
X = 0

D
S(asg) = = Ay S(ase;) + o(a®)

1=1



Tel est 1'énoncé général du principe de correspondance. Dans les

applications, on vtilise surtout des fonctions 85 de la forme x“%

o

(O £ a <n) oux* log x (0 < a< n). Nous poserons

-

S, (Xo;a) = S(Xo;agxa)
(3-2) 4
Sa (a) = S(a;x%)

\

I1 reste & expliciter le calcul de ces expressions.

Calcul des Sa°_ Pour 0 £ o < n, il est visible sur les formules de

définition que 1l'on a :

[ x 1+
. - e od
Sa(xo,a) = Soc (a) a

avec des coefficients Sa(%) et S, indépendants de a (le premier
dépendant seulement su rapport € = xb/a, O <e < 1). Calculons donc
ces coefficients, en procédant par identification & partir du résul-
tat explicite obfenu pour une fonction particuliere. ILe plus simple
semble 8tre de prendre la fonction g définie par

g(x) = x*% g% (0 £ x < o)

La transformée de Fourier de g(x) (en supposant g(x) = O pour

x < 0) est

o0

G(u) =f e HImUE 4o o=bXgy o o F(1+a))1+a
+ 2imu

0
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La formule sommatoire de Poisson donne ensuite

+00

+ 00 00

a T g(ka) -jgm) ih = T [live) Clira)
a a
1+a 2+a
_ ;} P(1+a) cos 5 a1+“ D r(2+a) cos 5 T az+“ .
' . e e O
p=1 (2np) 7% T (2np)?t@

« e_bX et de toutes

A cause de la décroissance rapide a 1'infini de x
ses dérivées, le premier membre est S(aj;g). Par identification, on
trouve donc

1 1
—_— = =——— R (Q)
1 (2np)1+a 1+a 1+a

[o0]
(3-3) 8, =2 r'(1+a) cos 1—;0‘- T
Ce coefficient est donc 1ié au nombre de Bernouilli d'ordre 1 + o,

soit

_ 1+a
SOC = Tra cos< 5 n) B1+OC

Lorsque g(h) est un covariogramme transitif, donc une fonction

symétrique définie .sur la droite entidre, la formule (3-3) permet le

calcul de la variance d'estimation :

+00

s%(a) = a +73° g(ka) —f g(h) dh

k= =
—00

I1 suffit, en effet, de poser g+(x) = g(x) si x = 0O, g+(x) = 0 si

x < O pour obtenir

o%(a) = 2 s(a,g,)



pourvu que g soit dans G et que ses dérivées décroissent suffisam-

1+a

ment vite & 1'infini. En particulier, le terme Ta a associé dans

cz(a) 4 un terme |h|Oc figurant dans g(h) est défini par le coefficient:

T =28 =2 3B
1+0o

cos Lf&
o o 2

1+a

(résultat bien connu)

Passons maintenant au calcul de la fonction.Sa(e) (0O<e < 1),
X
avec € = ?f . Nous allens ici encore procéder par identification.

Posons, & nouveau ‘:

xr e (x =2 0)
0 (x < 0)
Evaluons Sa(xo;g). La décroissance rapide de g et de ses dérivées

montre que l'on a

[o0]

Sa(Xo?g) = a kzz g(xo+ka) -\[ g(x) dx
0

Considérons alors la fonction f définie par :

‘ (XO+X)a: e—bx (x 2 = xo)
£(x) = glx +x) = _
0 (x < - xo)
Pour 0 < X, <&, ona clairement encore :
+ 00 o0
S, (xo;g) =a 2 f(ka) -j f(x) dx
k= =0

—00



La transformée de Fourier de f est :

L Zinuxo
B(u) = B0 gy . Dwe
(b + 2igu) ' ™¢

I1 reste alors & appliquer la formule sommatcire de foisson
e = B = _E
5,(5,38) = T [P (®) 47 (- B)]

pour obtenir par un calcul identique & celuil qui a été effectué

ci=dessus :

(3-4) 8§ (g) = 2 pé iﬁiﬁ%{;— cos [2mpe = (1+a) 3)] = "il_oc B, (&)

1+a

Cette relation (3-4) permet de retrouver sans peine 1l'expression du

Zitterbewegung qui figure dans ma thése (Formule (F-6), p. 301).

Pour les covariogrammes transitifs usuels, dont les singulari-

tés sont localisées en h = 0 et (2n cas de Zitterbewegung) en h = b,

0

b désignant la portée, les résultats de ce paragraphe justifient entié-
rement les procédés usuels de calcul des variances d'estimation tran-
gitive., Examinons maintenant le cas des variances d'estimation de la

théorie intrinseéque.
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4 - LES VARTANCES D'ESTIMATION DE LA THEORIE INTRINSEQUE

Soit y un variegramme, y et F les fonctions auxiliaires habi-
tuelles. Nous supposons yie G, o quitte & introduire ultérieuré—
ment des hypotheses oomplémentaifes, au fur et a mesure qu'elles
seront requises. Rappelons d'abordila formule générale donnant la
varianée d'estimation c% de la feneur moyenne de 1l'intervalle (0,L)
lorsque 1'on utilise comme estimateur la teneur moyerme de n échan-
tillons implantés en des points x; appartenant & (0,L)

X. X(Xi)+(LrXi> X(L—Xi)

2 _ N i
i=1 L

=ro

Y y(x.~-x.) - F(L)
5 s yixy XJ _ +

1
N
Nous examinerons le cas des mailles régulidres & implantation pré-

férentielle (centrée ou fermée) puis & implantation flottante, avec
comme objectif, dans ce dernier cas, de mettre en évidence 1'influ-—

ence de l1lteffet de bordure.

Posons d'abord un lemme. Pour g € Gy et N> 0, on a :

Na
a.[% g(o) + gla) +...+g((N=1)a) + % g(Na)] —‘J g(x) dx =
o)
(4=-2)
a2 ] n' a21’l’ (21’1'—1) .
S(asg) + BT B2 g (Na)e.. = (=1) )T B2n' g (Na) + R
avec n = éni - 1 et la majoration :
‘ gon'+1 “ (on'+1)
(4-2") IRy s P e (x)| ax

Na
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Celd résulte aussitdt, en effet, du raisonnement méme qui nous a
permis d'établir l'existence de la limite S(a) dans la relation

(3=1'). De la mlme maniére, pour O < x, < a, on trouve :

( N—1 Na
é a X é’(xo+ka) —J g(x) dx =
=0
g 0
n+1 k  (k=1)
(4-3) é = S(Xo;a;g) - k§1 % g (Na) Bk (——) + R!
% a (n+1)
(IR s BT B f (x)| ax
( Ne

Ces formules ont 1'intér&t de séparer nettement 1'influence des
irrégularités a l'originé (terme S(a) ou S(Xo;a), auquel s'applique
la régle de correspondance établie ci-dessus) et la partie de 1l'er-
reur qui se trouve "localisée" a 1'extrémité droite de 1l'intervalle
(0,Na) (valeurs en Na des.dérivées de la fonction g). Ces formules
généralisent donc les résultats classiques (2-8) et (2-9) au cas

d'une fonction présentant des irrégularitds & 1'origine.

4-1 Maille réguliere, dispositif centré.

31 a est la maille, on a ici L = Na et X; = ia - . La formule

(ST [

(4-1) s'écrit :

N
c=1 T (- Dax(ie-2) -2 % (¥-1) y(ia) - F(L)
o) NI, 2 1 a ylia- 5 N2 = 1) ylia

I1 est commode de composer cette expression en 3 termes que nous

évaluerons séparément :
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g c% = c? + c§,+ c%
%
E o? = = % [% y(o) + y(a) +...+ y((N¥1)a) + % y(Na)] +
g Na
v £ J y(h) dh
(4-4) E 0
g cg = §2 [1 y(a) +...+ (N=1) Y(KN;a)QD + % N y(Na)] -
E Na
g - §%;§ \[ n y(h) dn
N
(2.4 g (i- 1) y(ia- &) - 4 sz(x) dx
é 5 2 o 2 2 2 )

D'aprés la formule (4-2), le premier terme vaut

( , en' (en'-1)

g G% = - %a {S(a,y) + 5T B2 y1(Na)-. - (-1)" T%ETTT op Y (Na) }
(4-5) ¢ + R

( . (2a') 1

E Rl @ a2 om0 (e

( Na

Le deuxitme terme s'obtient en appliquant le méme algorithme & la
fonction h y(h), pourvu que celle-ci soit également dans an'_1’ ce

que nous supposerons. Il vient ainsi, en éerivant y1(h) pour h y(h)

(en')

t .1

IRZI < 22 g’ =1 Bon 11 ~[ |y1 (x)|ax
N Na

( [ 2 ' , (2n'—1]
2 2 a ' n 2n'
o8 =1 —%— |3 + 2 3B Na)=.. .= (=1 B Na
g 2 T2 13Casvy) + 57 By v (Ta) (=1) TTgn' ; ont¥y (&)
(4—5')§ " + R,
(
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Si la fonction x y(x) = X1(X) est sussi dans g, enfin, on peut éva-

luer le troisidme terme & l'aide de la formule (4-3) écrite pour x, =

%.. I1 vient alors
( n+1 (k=-1)
2 _ _4 ...y k 1
(4-5")
o0
N+ 1 (n+1.)
4 a
[B5] = 122 (n+1)! Bn+1\J ey G0 fax

Na

En nous reportant & (2=7), nous trouvons

2 T(1+k) g cos (mp - k%)

B, (3) =
k"2 (2m)*  p=1 W~

p
Ce terme est donc nul pour k impair

B = 0

1
2k+1-(2)

et pour un entier pair 2k, on trouve

1y 2 T(1+2k k & (~1)P
(B - SNES C0F 2 S

N K+ 1
(=1) Q - ZEEZT> Box

Par suite, (4-5") devient

n' 2k (2k=1) k+ 1 J

(4-6) o2 = -2 [s<@;a;x>=z - (Na) (1= — ><=1.> B |
37 §gge L' M T o TR Xy 5 2k=1 2k|

+ R

3 .
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I1 reste a recoller les morceaux. Ce regroupement fait apparattre
deux termes et un reste. Le premier terme, 1ié uniquement au compor-
tement de y autour de h = 0, s'exprime & 1'aide des fonctions. S. Ex-
plicitement, ce premier terme s'écrit :
2

—— S(a,y,) +
12,2 a8

4 a2
55 S(Z-fafx1)

(4-7) o5 ==& S(ay) +
: N=a

D'apreés ce que l'on a vu au paragraphe précédent, le principe de cor-

respondance est valable pour le calcul de c% . & un terme n® figurant
0
dans le développement de y(h) répondent les termes h'T® et h1+a/(a+1)

dans les développements de Y, et X4 respectivement, et par suite le

terme

1o R
Ta =2 S1+a t o+ 1 S1+oc-(2)

Ces coefficients, & leur tour, s'expriment & l'aide des nombres de
’ ’ P

Bernouilli d'indice 1+o et 2+a. On a déja vu, en effet, que. Sy vaut

_ 1 1+A
S\ = Tox By c08 (5= 7)
v , 1 .
Pour calculer 8140 (2), soit
Jy - 1 1
s1+a (2) T 2+ Ba+2 (2)
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Calculons d'abord lg valeur en x = % de la fonction de Bernouilli

d'indice A, soit, d'apres (2-7)

o0 PRy
BA (%) = 2 7(1+1) cos %?‘ )2 =107

p=1 (2np)x

Mais les relations

» 0f 1 s L3 1

_ A N A — A

p=1 D 2™ p=1 p =1 (2p-1)

1 1 1
2 Ty T T, Lyt X
p oM T ph (2p-1)"
donnent
(2p-1) P
puis :
(= 2p _
b b
On en déduit aussitdt
Iy - (21N (o1 AT
B, (2) = (2 1) Bx(o) = (2 1) B, cos 3
t AT vf 3 3 l
D'ol 1'expression de §, (2)
1 a+2 | an
S140 (3 = =03 < 21+> €oS 72

1
D'ou finalement les coefficients Ta et Toc du principe de correspon-

dance
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2 B
= 1+a J+a
Ta 1+a cos ( 2 )
(4-8) . .
! 2 2+
_ o P ot
T = Tartlargy 17 @7 27) cos 5
N
Aprés ce premier terme c% donné par (4-7) et (4-8), terme qui prend
O .

en charge 1l'effet du comportement de y en h = O, apparait un second

terme G% , 1ié au comportement de y en h = Na., DPour obtenir ce ter-—

1 :
me, évaluons le coefficilent de B2k dans la somme c? + og + q% .

En nous reportant & (4-5), (4-5') et (4-6), et eﬁ~£otant.:

(k) (k1)
x1 (h) = v (h)

(k) (k=1) (k)
y1 (h) = k Y (h) +n Y (h)

nous trouvons que le coefficient de sz est

2k (2k=1) (2k-2) (2k=1)7 .2k
2 k D k
2k (2k-2)
4 1 a _1\K _
t 33 (- 22k—1> e =
2k _ (2k=2)
a,

Ce coefficient est nul pour k¥ = 1, de sorte que G% ne contient que

1" (4) : 1

des termes en vy , ¥y etc... Bxplicitement
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5 5 né 2k (2k=-=2)( )
Cmn = C ( ‘ 5! Y Na
(4-=9)
_ £k 2-2k
Cp = (=17 (3 =2k =2 ) B,y

Finalement, la variance d'estimation est s

H Lo 3 n+ 3
avec un terme R admettant une majoration en g 1/N des que y(h),

h y(h) et x(h) sont dans Gy, (on a posé n = 2n').

Discusgion.~ On sait que la croissance d'un variogramme a 1'infini est

nécessairement moins rapide gque celle de hz, soit ¢

1 KB - g

h = he

Les variogrammes que 1l'on utilise dans les applications possédent tous
une propriété plus forte, a savoir :

k=2

(k)
lim %y (k) =0

hqoo

Autrement dit, la dérivée seconde de vy tend vers 0 & 1'infini, et la
dérivée d'ordre k > 2 converge vers O plus vite que h2=k, D'apres (4-=9),

donc, et sous réserve que le champ L = Na soit suffisamment grand pour

que l'effet de cette décroissance des dérivées soit déja sensible en

x = L, le terme c% sera de l'ordre de :
1
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o2 ”’71% B, 8 2Na :._21 2, Y2(Na)
1 N N
N
donc négligeakle vis-a-~vis du terme principal c% .

o]

Ainsi, dans tous les cas usuels, pour gue la variance d'estima-
tion asscoiée & une maille a petite ﬂe dépende que du comportement du
y(h) aun voisinage de 1l'origine et puisse 8tre 4valude par application
du principe de correspondance, la seule oéndition requise est que 1le
champ L = Na soit suffisamment grand pour qufen h = L le variogramme
v(h) soit déja entré dans sa zone de croissance ralentie (moins rapide
que h2). En particulier, le principe de correspondance est toujours
applicable au variogramme y(h) = |h|® (0 < o < 2). Pour y(h) = h2,
qul n'est d'ailleurs plus un variogramme acceptable, on vérifierait

que O']% est nulle.

Mals le principe de correspondance peut 8tre mis en défaut si le
champ Na n'est pas suffisamment grand. Par exemple, considérons le va-

b b

Pour Na < b, on trouvera :

fi
= N
N
e
oo
+
N

2 1 i)

par application de la reégle de correspondance, mais cg vaut
' 1
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2 = (%. 1 6-52) LR T
E, 2 188 "3/ 42 9e% 3

Ce terme correctif est donc du m8me ordre de grandeur gue le second
a

terme ds o% sy St on trouve s
O .

2 31(1
EO N 4

ol

3

3 3 )
+ o C——
160 3

4-2 Mzille réguliere, dispositif fermd.
9 ¢

i 'on utilid 'eat i) Q11T * = (i -1- _1.,
Ici, 1'en utilise l'estimgteur 2 = 5 ZO + 2y te.ot ZNm1+ > Zﬁ) %
1 L
pour évaluer g j.Z(X) dx, avec Z. = Z(ia) et L = Na.- De
3 : i
¢ (2+2)°
2 N Z +7 ) 2 +2
* _ _ o 7N _ _ o N
(z7) —(1230 Z; 5 = (2 2;) (Z2+2y) T 25 + —5——

on déduit 1l'expression suivante de la variance d'estimation :

-~ 9 N

=

L
2 _ _1 _ 1 2
5g T T NZ [_‘EJ YJ ' 2.§ Yoi + 5 ‘YON-J 2 f (Im~x) Y(x) dx
) ‘ 0

+ ﬁ% {-% X1(o) + x1(a) teoot X1C(N=1)é) + % x1(Na)]

(évec X1(X) = x x(xﬁ). Explicitons le premier terme :

N N
-2 T y(ia) + 4 y(Wa) = 2T (¥=1) y(ia) + £ y(¥a)
i‘—‘51 i:‘i -
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2

Nous pouwvens donc mettre op Sous la forme de la somme de 4 termes

(4-10) G% = c? + cg + c% - ;ﬁﬁ v(Wa)
avec
(
% c? = - ﬁ % y(o) + y(a) +eoot y((W-1) ) y(Na + §L=J
0
(
g gg = iz <y(a) + 2 y(2a) +eoo+ (N=1) Y((N-1)8> + 5 N Y(Nai) -
(4=11) Na
= n y(h)dh
§ NER | v(h)
o2 = & (i x,(c) + x,(a) +...+ x CKNG1)83 L4 X (Nai) -
3 NL\2 ™ 1 fee 1 e 2 "
Na
.4 .
LZJ X1(X)dx
0

Les deux premiers termes, c? et cg, sont identiques & ceux qui figu-

raient déja en (4-4), et qui ont &té é&valuds en (4-5) et (4-5'). D'a-

pres la formule (4-2), le troisiéme terme peut s'écrire :

2 4 a2 ' nt 520 (2n'-1)
o3 = 27 S(a,x1) + 57 B, X1(Na) —eoo= (=1) T§ETT_ Bonr Xy (Na)
+ R3

On effectue ensuite le regroupement des termes comme au paragraphe

précédent, soit :
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. o 2
Le terms chy 1ié au Comportement de Y en h = OS’ vaut dci

2 2 4
oS = =& S(a,y) + =5— S(a,y,) + ——= S(a,x,)
EO Na ’ NZaZ "1 N2a2 1
On peut 1'évaluer par application de la régle de correspondance : au

terme h® figurant dsns y{h) répond dans 52 le terme

E
T %a + Tw 3%
o D a
avec ici ¢
2 B
.- _ 142 oo Lt
Ta = = 25, 1+0 o8 T T
(4-12)
"o 2 o 2 (a+3) g s O
T, =2 <;+ 1+0 s1+a T Tor 1) (a+2) 2+a 99 3
Ie terme 02 : 2 2 2 s\ oo
; ? E1 regroupe les termes de 5y 95 et Cs ou figurent les va=

, o -1
leurs en Na de y.¢t de ces dérivées., Le terme - —3 y(Na), dont la
{ oN .
présence en (4=10) pouvait paraitre insolits, se révéle ici nécessaire
pour assurer 1'élimination du terme en y(Na). Seuls subsistent donc

1

[4)]
)]

fy
termes en y (Na), y(4)(Na) etc... comme dans le cas du dispositif

centré, Explicitement, on trouve :

n x  (2%=2)
2 _ 6 = K1 a®
(4=12"7) | °g, = 5D z (-1 BQK‘TEETT Y (Na)

1 N™a™ k=2

Ies conclusions pratigques sont les m&umes que dans le cas du dispositif
o

centré., Si 1'on se contente du premier terme TOC ﬁ de la regle de cor-

respondancs, il y a méme équivalence entre les deux dispositifs fermé

et centré.



5 - L'EFFET |DE BORDURE
|

!
i
Passons maintenant au cas 1é plus difficile, celuil de 1l'effet de
bordure. Comme dans 1l'exemple introductif de la premiére partie, mais
avec un variogramme y(h) quelcongque, on veut estimer la teneur moyenne

de 1'intervalle (O,L), L = (N+e)é a l'aide de la moyenne arithmétiques

. n ;
R e e |t A r
= ;26’2(x0+1aﬁ (0 < x, < ea)
* ;
Z = , n-1 5
= ;Eg__ggxs+;ﬁz_ (ea < X, < a)

associde & une maille régulieére a dont 1l'origine est prise en un point
x, quelconque de 1'intervalle (O;a). Le probldme va comporter 3 parties :

i
~ calculer la variance d'estimation c%(xo) a XO fixé.

~ prendre l'espérance de G%CXO) lorsque X, est choisi au hasgrd
|
sur (0,a). !

1
~ calculer la valeur moyenne de cette espérance lorsque € est as-

similé & une V,A. uniformément répartie sur (0,1).

) 2
5-1- Calcul de GE(XO).

a‘]' E I ————

Supposons d'abord 0 < X, < ga, et calculons :

0

| L
c}%(xo) - p° [ ﬁ-‘ 2 Z(x +ia) - %J Z(X)dX]

I1 vient en premiemliiéu :
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2 2 3 2 [
cE(xO) = e Z (N+1-1) y(ia) = éz.f.y(x) (I~x)dx
( ) ( N+1 ) i1 L %
5--1
, ¥ (xo+ia) X(xo+ia) + (megaia) X(Ipxo=ia)
4 S -
1520 L

Nous utiliserons leg poﬂations habituslleg ¢

( X
v(x) = x y(x) X,I(:f.) "f v(y)dy 5 x(x) = ;15 x4 (%)

X

X

,
£ P(x) f y x{y)dy
(8]

O

| x ;
P(x) = éz,f vy x(y)dy = ég‘J (x=y) y(y)
< xS
(
(

Pour faciliter 1'étude de c%, nous allcns décomposer (5-1) en quatre

termes ¢
o5(xy) = B (x)) + Hy(x)) + Hs(x) + H,(x,)

avec pour O X, = €3

( , N , (N+1)a
H, (x ) = = s 25 (N+1-1) y(dia) + - (Na+a-x)y(x)d:
g HEN (N+1)2 Zz i) y(ia (N+1)2 a+a=x)y(x)dx
: L
2 il @ 2
T00g) = TETE E, 1y lreris) - 2, [y o
(5-2) ©
HB(XO) = H2(€awxo)

H4(x0) = P(L) = P((N+1)a)

LTINS,
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Pour ea < x, < a; on remplace partout N+1 par Ny et la trcisiéme

relation par

H (x ) = H2(a+ea=xo)

2 2
1 ¥ 95

des deux termes ainsi désignéds dans (4-4), & condition de changer

Le premier terme, H,(x ), s& révele identique & la somme o
Y 9 18 E s ]

N en N+1. Il résulte donc de (4=5) et (4=-5') que 1l'on a (pour

X_ = ea)

O
H (x) = - rremrs S(a,7) + —2—— S(3,7,) -
A N C DN e TN
(5-3) E

nt ~ (2k-2)

2 a Jem1 ) (

- 0 B, Py (1)a)
(N+1)%g° k=1 ’ '

& un reste pres que nous n'éerirons plus, Il serait possible d'éva-

luer de la mé€me manidre H, et H39 mals nocus verrons que celd n'est

2
pas nécessgaire.

5-2 DPassage & l'espérance en X e

En supposant X, uniformément distribué sur (0,a), on a mainte-

nant :
8

2 _1 2/ _
G =1 cBlag) ax, =

E(Hi)
) i

4
=1

Evaluons d'abord E(H2)9 soit
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.. 2 X +1 I - -
E(H2) = = J’Tﬁ:TTE 55% x1(xo+1a) dx, a‘J <7 ;?O X1(X +1a)dx L)
0 £a
P N o N=1
= THEITT izz [G(ia+ea) - G(ia)] + Tor ;?O [G(a+ia)-G(ia+ea)] -

- (L)

I1 vient en regrcupant les termes

N N--1

-+

Ne=1

= ﬁ(ﬁé%TEE'{[ % G(o)+G(a)+.o.+G<(N=1)a) + % G(Na)] = iég G(ia+aa)}

1

+ TR G(08) + Tﬁ%TTEE G(L) - F(L)

Le terme entre crochets s'évalue au moyen des formules (4-2) et (4-3).

2
En tenant compte aussi de G(L) = L F(L), on obtient ainsi :
2

-2
N(N+1)a°L

=

—~

jas
N

[%(a,G) - S(ea,2,G) +

n' 2k 2k+1

¢ D=0 BT By & (Ma)

(5=452) ok

TNSTNSTNTTNSTNS NSNS TN

e{B=1) 2y B (e)] 2 T'_'TTN?ET F(Na) - %—- F(L)

+
TM%
e

On vérifie sans peine que H3 donne le m&me résultat que H2

(5-4-3) E(Hz) = E(H,)



En ce qui concerne H 11l vient gmmédiatement

4’

E(H

4) = P(L) - aF(KN;1)a) - (1=£) F(Na)

En utilisant un développement de Tgylor, on trouve

, 2 3 4 (4)
(5-4-4) E(H4) = = g(1-¢) %T B - s(1me2 %; F KNa) - e(1- 53) QT F' (Na)e

i i e ~ctia e e

Venons—en, enfin, au terme en HTQ D'apres (5-3), on trouve

!
( 2 . _ZINVIT TS
(Pl = (‘ Wz "NCNH)ajS(a’Y) + <(N+1)Za‘2 )S‘a’“ﬂ
(5-4-1) g |
(~
(

n' | ’ (2%-2) (2k=2)
2 B 0" By By a¥7F (g v () < B2y TG

En regroupant cegs quatre termes, on obtient :
|
|
P i
< = ! e}
g T YR T g

P 1

i

2 |

yp Tesgroupe les fonctipns S et prend en charge 1'influence
E, { .

du comportement du y(h) au Voisi?age de 1l'origine. Il vautb
I

Le terme ¢

> 5 e g_mwa f -
o =~ g ( N+ 17 s(a B ((N+1

=) stay)

e N

(

(5-5) é
E
(

. S (sJ(aG_(aam
N(N+1)(N+g)a |
!

Si nous nous limitons sux termes en 1/W et 1/N2, il reste
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Liaff=t de

2.

. £
Na

2
B

_AO

o)

3

ordurs ne
2

9
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€ . 2
- &) alg.- —f g(g
(1 N) (a,v) + 5 S(a,y1)

¢ réperoute gu'd 1'ordre 2 en 1/N. La partie

principale d2 op a'est dons pas affectée par 1'effst de hordure. Le
! ~ - — ~ [ P
2 N

nerms Tp EE
oLt

a

i

2810y

“
h

e par applicaiion de la reégle de corraspcondance,

o . i
un terme h” dans v(h) donnant le terms :

55" - 28 E-+ 2 {8+ 3, ) =3
(J N o N ( a, 1+0) .
2 S " .
Le terme Gy Tegroupe touvs les %ermes gui, dans les H., dépendent des
. 3 K
1
valeurs prisss au volsinage de L par les différentes fonctlions auxili-

aires., C'ast lui, dono, qui préend én charge Ll'effet de bordure. Nous

nous contenterons de calculer sa valsur mocyenns #n

5-3  Vgleur moysnns

Intégrons donc en ¢ les différents termes de bordure figurant dans

. I I d v . v - i . 3
les relations {(5=4), en désignant psr H, la contribution de E(H,). Pour

7
H

17 (5-4-~1) donns immédiatement s

(2k=2)
2k=2 Y ((N+1)a> A Y

1“
(N+1)2

(2k=2)
(N=)

2

nV
2z
k=1

k _2x=1
2%y 1

B

v
i 2k

(5-6-1) H,

(=1)
N

0]
m
o+

]

La partie principale d2 ce terme

H

(5=6=1") ;

1
[N S Y(Na)
6N

9
H3e En remarquant que 1l'intégrale de Bk(a) egt nulle,

[0



on déduit de (5-4-2) la

E(H
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or. trouie

o Ty(uwey o 4 arwey L x(Wa) | F(Ns) |

H; = ~i§~ (?(Na) - X(Na[)

AN

y 1
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5 62 C ' )
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. 3
YA 52 qe v (L LY 20 pe -
Hy = = 75 8> P"(Wa) (2 ) 2 P(Ta) - ..

Les relations :
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(5-6-4) _; - ié (} 3 P(wa) + % x(a) ~ 2 y(Nai)

En regroupant les quatre relations (5-6), on trouve donc finalement

1z vartis principale de 1'affst de bhordur:
¢ B P

[
=
e

&

1l

[0}

n

ot

06

- 2 .
(5=7) %, * 'g;’ﬁ (2 x(Wa) - B(Na))

B5=4 Conclusicn sur lieffzt deo bordure

Le résuvliat sxact (5-7) confirme, dans une certaine mesurs, la
formile ¢ o'%/V2 & laguelle conduit le raisonnement approximatif rap-
pelé dans l'introduction de cette étude. On a ici, en effet, @$/V2 =
1/6N2, et 1l'on obtienq le résultat sxact & condition ds remplacer 02
par la variance d'extension dans L = Nz de 1'échantillon le plus mal
2

2 x=F difféere peu de la variance a2 pricri ¢, et

placé. Lorsqu'il y a une pcrtée finie b et que L est plus grand que b,
, et

(5-7) se réduit &
62/6N2 = g2 G§/V2G Dans les applications, donc, cette formule simpli-

fiée sers souvvent utilisable.
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6 — ANNEXE 9 - VARIOGRAMME h”

Dans cette premiérs annexs, nous

cas du varicgramms vy
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% iﬁ L naﬁl
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allons traiter
ppliguant les
a0 89 = 1 \ °

£

kel

o=1 _ a(o=1)(ﬂm2)

sxplicitzment le

formiles (4=2) et

720

) - ala=1){a=2) .

24

2 - 2
75%0) = (n+1)2 qu (n1-1) 1% = ooty Tars)
N 5 | % (:Xto+i)a+1' ) 5

1 nfe) 2, ot ] D (ot 1) (nre) (or 1)

o n
H (X ) e l--——-m—z~ Z
(N+1)¢ d=

&uiil_
U"

n trouve pour O < o <€

(neq=i) 1% = = 2 tz;'

-5 (e

) 0= LR el
S

=3
T B4(xo)=

n+g), caleculons la variance (5=1), qui s'écrit :

(n+1)%

11

2 {(nte-x =--:L)O‘H
1=0 0o
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soit ¢
- , 29 29
: -~ 2 o 1. =2 o4 1+0
{(6=1) Hﬂ(xo) Sl o by oy (n+1)% = z (r+1) EERRE e S 5
‘ e (nt+1)
Pour = < X, = 1, on remplacera n+{ par n. Dlol 1'sspérance de H1 ]
1
3 B, (x )¢ L& AT
iy = f oy (X'O‘ dXo o= 2 S(X <“£ = PQn*TT + (n* 1 ) 5 =
0 n4

2 " a RN I
= W“(-(—)':E‘y I:c,(ﬂ'.‘“l) + (1-2) n ] + oz n

=2

Considérons maintenant le second terme, qui g'éerit pour O < £ < X0

y
(x0+i)a [

_ P
H2(xo> T (ne1)(n+e) 2 ot 1

[ (n+1)a+1 Sa+1(x0)

_ Z o - v
T (a1 (o+e) L at2 n+ 1 =~ (n+1) B1(xo) -

- g%l (1) Bz(xo)]

Pour X, > g, on remplace n+1 par n (dans le crochet seulement),soit

S__.tx.) o+ 1
(5 ) = 2 [CaxritTo n o _ o+l o—1 B
HZ(Xo) T lart)(nte) | n S R Bj(xo) - S5—n B, (xo)»ooj



e da Sa+1(xo) donne 0. On note :

=2

Par suite, a 1l'approximation u s 12 ta2rme en Bg(xf) est négligeable,

4

Par contrs, le terme en B1ﬁx_> ne peut pas &tre nédglizé, Avec ¢
o X : gliz

£ 1
~ e
B, {x_ Jox = S\J'RA(XA)dX . gll=e)
1 Y O O g

& (o8

on obtient

2 " (ori)lnre) | a+2 at+2

N2 . o+ ot , o
H 2 a + £ (\(n-#‘!) o) %12. ((n+1)a=' noo}

_ 2 1 r &
T (ot 1)(a+2) nre |

Eafin, aves 1/n+e = (1 = g/n + az/ﬁz) 1/n, il vient :

— 2 -
L = 2 L ~ o=l e . ;
(6 2) H2 = ({74”1 )((X"‘I‘ZT \\..E, T o & N t ' > .

roie
M
o
0
Pl
M
\_/
s
o
I
N
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Le troisiéme terme donne

et le guatrieme est :
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e 1
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o 2 . - o o 2 o4
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