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0 — IRTRODUCTION

Les ensembles aléatoires semi-markoviens constituent une assez
large généralisation des varidtés linéaires poissoniennes (Poisson
flats) étudiés, en particulier, par R.E. MILES, [6], [7]. C'est la
recherche de modeles mathématiques adaptés & une description proba-
biliste des milieux poreux qui m'a conduit & la notion d'ensemble
semi-markovien et m'a permis d'en construire des exemples assez gé-
néraux. (G. MATHERON, [4]). C'est, d'autre part, le développement
des techniques expérimenfales de 1l'analyse des textures (J. SIERRA,
[9], [10]), qui m'a incité & redéfinir la notion mBme d'ensemble
aléatoire a 1l'aide de o-algébres adaptées directement & ces techni-
ques opératoires (G. MATHERON, [5]). Il se trouve que ces g-algé-
bres s'identifient aux tribus boréliennes associéeé aux topologies
dont il est naturel de munir les ensembles constitués des fermés,
des ouverts ou des compacts de l'espace de départ. Ie théme probabi-
liste initialbs’infléchit alors en direction de la Géométrie Intégra-
le, mais d'une géométrie intégrale envisagée surtout, comme le no-
tait également R.E. MILES, [6], du point de vue ensembliste qui est,
par exemple, celui de H. HADWIGER [2]. C'est sans doute cette fusion
progressive de la géométrie intégrale et de la théorie des probabi-
lités gui confeére leur intérét mathématique (si elles en ont un) a
des études de ce-genre. Leur intérét pratique a été suffisamment
illustré par des applications déja nombreuses a des domaines aussi

variés que la géologie, la biologie, l'agriculture, le traitement



des minerais, la métallurgie, etc....

Dans une premidre partie, je rappelle rapidement les défini-
tions topologiques et probabilistes les plus utiles pour la suite,
nokamment celle de fermé alédatoire, en insistant surtout sur la
fonctionnelle Q, qui joue pour un fermé aléatoire le méme rdle qu'
uﬁe fonction de répartition pour une variable aléatoire, et aussi
sur l'espace vectoriel de MINKOWSKI, & cause d'un lemme de prolonge-
ment qui joue un rbdle décisif au paragraphe 3-3. La seconde partie
introduit la propriété semi—markovienne, et envisage ses conséquen-
ces pour la fonctionnelle Qs dans le cas stationnaire et isotrope,
en particulier, Q est liée étfoiﬁement aux fonctionnelles de LIN-
KOWSKI ( Quermassintegrale ). L'exemple des schémas booléens a
grains primaires convexes mohtre qu'il existe effectivement des
fermés semi-markoviens plus géﬁéraux que les variétés poissoniennes
de MILES. ILa troisiéme partié‘caractérise les polyeédres poissoniens
par une propriété d'invariancéiéonditionnelle qui éénéralise exacte-
ment la propriété caractéristiQﬁe bien connue des lois exponentiel-
les. La derniere partie, conséérée a4 des applications, suggere que
cette invariance conditionnellé.pourrait fournir un instrument nou-

veau pour étudier les propriétésiencore un peu énigmatiques des

polyedres poissoniens.



{1 - DLFINITIONS GENERALES

1-1 Ies Ensembles Fermés Aléatoires.

Désignons par i 1l'espace euclidien & n dimensions, et par 3F,
G et JO les familles constituées par les ensembles respectivement |
fermés, ouverts et compacts dans R®". Les définitions générales qui
" suivent (sauf, évidemment, celles qui font intervenir la structure
euclidienne de mp) resteraient d'ailleurs valables si mp était rem—
placé par un espace localement compact dénombrable. Pour un exposé
systématique, on se reportera & G. MATHERON, [4].

Si E est un ensemble quelcongue dans mﬁ, on désignera par VE
la famille des fermés disjoints-de E, et par VE son complémentéire

dans ¥, soit :

VB o (fep FNE=9); Vy=(Pes FNEAQ]
Nous munirons ¥ de la topoiogie engendrée par les VK, K € J6 et
par les VG’ G € G, et 1'espace G de la topologie déduite de la pré-
cédente par passage aux complémentaires. liunies de ces topologies,
.3 et ¢ sont compactes et de type dénombrable. Une suife Fn converge
vers F dans JF si et seulement si elle vérifie les deux conditions

suivantes

1/ tout x € P est limite d'une suite x, € F , n prenant toutes
les valeurs entieéres sauf en plus un nombre fini.

2/ pour toute suite partielle F_ , toute suite x € F_ a
- Oy Tk

ses valeurs d'adhérence dans F. '



f De méme, nous munirons J{de la topologie myope, dont les ou-

_ vefts sont engendrés par les familles de compacts de la forme VF D‘K%
FegetV, Nd, G € ¢ . Lespace J6 est alors localement compact
‘de type dénombrable. Une famille V de compacts fermée dans JG est
compacte dans 0 si et seulement si les compacts de V sont contenus
dans un compact fixe, La topologie myope est plus fine que la to-

- pologie induite surJﬁwpar celle de ¥, mais ces deux topologies
coincident sur les parties compactes de JG. Ainsi, une suite K,
converge vers K dans JG si et seulement si les Kn convergent vers K

dans ¥ en restant contenus dans un compact fixe.

L'ensemble vide ¢ est un point isolé dans JGpour la topologie
myope (mais ¢ n'ést pas un point isolé dans ¥). Nous désignerons
par &6' l'ensemble des compacts non vides de Efl . JG' est un espace
ICD pour la topologie myope. Cette topologie sur J6' est équivalen-
te a la topologie métrigque utilisée en géométrie intégrale, et qui
est définie par la distance d suivante : soit @ l'addition de MIN-
KOWSKI (def : A@ B= {a+ b, 2 € A, b € B} pour A et B sous-ensem—
bles quelcongues de R") et Be la boule fermée de centre O et de

rayon € = 0. Pour K, K' compacts non vides, on pose

d(X, X') = Inf{e : Kc K' ® B, , K' c K& B}

Pour définir la notion d'ensemble fermé alédatoire, 11l convient de
munir ¥ de sa o-algébre borélienne, que nous désignerons par o((¥).
On vérifie que o( {¥) est engendrée par les seuls ouverts du type

VK

, K edG, ou, aussi bien, par les seuls ouverts du type VG ’
G € g. Un ensemble fermé aléatoire est alors une application mesu-

rable A d'un espace probabilisé (é,Cl,P) dans (3, G(CP)). On se

[ s
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ramene facilemenf au cas ou A est 1l'application identique sur %, et
le fermé aléatoire A est alors défini par la donmée d'une probabili-
té P sur (ﬁ, 0(67)). La compacité de ¥ nous garantit qu'il existe
effectivement de telles probabilités. On peut de nméme définir des
familles (Ai)iGI de fermés aléatoires sur les espaces-produits cor-
reépondants.

1-2 Ta Fonctionnelle Q.

Nous désignerons par Q la fonctiommelle associée a un fermé
)

aldatoire A définie en posant Q(X) = P(V") = P(AN K = ¢) pour

k € J6. On a toujours Q(®) = 1, et Q est semi-continue inférieurement

(s ¢ i) pour la topologie myope (mais, en général, elle n'est pas
continue sur J6). On peut aussi poser Q(G) = P(VG) pour G € ¢ , et
Q est alors semi-continue supérieurement (scs ) surg. On véri-

fie sans peine les propriétés d'approximation :

Q(G) = Inf{Q(X), X €%, Kec G} , Q(K) = Sup{Q(G), G € g, G o K}

. liontrons que la donnée de 1la fonctionnelle Q_sur J6 suffit pour

déterminer la probabilité P sur o(¢*). En effet, considérons la
K
classe 8 constituée des V O, KO € ¥, de leurs complémentaires VK ,
. K : (6]
et des parties de ¥ de la forme V =V ° N VK N ees N VK ( k en-
k

1
o 1 Ky »ee Ky €46). Ia probabilité P(V) se déduit de

K.
facon élémentaire des Q(Ki) = P(V 1) , de sorte que la donnde de Q

tier > 0, K

sur ¢ détermine P sur & . liais § est une semi-algeébre qui engendre -
o(¢¥). Par suite (cf. J. NEVEU, [8], p. 25), P est déterminée sur

o(¢¥) d&s que  est connue sur S6.



| Permés Aldatoires Indépendants. = Un couple (A1, A2) de fermés
aldatoires est une application mesurable d'un espace probabilisé
(Q, X,P) sur l'espace produit (ﬁ X %, ol&) @ o(C?)). les fonction-
nelles Q1 et Q, relatives a A, et A, sont définies pour tout K € $6

par Qi(K) = P(Ai € VK) i =1, 2. On montre alors, en raisonnant

conme ci-dessus, que A, et A, sont indépendants des que l'on a :

K

K
1 2 i
(1-1) P(V ' xV <) = Q1(K1) Q2(K2) (h1, X, € J0)

1-% Opérations Mesurables,

Tout fermé aldatoire A possede la propriété de mesurabilité.
En particulier, si p est une mesure positive sur R" , u(A) est une

variable aldatoire et vérifie

(1-2) ~ B(u(a) = fp(x € &) pldx) = ju - Q({x})) ulax)

Si o est une application mesurable de F dans lui-méme, a(A) est en-
core un fermé alédatoire, et vérifie donc aussi la relation (1-2).

Or, les applications suiventes sont continues
(F, » ¥,) = P, UPF, de (Fx37)dans 3

(F, XK) > P@ K= {f+%k, £ €TF, k€XK},ded xy dans &

Une application a d'un espace topologique E dans ¥ est s ¢ s (resp.

s ¢ i) si 1'image inverse d'un ouvert du type vk , K € ¥ (resp. Ve o

G € g) est un ouvert de E. Une application ¢ s ¢ s ou s ¢ 1 est

alors aussi mesurable pour la c-algeébre borélienne de E. On vérifie



i
|

qué les applications suivantes sont s ¢ s, donc mesurables,

(F1 R FZ) - F1 N F2 de (¥ x ¥) dans %

(P, X) = (F®K) = (F° @ K)® , de (¥ xJ6') dans 3

Ainsi, si A est un fermé aléatoire et KO un cowmpact non vide, .
AN Ko, AU KO y A® KO , A O KO sont des fermds aléatoires et véri -

fient la propriété (1-2).

v _
Soit K € (' un compact non vide, et K, = {k, k € Ko} son trans-—

v
posé. On a x € A ® K si et seulement si le translaté K @ {x} de K

P v
par x rencontre A, On dira gque A @ KO est le dilaté de A par KO .
v
Par dualité, on voit que x € A ©® K équivaut de méme 2 K @ {x} ¢ A,

et on dit que A © Eo est 1'érodé de A par Ko . So0it alors A un fer-

mé aléatoire, Q sa fonctionnelie, A® io le dilaté de A par K0 et
QKO la fonctionnelle aisociée a ce fermé aldatoire. Pour K € & ,
K est disjoint de A ® Ko si et seulement si K @ Ko est disjoint de
A. Autrement dit, la fonctionnelle associée au dilaté est définie

par :
(1-3) QKO(K) = (K e K)
En combinant érosion et dilatation, on obtient encore les opérations

suivantes {(qui permettent de définir la notion de granulométrie d'un

fermé aléatoire, cf. paragraphe 4-2 ci-dessous)

=
il

v
° (A @ KO) © K, (fermeture de A selon Ko)

o=
i

v
(A ©® KO) ® K, (ouverture de A selon KO)

Ce sor.. des opérations croissantes, isotones (resp. anti-isotones)



et idempotentes.

I1 s'agit donc d'une fermeture (et d'une ouverture) au sens algébri-
que, d'ailleurs duales 1l'une de 1tautre, Lorsque A est un fermé aléa-
toire et KO un compact non fide, AKO et AK sont encore des fermés
aléatoires. °

K
S1 Ket KO sont compacts et non vides, K © est contenu dans

1'enveloppe convexe C(K) de K. De plus, si K, est un compact con—
vexe d'intérieur non vide, et p K, son homothétique dans une homo-

thétie de module p > 0, on a :

pK pX
(k) = U X °= lim X
>

pP>0 P

0

De cette propriété, on déduit un 'lemme de géométrie intégrale, qui

nous sera utile vltérieurement :

vexe, et B 1a boule de centre O et de rayon r. Pour tout € > O,
on peut trouver p. tel Quezl;on ait K @-Br+e > C(K) @ B, pour

rzop_ .

B .+ B
En effet, on a C(K) = UK P, et K P converge dans I vers c(k)
d'aprés le résultat rappelé ci-dessus. 11 existe donc Pe tel que
B : B
C(K o B . Hais KT @ K e -
(K) c K™ @ g bour r = p_ . 1T%s K~ @B, c (K@ Br+e) B, en
traine alors C(K) ® B, (K@ BrJr-E)Br cXKeB, ,»etle lemme en

résulte.

1-4 L'espace Vectoriel de [INKOWSKI.

Désignons par CO(JG) le sous—ensemble de JO (fermé dans JO)
. ’/A N



constitué des compacts convexes contenant 1l'origine. Tour K ¢ CO(SG)
est défini par sa podaire rK(u), fonction continue = O sur la sphére
unité s de B associant & chagque direction u € S la distance rK(u)

4 1'origine du plan d'appui dens la direction u. Désignons par e
1'image de CO(&é) par l'application K - r, dans 1l'espace & (8) des
fonctions continues sur S. L'application podaire K — re est un ho-

méomorphisme de CO(&G) sur &> muni de la topologie induite par 1la

convergence uniforme. Xn effet, si BE est la boule de rayon g€, on a

Sup HK(u) - rKj(u)I < € si et seulement si Kc XK' @ B_ et K' c Ko B..
ues

D'autre part les relations immédiates :

(0 20) 3 KcK'er,<r

K K!
montrent que cette application ést aussi un isomorphisme de CO(JéQ
muni de 1'addition de MINKOWSKI (pour laguelle il est un demi~-groupe) -
des homothéties positives et de la relation d'ordre c dans &% muni

de l'addition usuelle, de la multiplication par les constantes posi-
tives, et de la relation d'ordre =< . Ainsi, bo(J%Q est identifiable

& un cbne convexe O fermé dans & (S) et admettant une base compacte.

Désignons alors par ¢’6(S), ou espace vectoriel de LINKOWSKI, le
sous—vectoriel de C (S) engendré par b, muni de la topologie indui-
te par la convergence uniforme. o46(S) est dense dans £(s), (@ais

ne co'lincide pas avec Qf(S)). Cela résulte du lemme suivant

e — - o e o ot Pt

continument différentiables sur la sphére unité S. Pour tout
T GQ?Q(S), on peut trouver une constante C < w telle gque £ + C

€ Jb, et 0?2(8) est contenu dans J6(S).



Comme les constantes = O sont dans gb, comme podaires des boules
de centre O, il suffit de justifier le premier énoncé. Soit ¢ e@?e(s)_
Vo sa différentielle seconde continue sur S, et y le tenseur métrique
sur S. On sait que ¢ est dans &> si et seulement si le tenseur Yo +
+ Vg est de type positif sur S. Pour f € é,.’z(s), yf + Vf est conti-
nue sur 1l'espace compact S. On peut donc trouver C < » telle que .,

y(£+C) + Vf soit de type positif sur S, d'olh le lemme.

Soit maintenant I une fonctionnelle définie sur<g%ou sur CO(JG).
On dira que I est croissante si r < r' dans R> entraine I(r) < I(z'),
et qu'elle est positivement lindaire si I(r+r') = I(r) + I(r') et
I(a :r')'.= @« I(r) , r, ' € %, « > 0. Si I est croissante et positi-

vement lindaire, on a I(o) = 0 et I(r) = O sur K. e lemme suivant

nous sera utile dans la suite (paragraphe 3-3).

lemme 1-3 - (lemme de prolongement). Toute fonctiomnelle I crois-
sante et positivement linéaire sur R admet sur é?(s) un et un
seul prolongement lindaire et continu ; ou encore, il existe une

et une seule mesure de Radon positive AI telle gque 1l'on ait

) = [rw aglaw) , TeR
S

En effet, soit f ¢ @;(S), et une constante C = 0 telle que £ + C eR>
(lemme 1-2). Comme I est linéaire, I(f+C) - I(G) ne dépend pas du
choix de cette constante C. On peut donc définir une fonctionnelle
I, sur @;(S) en posant Iz(f) = I(f+C) - I(C), et I, coincide avec I
sur ﬁ%r) @E . On voit sans peine que 12 est additive, vérifie I
12(a f) = « Iz(f), « = 0, et 12(—f) = - Iz(f), donc est linéazire

sur @2. I, est croissante : si f < f' dans d;(s), soit C < »

telle que £ + C et £f' + C solent dans P . Un a alors 12(f+0)/s 12(f'+'
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d'tol Ig(f) < Iz(f'). D'aprés une proposition de N. BOURBAKI, ([1],
ch., II1I, § 1, Prop. 9, p. 56), 12 se prolonge en une mesure positive

A~ sur S, d'ailleurs unigue puisgue '52 est dense dans 49, et la

I
restriction a P> de ce prolongement coincide manifestement avec I.

2 — LA PROPRIETE SEMI-MARKOVILHNE

2—-1 Définition.

Si C, K et K' sont trois compacts dean, nous dirons que C
sépare K et XK' si pour tout x € K et tout x' € K' le segment
{(1=A\)x + Ax' , 0 = A s 1} rencontre C. (En particulier, si XK ou K
est vide, C sépare toujéurs K eﬁ K' 3 si C = ¢, C ne sépare K et K

que si 1'un de ces deux compacts est vide).

Dans ces conditions, nous dirons qu'un fermé aléaloire A est

semi-markovien, &i la fonctionnelle Q sur Y& qui lui est associée

vérifie la relation

(2-1) (KU K' U C) Q(X\Q) = Q(K U ¢) QX' U C)

i

‘ : |
dés que le compact C sépare les compacts K et K' .
T
Examinons la signification de la relation (2-1). Pour Q(C) = O,
elle est toujours vérifide. Si Q(C) # 0, elle signifie que les fer-

més aldatoires AN K et AN XK' sont conditiomnellement ind épendants

lorsgue 1'éveénement {A N C = ¢} est réalisé.



- 12 =

!

| En effet, pour Q(C) # O, la probabilité P' sur o(¢*) définie
par P'(V) = P(V D,VC)/Q(C) définit un fermé aléatoire A' presque
sfrement disjoint de ¢, que 1'on peut considérer comme représentant
A conditionnellement si AN C = @. Soit Q' la fonctionnelle associée
4 A' définie par Q'(K1) = Q(K1 U c)/Q(¢c) , K, € 6, La relation (2-1)

1
stécrit : .

Q' (KU K') = Q" (X Q'(K')

KK
Comme A' N K D,K1 = ¢ égquivaut a A' € V L , les fonctionnelles

%

b N

1
et Qg attaclides respectivement aux fermés aléatoires A' N K et

A' N K' sont définies par :
[} . | 1 _ . '

!
Or C, séparant K et K', sépare aussi KN K, et K' N K1 , quels que

1

!
soient les compacts K1 et K1 . La relation (2-1) leur est donc appli-

cable, soit :
Q' [k k) U (K nED] = (ENnE) (' NKy

Au premier membre, figure la probabilifé pour que A' s0it disjoint
' K K
1 1
de KN K, et de K NEK , clest-a—dire P(A' NK €V Tet A NKev ).
t ' 1 X
Le second membre est le produit QK(K1) QK'(K1)' Drtapres (1-1), cette

relation signifie donc bien que A' N K et A' N K' sont indépendants.

Dilaté d'un Fermg Semi-harkovien. - 51 A est un fermé aléatoire

. v
semi-markovien, Je dilaté A @ KO de A par un convexe compact non vi-

_de KO € C(¥') est encore semi-markovien.



Pour le voir, on établit d'abord la propriété élémentaire sui-
vante : Si C sépare K et K' et si KO est convexe, C ® KO sépare
K@ KO et X' @ K . On note ensuite la relation de distributivité :
(KUK'UC)@KO=K@KOUK'@KOUC®KO

et on applique la relation (1-3), d'ol :

Qg (KUK U ©) g (€) = g (KU €) gy (K U C)

v
des que- C sépare K et XK', et A @ K  est encore semi-markovien,

2-2 La fonctiomnelle ¢ = = log Q.

Scit A un fermé aléatoire semi-markovien, et Q sa fonctionnelle
sur SO vérifiant la relation (2-1). Posons ¢(K) = - log Q(X) pour
K € $6(¢p(K) = 0 s1 Q(X) = 0). La restriction de ¢ au sous-espace
¢(36) des compacts convexes est H-additive (c'est-a-dire additive
au sens qe HADWIGER, [2], donne & cet adjectif). Pour le voir, posons

d'abord un lemme

Lemme 2-1 - 3Soient K et K' deux compacts tels que K U K' soit con-

vexe. Alors K N K' sépare K et XK',

In effet, soient x € K et x' € K'. Posons x(a) = (1-a) x + ax'

(0Ogsa<1)e On a x{(a) € KY KXK', puisque K {J K' est convexe. Dési-
a

gnons par o, le Sup. des « tels que x(a) € K. On a x(ao) € K, puis~-

que X est compact. S5i a, = 1, 11 en résulte x' € K et le lemme est
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établi, Si ¢ <1, on a x(ao+s) € KU XK' pour € > 0 suffisamment
petit, donc x(ao+s) € X' , puis x(ao) € XK' , puisque K' est compact.

Ainsi x(ao)e KN K , d'ob le lemne,

Ainsi, la fonctionnelle Q du fermé aléatoire A semi-markovien

vérifie la propriété suivente : si K et XK' sont deux compacts dont

la rdunion est convexe, on a :

(2-2) Q(K U K') (X N K') = Q(K) Q(k')

Cette relation découle, en effet, du lemme ci-dessus et de (2-1).
On note gqu'il n'est pas nécessaire de supposer K et K' convexes. Ia
fonctionnelle ¢, positive, croissante et s ¢ s sur &G, vérifie donc

dans les mémes conditions la relation :

(2-2') WU K + G(K N K = $(K) + ¢(X")

Nous dircns que le fermé aléatoire A est stationnaire si sa probabi-
1ité P (ou, ce qui revient aﬁ?ﬁéme, sa fonctionnelleAQ) est invarian-
te par translation ; qu'il eéfiisotropg, si Q est invariante pour les
rotations de centre 0. A est dopg stationnaire et isotrope si et
.éeulement si la fonctionnelle Q_ést invariante pour 1eé déplacements
dans mn . 91 A est semi«markovie# et stationnaire, Q ne s'annule sur
36 que si A est presque sﬁremen?-égal & R (bn le vérifie immédia~
tement a4 partir de (2~2)> : si Q{Ko) = 0, il existe nécessairement

x, € KO tel qué x, € L presque slrement., Par translation, on a

P(x € &) = 1 pour tout x de R, donc le fermé A contient presque
slremwent toute partie dénombraﬁle dense dans)Rn, et A ={Rn presque

slrement). On obtient alors 1'énoncé suivant :
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|

i Si A est un fermé alédatoire semi-markovien, stationnaire et

isotrope non p.s. égal a mp, et si de plus sa fonctionnelle Q est
continue sur l'espace C(JSC') des compacts convexes non vides, alors

il existe n + 1 constantes By = O 1 =0, 1ys..m telles que l'on ait

MB

(2-3) $(K) = - log (k) = = g, W, (k) (Keo(s) .

i=0

les Wi(K) désignant les fonctionnelles de MINKOWSKI (Quermassinte-

grale) de la géonétrie intégrale.

En effet, comme A n'est pas égal é!Rn, Q ne s'annule pas sur J6,
comme on vient de le voir, et ¢ est donc continue sur C(JGr). Or ¢
est invariante pour les déplacements, et vérifie la relation (2-2').
I1 résulte alors de HADWIGER, [2] (théordme V, p. 222) que ¢ est
bien de la forme (2=%) sur C(JG').

2-% Tes Schémas Booléens a Grains Primsires Convexes.

| Pour construire un schéma booléen surIRn, nous procédons en
deux étapes. Soit, tout d'abord, A' un fermé aldatoire presque slire-
ment compact (ou, si 1l'on préfere, ﬁn compact aldéatoire), et Q' la
fonctionnelle sur J& qui lui est associde. Il n'y a aucune diffi-
culté & définir le translaté A' ® {E} de A' dans la translation §
et sa fonctionnelle Qé(K) = Q'(Ke {-£}). Soit, ensuite, un processus
de Poisson ponctuel danisn , et 8(dx) la mesure qui lui est associée,
A chacun des points gi de ce processus ponctuel, on associe un fer-
mé aldatoire Ai admettant la fonctionnelle Q'

&y :

!
Ai nutuellement indépendants. On prend ensuilte la réunion A des Ay

, et on suppose les
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et on dit que A se déduit de A' par passage en booléen selon le pro-
cessus de Poisson de densité 6(dx). On vérifie sans peine que la

fonctionnelle Q associde a A est définie par

(2-4) oK) = exp {- Ju—czg(m 8(dz))
Mais 1 - Qé(K) = P'(~-E € A' ® %) , et, d'apres (1-2), on trouve
(2-4) () = E[8(A' @ X)]

Ie cas le plus intéressant est celui ol la mesure 6(dx) = 6 dx est

proportionnelle a la mesure de Lebesgue. A est alors stationnaire.

Si le "grain primaire"™ A' est presque slrement convexe, alors

A est semi-markovien. In effet, si un compact C sépare deux compacts

' . t
Ket K'y on a VC N VK ﬁ VK' ;,@ pP.s. pour A' et pour chacun des Ai .

On en déduit

Q'(C) = Q' (CUKUK) « B(vC AV + (v N vy,)

iais on a aussi :

i

Q1(C) = @ (KU 0) + 2 (V0 1 V)

Q'(C) = Q' (X' Uy C) + P'(VC N Vy,)

i

Par différence, on en déduit
Q'(CUKUK') +Q'(C) =Q (KU C) +Q (kK UC)
In portant ce résultat dans (2-4), on en déduit la relation

QICU KU K" Q(C) =Xy ) ekyc")
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et A est semi-markovien.

Plagons-nous dans le cas stationnaire 6(dx) = 6 dx. On sait

que la mesure de Lebesgue est continue sur C(I6'). I1 résulte alors
de (2-4') que la fonctionnelle Q est continue sur C(J¢'). En effet,
si K converge vers K dans C(46') et si K' € C($¢'), XK' ® K, conver—
ge vers XK' ® K dans JO et 8(K' @ K, ) vers 6(K' @ K). De plus, les
Kn étant contenus dans un compact KO fixe, on a K' ® Kh c K'e® Ko et
8(X' @ Kn) < 6(K' ® KO). ILe théoreme de convergence dominéde montre

alors que le compact aldatoire A' p.s. convexe vérifie

i

v

v v
E 6(A' @ Kn) -+ E 6(A' ® K)

Donc, d'apreés (2-4'), Q est continue sur C(J6') (il n'en résulte pas
gue Q soit continue sur 46 entier). Si A' est de plus isotrope, il
en est de méme de A, et la fonctionnelle Q vérifie une relation de

la forme (2-3).

-Oh peut, d'ailleurs, déduire directement ce résultat de la for-
mule de STEINER et obtenir ainsi 1'interprétation des coefficients
B, de la relation (2-%3). En effet, si K est convexe et A' isotrope,

. v
le volume V(A!' ® K) est une variable aléatoire et vérifie :

v n
EV(A' ®K) =+ 5

K) E W _(A'
(2o M) B A

Wn—k

W, désignant le volume de la boule unité de{Rn, et les W les fonc-

tionnelles de MINKOWSKI sur C(5'). Pour 6(dx) = 6 dx, on a donc la

relation :



- 18 -

| .
(2-5)  Q(k)

n

' - 6 y U 1
o 4 B a0} sy

It

Remarque — lLa dornée de Q sur l'espace C(-J) des compacts convexes
ne suffit pas pour déterminer Q sur € tout entier. En effet, il est
facile de former n variétés linéaires poissoniennes indépendantes
les unes des autres dont la réunion A1 adnmette une fonctionnelle Q1
coincidant sur C(SC') avec la fonctionnelle Q du schéma boolden vé-

rifiant (2-5).

3 - LES POLYEDRES POISSONIENS ET L'INVARIANCE CONDITIORNBLLE

3-1 Définition des Polyédres Poissoniens,

Désignons par S la sphere unité de l'espacean, et par R, 1'en-
semble des réels positifs. A tout point (u,r) de 1l'espace produit
S x R, associons l'hyperplan H(u,r) de mn, défini par 1'équation
< U,X > =r, L'application H ¢ S X R, =3 ainsi définie est manifes=~
tement continue. Donnons-nous alors un processus de Foisson ponctuel
dans 5 x B,_ dont la densité soit de la forme A(du) dx, ol A est une
-mesure de Radon positive sur S et dx la mesure de Lebesgue sur m; .
L'image par H de ce processus constitue un réseau d'hyperplans alé-

atoires de En, appelé réseau poissonien., Désignons par A la réunion

des hyperplans de ce réscau. Alors A est un fermé aléatoire. En ef-

fet, on a A € VK

, pour K € J6, si et seulement si 1'ensemble H '(V,)
fermé, donc mesurable, dans S XlR+, ne contient aucun point du pro-
cessus ponctuel., Cet événewment est donc mesurable, et sa probabili-

$6 Q(K) = P(VE) est dommée par
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0(x) = e~¥(K) (X € $6)
(5-1) 1

b(X) A(du) dx

=1
H (VK)

-

Le méme raisormement montre d'ailleurs aussi que le nombre N(X) des
hyperplans du réseau gui rencontrent le compact K est une variable

aléatoire obéissant & la loi de Poisson d'espérance ¢(K).

iontrons que A est semi-markovien. Soient C, K et K' trois
compacts. 31 C sépare K et K', un hyperplan disjoint de C ne peut

rencontrer a la fois K et K'. Autrement dit, on a :

v

(v nE (v, NETTEC) = ¢

Les nombres N et N' des points_du processus de S x'{R+ tombant respec-
tivement dans H-1(VK) et H—1(VK,) sont donc indépendants condition- :
nellement si aucun point de Poisson n'est tombé dans 5 1(v%). Ainsi,
les évenenments {A € VK} et {A € VK'} sont conditiomnellement indépen-
dants si {A € VO] est réalisé, ce qui constitue la définition méme

de la propriété semi-markovienne.

Le complémentaire AC de A est p.s. constitué de pdlyédres cuverts
convexes disjoints, et on a aussi P(O ¢ AC) = {. Parni ces polyedres,
nous allons nous intéresser & celui qui contient le point 0, dont
1'existence p.s. est ainsi établie. DNous le désignerons par n,

et nous dirons que'no est un polyedre poissonien, n, est un ouvert

aléatoire p.s. convexe et contenant p.s. le point 0. 5i K est un
compact, on a K ¢ n, si et seulement si l'enveloppe convexe € de

{0} U K est disjointe de A, c'est-a-dire si A € v® , et ceci a lieu
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avec la probabilité Q(C). La probabilité de 1'ouvert aléatoire IT
est donc parfaitement définie par la donnée de la fonctiomnelle

P(K e Uo) sur l'ensenble 00(56) des compacts convexes contenant 1'o-
rigine, fonctionnelle identique sur CO(JG) a4 la fonctionnelle Q du
réseau A lui-m€me.,

i
i

Explicitons cette fonctionmelle. Soit K € CO(JG), et ry € e
son image dans € (8) par 1l'application podaire (paragraphe 1-4).
L'ensenble Hf1(VY) de 5 xR, est ici {(uyr) : r < rK(u)}, et la

formule (3-1) donne alors
r

[atn - a0

(3-2) (& e ¢ (56))

¢(K) fh(du) ri(u)

v}

-

D'apres ce qui précéde, cette relation (3-2) prolongée sur Jéentier

en posant

(5-3) (k) = a(e) (K € 50)

C désignant l'enveloppe convéké de {O}U K peut servir & définir la

notion de polyddre poissonien‘ﬁo . In particulier, il y a autant de
polyédres poissoniens que de mesures de Radon A\ positives sur la
\

: 1
sphere unité., ILorsque la mesure, N sur S est gymétrique par mpport

a 1'origine 0, le polyedre n, correspondant peut &tre assccié a un

réseau A stationneire d'hyperplans dans ®" . Lorsque A est proportion-
nelle a la mesure du sur S invariante par rotation, le polyedre N,

est dit isotrope (sa probabilité est alors invariante par rotaticn).

3-2 It!'Invariance Conditiommelle.

On a vu au paragraphe 1-4 que 1l'application podaire est un
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homéomorphisme de CO(QG) sur le ctne b e € (8). Coume A est une
mesure de Radon, il en résulte que ¢ et Q sont continues sur CO(&G),
d'apres (3-2), et aussi sur JG tout entier, d'aprés (3-3). La rela~
tion Tyek' = TK + Ty, dans CO(&3) domme ensuite ¢(XK @ K') = ¢(K) +
+ ¢(K') et, compte tenu de la continuité, ¢(ak) = o ¢(K) , a« 2 0,
pour K et K' € COC%). Ces résultats subsistent lorsque K et XK' sont
" des compacts gquelconques contenant 1'origine. Ainsi, en désignant

par(%% l1'ensemble des'compacts contensnt 1l'origine 0, la fonction-—

nelle Q (K) = P(Kc nn_ ) vérifie :
o 0

a (ax) = (@ (x) | (« >0, K, K' €)

QO(K ® K') = QO(K) QO(K')

ia seconde de ces rélations est la relation des demi-groupes. Elle
exprime une propriété de type markovien que nous allons expliciter,

et nous.verrons au paragraphe suivant qu'elle suffit pour caracté-
riser les poly&dres poissoniens. Pour dégager cette interprétation,
notons d'abord que K n dgquivaut a 0 € n, ®© % . De m€me, Ko K'c n,
dguivaut a K' < LA © i . Ainsi, la relation des demi-groupes Q(XK @ X')

= Q(K) Q(K') s'écrit
' v
P(K' m, ® K) = P(K' no) P(K no)

v
Or, K et K' contenant 1l'origine, XK' c n, ® K implique X c M, » et
P(X RO) n'est jamais nul. On peut donc écrire la relation des
demi~groupes en termes de probabilités conditionnelles

PK! o X © Y‘) - P(K' )
cn, @k | oen ©K c



Ainsi, conditionnellement dans 1l'hypothése ol O appartient & 1'érodé
v v
n, © K, cet érodé no © K est un polyédre poissonien admettant la mé-

me loi de probabilité gue le polyedre no initial. Nous exprimerons

cette propriété en disant que les polyedres poissoniens sont condi-

tionnellement invariants pour les érosions par des compacts conte-

nant 1l'origine. On trouvera au paragraphe 3-4 une interprétation

légerement différente de cette invariance conditionnelle.

3-3 Réciprogue.

| liontrons maintenant que cette invariance conditionnelle est une

v

propriété caractéristique des polyédres poissoniens. Plus précisé-

ment, démontrons 1'énoncé suivant, ol 1'on pose Q(K) = F(Kc no) :

Pour gu'un ouvert aléatoire M. contenant p.s. le point O véri-
a o P

fie la relation QK @ X') = Q(X) Q(X') pour K, K' compacts contenant

0, il faut et il suffit que no soit un polyedre poissonien.

On vient de voir que cette condition est suffisante. Inversement,

soié HO un ouvert aldatoire vérifiant P(O € no) = 1 et :
(3-4) QX @ K') = Q(K) Q(X') (K, X' € 46)

avec Q(K) = P(X HO). Dans tout ce qui suit, Br désigne la boule de

centre O et de rayon r. Procédons par étapes.

a/ On a Q(Be) N 1 pour € v 0. IEn effet, la fonctionnelle Q est

toujours s ¢ i sur JG, et BE - {0} dans JG si e ~ O.

!

b/ Q est continue sur §G, Comme Q(X) = Q(X U {0}), et que la

réunion est continue, il suffit de vérifier que Q est continu sur JGO .
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Soit donc K, une sulte convergeant vers K dans 560. Pour € > 0 donné,
on a Kc K.n @ BE et Kn c Ko Be dés que n est assez grand. ILa rela-

tion (%-4) donne alors

CQ(K) = (B) Tim Q(x,) , Lim Q(K ) > Q(K) Q(B)

Compte tenu de a/, on en déduit 1lim Q(Kn) = Q(KX), et Q est continue.

c/ i Ke §6, et si C, st 1'enveloppe convexe de {0} U K, on
a Q(K) = Q(Co)-
Comme O € IT) P.S., il suffit de montrer Q(X) = Q(C), C désignant 1!
enveloppe cornvexe de K. Soit € > O. D'apres le lemme 1-1, on peut
trouver r > 0 tel que C @ B, c K ® B, ® Be’ dtol Q(K) Q(Ba) < Q(C)
dtaprés la relation (3-4), puis Q(K) < Q(C) d'apres a/ . L'inégalité

inverse étant évidente, on a bidn Q(X) = Q(C).

d/ De la relation.6—4) ef de la continuité de Q résulte aussi-

t6t

Aak) = [(R]* , 20 , Kedo

Notons d'ailleurs que Q ne péut pas s'annuler sur §G. En effet, si

Q(KO) = 0 pour un compact K_, prénons une boule B, o K . On a
' 0 . ) 0
Q(Bp ) = (@(B1)> © = 0. Par suite Q(”p) = 0 pour tout p > 0, mais
0 i
cela contredit a/ . Donc Q ne s'annule pas, et par suite ¢ = - log Q
|

est continue sur JC.
e/ la fonctionnelle ¢ est donc continue, croissante et positi-
vement lindaire sur SGO, et a fortiori sur‘CO(&Q). Dtapres le lemme

de prolongement 1-%, il existe donc une mesure de Radon A positive

sur la spheére unité telle que 1l'on alt
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¢(K) = er(u) r(au) K € C_(0)
- S

Compte tenu de ¢/ , et de la définition (3-2) - 3-3) des polyedres
poilssoniens, n, est donc le polyedre poissonien associé a la mesure

A

%-4 Point de Vue de la Lol en Nombre.

Soit maintenant A une mesure positive symétrique sur S, et A

, . . . . bel .
le réseau stationnaire d'hyperplans poissoniens de [R™ associé au
1Y

processus de Poisson de densité A(du) dx dans S X m+ . Le complémen-
taire A de A est réunion de polyédres ouverts convexes disjoints

Hi dont 1l'un, soit no’ contient 1l'origine 0. Dans un langage intui-
tif, on peut envisager la "population" constituée par les polyedres

my considérés comme des individus, en attribuant & chacun d'eux le

méme poids, et définir ainsi la loi en nombre du polyedre Poissonien

I (on trouvera dans les travaux de MILES, [6], [7] une justification
rigoureuse de ce point de vue). On peut, au contraire, attribuer &
chacun des JI; un poids proportionnel 4 son volume V(Hi) dans R" et

considérer la loi en volume de ce méme polyedre Poissonien. Ie poly-

edre Poissonien Ho tel gque nous l'avons défini au paragraphe 5-1 doit
-correspondre au point de vue de la loi en volume, car (dans un lan-
gage intuitif), 1l'origine 0 a plus de chances de tomber dans un grand
polyddre que dans un petit., De fait, MILES [7], s'appuyant sur un
théoreéme ergodique, a établi le rdésultat suivant : soient ¥ une ca-
ractéristique d'un polyédre 17, V son volume, FO(dX, dV) la loi de
(X,V) pour le polyédre poissonien T du paragraphe 3-1, Plax, av)

la loi de (X%,V) pour le polyedre poissonien considéré du point de



vue de la loi en nombre, EO et L enfin, les espérances attachées a

- ces lois. On a alors :

P (4%, 4V) = ——0  F(dX, av)
0] V)

Soit alors K un compact contenant 1'origine. Le méme théoreme ergo-

digque montre que la probabilité Q(K) = P(O € n, © E) pour qgue le poly-
edre m, contienne K (point de vue de la loi en volume) est identique

a4 la probabilité pour que 1l'érodé IT © E d'un polyedre IT (point de

vue de la loi en nombre) ne soit pas vide. P(IT© X £ @) est évidem-
ment invariante pour toutes les translations,(tendis que 1'invariance
de Q(Kj.est limitée aux translatéé de K contenant l'brigine). La pro-
priété d'invariance conditionnelle de m, vis-a-vis des érosions s'é-

tend alors aux polyddres considérés en nombre :

Si 1T désigne un polyédre poissonien du point de vue de la loi

en nombre, et K un compact non vide, conditionnellement dans 1'hypo-

v
thése ol 1'érodé 1M ® K n'est pas vide, cet érodé est éguivalent a N

en probabilité (c'est-a-dire admet la mfme loi que M).

Nous allons consacrer le reste de cette étude a quelques applica-
tions de la propriété d'invariance conditionnelle caractéristique

des polyeédres poissoniens,

4 — APPLICATIONS

4=1 Relation entre la Loi du Volume V et 1'Espérance conditiomnelle

de la Surface S.

Soit 17 le polyedre poissonien de mn (point de vue de la loi en
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nombre) associé & une mesure symétrique et positive A domnée sur la
sphire unité . Nous supposerons essentiellement que JT est P.S. com-
pact, donc que le support dé A sur la spheére unité de mp n'est pas con-
tenu dans un sous—vectoriel.stﬂxﬂ;deﬁﬂﬁelon les notations de HADWIGER
[Zj, nous désignerons par W (k = 0,1,...n) les fonctionnelles de
MINKOWSKI ( Quermassintegrale ) définies sur 1'espace C(J6') des
convexes compacts non vides. Comme ces fonctiommelles sont continues
sur C{(&') et que I appartient p.s. a C(SG'), les WK(U) sont des va-
riables aléatoires et adwettent des espérances finies. Nous nous
intéresserons surtout aux deux fonctiommelles WO et W1, donc au vo-
lume V = WO(U) et & la surface S = n W1(n) du polyddre poissonien.
Désignons par Br la boule de rayon r et de centre O, et par V(r)
= V(1 © Br) la variable aléafoire_égale au volume de l'érodé de IT
par B . Les gvenements {V(r) = 0} et {m © B, = ¢} sont p.s. identi-

ques et admettent la probébilité :
o= ar o _ _ ‘

5i £ est une fonction mesurable sur R+ nulle en x = 0, il ré-

sulte alors de la propriété d'invariance conditiommelle que l'on a :

1
o

Br(V(r))] = ™ E(e(V)
| B |
Avee f(x) = €7PX - 4, on voit que les transformées de Laplace &(p)

et @r(u) de V et V(r) vérifient la relation :
B () = 1 - @78 4 @ g(y)

or V(r) est p.s. dérivable a droite, et cette dérivée V' (r) vérifie

.
.



p.s. V'(0) = = S puisque 1T est p.s. convexe. La relation précédente

~entraine donc

(4-1) B(s ey = g l=2W)

o)

Désignons alors par h(V) = E(S|V) l'espérance conditionnelle de S

relativement a V, et par F(aV) la loi du volume. Dans la relatioﬂ
(4-1), figure & gauche la transformée de la mesure h(V) P(aV), a
droite celle de la fonction a[t1 - F(V)]. Par suite, la lol du volume

admet une densité £(V) qui vérifie la relation :
£(V) h(V) = aGQ-F(V‘))

On en tire aussitdt 1l'expression de la loi du volume V en fonction

de 1'espérance conditionnelle h(V) de la surface.

_ Y y
(42) 1= B(V) = exp {- af S} G - ssiv)
IV
0 .

Adnsi, a/h(V) = a/E(S|V) est la"densité de mort" associde a la loi
du volume, autrement dit a dx/h(x) est la probabilité conditiomnnelle .

d'avoir V € (x, x+dx) lorsque V 2= X.
On note que cette relation (4-2) est valable pour tous les poly-

ddres poissoniens stationnaires (mesure symétrigue A quelconque sur

la sphére unité).

4-2 CGrenulométries des Polyedres Poissoniens selon les Boules.

Rappelons d'abord la définition des granulométries d'un ensemble
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. :
aléatoire. Les applications (F,K) — Ty = (FO®K) ® Ket (F,K) -
V4 .
(Fe@ K) ® K de 7 x &' dans F sont semi-continues supérieurement et
mesurables. Si A est un fermé aldatoire et K un compect non vide,
K

AT et Ap sont donc des fermds aldatoires. Pour K compact et convexe,

et «, a' 2 0, o s a' entraine

]
A CAaKcAcAaKC A%'K

a'K

oK

et les familles A7 et AaK sont contirnues & droite et & gauche res-

pectivement (a i’ao et o T aé'dan54R+ entrainent respectivement la
: o K

convergence de AQK vVers AC et de A

L1k Vers AaéK_dans %). Pour
tout x € mp‘, on peut alors définir les variables aléatoires A(x)

et A(x') en posant :

1

Alx) = Sup {a': pe E'AQK} ; A(x) = Sup {a P X € AaK}

a€R+ ocER+

et A(x) ou A'(x) = 0 lorsque lés ensembles correspondants sont vides
(soit A(x) = O pour x € AO[K e@;ﬁ'(x) = 0 pour x € AaK)' D'aprés les
propridtés de semi—continuitéIféppelées ci-dessus, on a A'(x) 2 «

si et seulement si x € AaK ,,ef AMx) = o si et seulement si x € ASK
‘Les fonctions non décroissanfeé ?(A'(k) <o) = P(x ¢ AaK> et

P(A(x) = a) ¢ P(x € AaK), contin;es en o respectivement a droite et
a,gauche, servent a4 définir les granulométries au point x du fermé

7’ . ’, : | C i») ”, - ’,
aldatoire A et de son complémentaire A~ . Flus précisément, lorsgue

P(A(x) # 0 = P(x € A°) n'est pes nul, on définit la granulométrie

C b ’ A - ht
de A” en x selon les homothétigues de K par la formule :

o) < BULD S0 Ly ¢ | e
P(A(x) # 0) '

GK(a) représente donc la probabilité de x € A% conditionnellement;
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six € A% . On a une définition analogue pour la granulométrie de
A, Lorsque A est stationnaire, cette granulométrie ne dépend pas

du point x. (G. HMATHERON, [4] et [5]).

Soit alors A un réseau d'hypcrplans poissoniens stationnzires
dans Rn, et A(du) la mesure sywmétrique sur la sphere unité qui fixe
la loi de A. Nous allons établir 1l'expression de la granuloméirie
GB(a) de A° selon les homothétiques de la boule B de rayon unité
dans R%. 11 s'agit donc ici de la granulométrie du polyedre pois-
sonien n, considéré selon le point de vue de la loi en volure (qui
a seul, ici, une signification expérimentale poséible). Nous devons

calculer 1l'expression :

1 = G la) = P(C e(ny © a B) ® a B)

D'aprés le théoréme ergodique de R.E. KIIES, cette probabilité se

déduit de la loi en nombre des polyedres IT selon la formule

‘lais, d'aprés 1'invariance conditiomnnelle, 1'érodé T S aB a méne loi
conditionnelle gque T lui-méme s'il n'est pas vide, ce qui a lieu
avec la probabilité Q(B) = exp {a (B)} , ¢(B) :‘fx(du)5 On en dé-—

duit aussitdt

1= 6 a) = 2 (n e op)) ,-ob(B)

(v (m)

liais, d'apres la formule de STLINER, on a aussi
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k k

n

V(ine oB) = & ¢ W.(M «
| k=0 o

les variables aléatoires Wk(n) désignant les valeurs pour I des

fonctiommelles de HINKOWSKI . D'ou l'expression cherchée de la gra-

nulométrie :

I
}EO 011; E(W,) o o —0d(B)

(4-3) 1= Gyla) = :
> E(WO)

Cette loi est toujours une exponentielle polynome de degré n égal

au nombre des dimensions de l'espace., Pour n = 1, on trouve en par-

ticulier pour les traversées lindaires une lol gamma de densité

2

~-a
a™ a € «

. I1 s'egit de 1la loi ol "chacune" des traversées est coump-

tée pour un poids proportionel & sa longueur. La lol en nombre cor-

respondante est évidemment la loi exponentielle de densité a e~ 8

(a = ¢(B).

clest-a-dire le cas ol la mesure A sur la sphére unité est invarian-
te pour les rotations. Nous désignerons, suivant l'usage, par :

n
P(1 + 5)

w =
n

. n Y e
le volume de la boule unité dans R, et nous-acheverons de déter-—
miner laz mesure A (unique a un facteur constant prés) en nous don-

nant le parametre A, >0 défini par :

(4-4) A =t {Mdu)

(n w, est la surface de la sphire unité).
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Pour X € CO(S<), on a alors :

jx(du) r (u) = Ay W(K) =n W, (K)

NCK) = n Wn—1(K) est la foﬁctionnelle bien connue en géométrie in-
tégrale sous le nom de norme (pour n = 2, N est le périmetre ; pour
n =73, N généralise 1l'intégrale de la courbure moyenne). Ainsi 1;
fonctionnelle Q du polyedre poissonien ho contenant 0 (loi en volu-

me) est définie par :

g NOX) (x e ¢, (36 )

(4-5) Q(x) =&
Ce réseau isotrope d'hypefplans poissoniens de R" induit évi-
demment sur chaque variété_linéaire 4 k dimensions (0 < kX < n) un
réseau isotrope d'hyperpléns poissoniens dele . Soit xk le para-
metre (4-~4) caractérisant?ce séhéma induit. De (4-5) et des formules
de la géométrie intégrale expfimant la norme dans mn d'un convexe
compact de ®X , On déduit.aisément les formules de transformations :

M Wypoq = Ay wpyg

Dans ce qui suit, il sera souvent comrzode de désigner par A = kz

le parametre du schéma induit daﬁis2 . La loi précédente s'écrit
: !
alors : S'
A== 0 (1 sksn)
. V=1 |

Avec cette notation A = XZ’ des raisonnements simples de géométrie
intégrale conduisent -~ compte tenu du théoréme ergodique habituel -~
3 l'expression suivante pour les espérances des Wy<ﬂ) du polyedre

7 (en nombre) de l'espace ®m* ‘ ‘ e
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|

! . o [0Y) -
(4-6) B(W,) = — . A

U.)n_._ k-

In reportant ce résultet dans (4-7), on spécifie ainsi completement
la granulométrie de no selon les boules des espaces a 1,2,een di~
mensions. En particulier, les granulométries selon les disques

(boules de m?) et les boules de m5 sont, respectivement (avec A =-

= _ I
—>\2-27\3)

1 - GZ(I‘) = (1 + 2 7\751"*"7{2 )\2 I'2) 6—2)\ wr

(1+ 8 Ar +

li

._Tc2 >\2 r2, + 1—99-752 }\3 r3) e ~B\r

wiro

1 - G3(r)

4~-% Ies premicers moments du Volume V et du contour apparent V',

Considérons & nouveau le réseau isotrope A d'hyperplaﬁs poisson=
niens de Eﬁ définl par le parametre A = Ay du réseaun induit dans&Rz,
et soient x et x+h deux points de ®R" . Dtapres (4-5), la probabilité
d'avoir x et x+h dans HO (point de vue de la loi en voclume) est

e U 2% = |x| + |x+h] + h est le périmdtre du triangle défini

par les trois points 0, x et x+h, soit

(4%7)  Qx, xm) = e~MEl = aben] - anl

WMais, si 1'on ddésigne par k(x) 1'indicatrice (aléatoire) de @ on
) & P 9 s

a aussi

Q(x, x+h) = BE(k(x) k(x+h))

Nt c e N .
Désignons par g(h) 1'intégrale dans R de cette expression
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g(h) =\f‘ Q(x,x+h) dx
e

g(h) est 1l'espérance (pour la loi en volume) du volune de 1'inter-

section de no et de son translaté par h. Or cette intégrale repré-

n]

sente, au facteur e M pres, le produit de convolution de la

bl _— - ‘0 : :
xi l‘par elle-mBme. En utilisant la transformation de

fonction e
Fourier, on obtient 1'expression suivante, ou figure la fonction de

. ., by . . 1’1 ~ ’ -
Bessel modifide de seconde espece d'indice 1 + = et ou on a écrit
r > 9

r au lieu de |h

nls

102 nHInN2 oA t+ 3
SR | S (? (-——0) e " (nr) K
A n! 2

:kﬂﬁ

(4-8) . e(r) = (r 1)

..l._
Pl

Pour r = O, on obtient 1l'espérance (en volume) de V(HO). En inté-
grant en h (dans mp), on obtient de méme 1l'espérance du carré de ce

13 ’ Al . n . rd i
volume., L'intégrale de g(h) dans IR est d'ailleurs égale & la valeur

x| 4 e Ixl 4 e=nlx]

en 0 du produit de convelution € et se cal-

cule & 1'aide d'une transformation de Fourier. On trouve ainsi :
(\

. EO(V) = 2 w. nt A
(4-9) J A | . 3
3 D 1+ 1
. E (V2) _ 221'1 i n—- 'z P(ﬂ+ 'z) <F(_l—2—)> )\—21’1
° r(z (1)

\\

L'indice o dans EO rappelle gqu'il s'agit d'espdrances relatives a la
loi en volume . D'apres le théoreme ergodigue, ces espérances L se

déduisent des espérances I relatives & la loi en nombre selon la reé-
T gle

) k Vo K - ,

L (V) = E(V)/E(V)



On a déja calculé E(V) = E(WO) = 1/wn A\? . Ies formules (4-9) domment

. donc les trois premiers moments de la loi (en nombre) du volume V.

. . 2
On trouve ainsi dans [R™ :

s 1 Nl 2 1 hl 3 4 T,[‘
(V) = - B(VE) = —— B(VY) = £ =

B AS Dot N

s [RO _ _
et dans R (avgc A=A, =D Aa)

1 L2 5] L (y- 21 &
""(V) = j‘ - ] ‘L'(V ) = == = ’ J"(V ) = = =

mon bl 8\

!
!

Désigrons maintenant par V!'(I1) = V' le volume (a n-1 dimension) du

contour apparent du polyedre I, c'est-a-dire de la projection de N

sur un hyperplan de mﬁ . Le point de vue est ici, obligatoirement,

celui de la loi en nombre. Nous allons calculer les deux premiecrsg

moments de la loi (en nombre) de V', en nous appuyant sur 1'inva-
riance conditionnelle de 1T,
Du point de vue de la loi en nombre, le g(r) calculé en (4-8)

représente la quantité :
g(r) = BV v(r))/E(V)

ou V(r) = V(I N n&) représente le volume de l'intersection du poly-
édre IT par son translaté Hr dans une translabtion de mcdule r et de
direction u . S0oit p un réel 2 0, et ﬂr+p le translaté de 17 dans la

translation de module r + p et de méwe direction u, . L'invariance

conditionnelle de IT pour les érosions montre que l'on a ici

(4-10) ‘ E(&(r)'V(r+p)> = e T L(& V(p)) = oA B(V) g(r)

B
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|
Coﬁme IT est p.s. ouvert et convexe, V(r) est dérivable a droite, et
1a valeur en r = 0 de cette dérivée V'(r) estV'(o) = - V', V' dési-
gnant le n-1 - volume du contour apparent dans la direction u, .
Dérivons (4-10) une fois en r et une fols en p avant de faire p = O.

Il vient @
. . -~
(4-11) 5712y + 50 v (o)) = - 2 A B V' (0)
or de 1l'expression (4-8) de g(r), on déduit (pour n > 1) =
e . n-1 2 .2
BV v(r) = B(VE) [1 - a1+ B ATt -]

On a déja calculd E(VZ) = nt/2% A% . On déduit ainsi de cette re-

lation :

5(v V!(o)) = - A B(VY) = - nt/2" \2n-

E<y V"(oi) _ gil 22 B(V2) = Ln—1);g—1)! x2%~2
puis, en portant ces résultats dans (4-11)

5(Vi?) = B 2% n(ve) = (n+1)éﬁ'1>! A2;_2

=2\T

Le calcul de E(V') s'effectue de méue a partir de B(V(r)) =&~ "ME(V),
et donne |
E(V)) = 22 B(V) = & =l
n A

Tels sont les deux premiers moments (en nombre) de la loi du contour

1 . ' 2 o
apparent. Dans le plan R, on trouve explicitement 3
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B(V') = 2= ,  E(V'?) = % 1, v =g
AT AT 2 A
et dans R?
| . 5 e 2 1 ) 31
| B(v) = == 1 B(viE) = 4 B(vv) =2 1
2 A° ’ : x4 ’ 4 42

4—4 Cas des Polygones Poissoniens Isotropes.

Dans le cas du plan m2 , 11 est d'ailleurs possible de calculer

explicitement la loi du diamétre apparent du polygone poissonien (en

n

nombre), loi d'ailleurs identique & celle des traversées linéaires

des contours apparents (projection dans)RZ) des polyedres de EB pris
en nombre. Cette loi admet une densité liée a la fonction de Bessel

modifide de seconde espéce d'indice 1, dont l'expression est :

£(x) = &2 (22 x)lK;a (2 A x) (x = 0)
T S

et dont le moment d'ordre n est

'F(\.?.

' +n)
n = Do) O |
BNT o r(+ D) (en®

i
l

Désignons, maintenant, par S le périmetre du polygone poissonien,

et par N le nombre de ses cdtés, et cherchons quelques informations

sur les lois de ces deux variables.

En premier lieu, puisque le polygone est isotrope, la géométrie

intégrale donne
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E(s) = nm B(V') , E(VS) = g E(V V')

Des valeurs calculées plus haut, on déduit donc les espérances E(S)
et EO(S) du périmetre S prises, respectivement, selon la loi en nom-

bre et la loi en volume :

rola

(4-12) B(s) = £, B (8) =

>|—

Désignons par Pn la probabilité dtaveir N = n pour la loi en voluue.
Pn ne dépend pas du paramétre A. Or, on peut considérer le réseau
d'hyperplens poissoniens de paramétre (A + u) conme la réunion de
deux rééeaux indépendants de paramétres A et p. La probabilité pour
gque le polyédre du réseau (A + ) contenant 1l'origine O ait n cdtés
appartenant tous au réseau A est alors Pn(A/x+p)n . On peut aussi
évaluer différerment cette probabilité, en écrivant d'abord que le
polyedre du réseau A contenant O posséde n c0tés (probabilité Pn) ’
puis que ce polyédre est disjoint du second réseau (probabilité

E(éa—“s In), S désignant le périmetre de ce polyddre). On en déduit
B (e = ()

La loi conditionnelle en N du périmdétre S est donc une loi gamma &

[p]

L
N degrés de liberté. On retrouve ici dans un cas simple une propri-

été géndrale établie par HILES. Si X est une caractéristique sans
dimension du polyédre I (par exemple, X = SZ/V), c'lest-a-dire une
caractéristique dont la loi ne dépend pas de A, lc m€me raisonnenent
gque ci-dessus domme

N j

Eo( e—}lSlNrX) = ( )

A
A+l
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Par conséquent, & N fixé, le pdérimetre est corditionnellement indé-

 pendant de toutes les caractdristigues sans dimension. On en déduit

facilement la loi en nombre du périmetre conditiomnelle en N

o N N-2
E(e p'olN) = (m)

-

C'est une loi gamma & N-2 degrés de liberté. On tire ensuite de ces
résultats les valeurs Eo(slN) = N/N et BE(S|N) = (N-2)/x , puis,
en comparant avec (4-12), on obtient :

E s
(N) = 4 ] LO(N) = ‘é‘

Or, il existe une relation simple entre EO(N) et E(Nz). Placons-
nous, en effet, conditiomnnellement dans l'hypothese ou O est un son-
met du réseau, et soit N,, N

NB’ N, les nombres des somuets des

17 T2 4
gquatre polygones contenant 0. Ces variables vérifient E(Ni) =
E(NZ)/E(N), comme on peut le voir en utilisant le théoréme ergodigue
de KILES., D'autre part, abstraction faite des deux droites poissoni-
ennes passant par O, le polyédre ~ contenant O posscde N = N1 +'N2 +
+ N3 + N4 - 12 c®téds, et ne différe pas du polyeédre poissonien I
(point de vue de la loi en volume). On en déduit 4 E(Nz)/E(N) =

=B (1) + 12, a'ob E(N?) = B () + 12.

Hous avons ainsi obtenu les deux premiers moments (pour la loi

en nombre) du nombre N des c0tds du polygone poissonien isotrope,

2
s0it une espérance égale & 4 et une variance égale a @ -~ 4 :
2

2
B(N) = 4, D(N) =% -4



BIBLIOGRAPHIE

[1] BOURBAKI, N. - (196%5) Lldéments de Mathématiques, fascicule 4I1I,

Intégration - Hermann, Paris.

[2] HADWIGER, H. - (1957) Vorlesungen Uber Inhalt, Oberflache und
Isoperimetrie - Springer, Berlin.

.

[3] XE¥DALL, #.G., et MORAN, P.A. - (1963) Geometrical Probability.
‘ Hafner, New York.

[4] ATHERON, G.

(1967) Eléments pour une théorie des milieux

Poreux - liasson, Paris.

[5] MAPHERON, G. — (1969) Théorie des Ensewbles Aléatoires — Cahiers
" du Centre de lorphologie Hathématique,

Fascicule 4, Fontainebleau.

[6] #ILES, R.E. - (1969) DPoisson flats in euclidean space - Advan-
ces in Applied Provability, 1, 211-=-237.

[7] KMILES, R.E. = (1970) A synopsis of Poisson flats in euclidean

spaces - Izv.  Akad. Nauk armianskoi S5SS5R, 3,
205=285.

[8] N®VEU, J. - (1964) Bases mathdmatigues du calcul des probabili-

tés - llasson, Paris.

[9] BSERRA, J. - (1967) But et Réalisation de 1'analyseur de textures -

Revue de 1'Industrie ¥inérale, 49, p. 9-53.

[10] SBRRA, J. - (1969) Introduction & la lorphologie Lathématique -
Cahiers du Centre de Morphologie Mathé-

matigue, Pascicule 3, Fontainebleau



