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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 122

COMPLEMENTS SUR LES F.A.I.G.

1 - RAPPEIS.

Je me propose dans ce qui suit de simplifier quelque peu la démons-—
tration de la note 117 concernant l'existence des covariances généra-
lisées. Soit dome 2 : A - 12(Q,Q,P) une F.A.I.-k continue. Du fait
que les représentations Y(x) de Z vérifient des majorations du type

ket 1 y 1'intégrale stochastique | p(dx) Y(x) existe

k+1

IT()) < a + blx|
pour toute mesure p telle que u[|p|(dx) | x| < o, et ne dépend pas
du choix de la représentation Y(x) si de plus p appartient a 1l'espace

M, des mesures vérifiant les conditions d'universalité d'ordre k. En

k
posant Z(p) =~fu(dx) Y(x) pour p € My ,.J]ul ka+1| < ®, on prolonge

f
donc Z sur un sous-espace Mk de Mk .

Désignons d'autre part par H l'espace de Hilbert engendré par
les Z(A), A\ € A, » et par U, le groupe continu d'opérateurs unitaires
prolongeant sur H les translations Z(A) - 2(t, A). Soit X € H, x la
mesure spectrale de X, H(X) le sous—espace fermé de H engendré par
les U,X, h € R" , et Gy ¢ Lz(mp,x) - H(X) 1l'isomorphisme canonique

e}-Zin(h.))

tel que Cx( = Up,X. A toute fonction ¢ mesurable et bornée

sur R est associé 1'opérateur linéaire continu E(9) défini par
E(gp) X = tx(o)

vérifiant les regles de calcul E(9) E(¢') = E(¢') E(9) = E(g ?') .



Pour ¢ = 1{0} y E(p) est le projecteur E0 de l'espace des invariants

de H. Dans ce qui suit, nous supposons Z sans dérive, donc Eo = 0,

ou encore 1{0} = 0 x—- presque partout pour la mesure spectrale y de

chaque X € H.

On a vu dans la note 117 qu'il existe dans H une suite X, telle
que l'on ait xn(p) =pr(dx) U, X, - Z(p) fortement pour toute mesyre
u € Mi + Pour toute fonction ¢ mesurable et bornée, on a donc
E(o) Xn(p) = E(¢ E)Xn - E(9) 2(u) (W est la transformée de Fourier
de p). Ainsi, si 1"on désigne par Xp la mesure spectrale de Xh et

par x celle de Z(p), on a :

(1) J1s12 712 %, = [l01? %,

Notons aussi que ces mesures spectrales sont toutes sans atome & 1'o-

rigine (puisque Z est sans dérive).

2 = EXISTENCE DE LA COVARIANCE GENERALISEE.,

a/ Désignons par j = (j1,j2,...jk}1) un ensemble de k+1 entiers
€ [o,n], par J l'ensemble des j ainsi définis, et posons :

2.2
¢j(u) = (21n)k+1'u. U, o..U. g~anau

I da Jge

¢j est la transformée de Fourier de la dérivée Dj fa € M; de la den-
sité gaussiemne fa(u) = 1/(2*na)n/2 exp{-x2/2a}. La relation (1) est

donc applicable avec ; = ¢. « Compte tenu de la relation

J



a2 2
‘Z l¢j(u)|2 - (4,”2 u2)k+1 e 41° au
JEJ
on voit qu'il existe une mesure Xa (positive, sommable, sans atome

4 l'origine) vérifiant :
2 2 . 2yk+1 -41:2 au2 2
(2) Lf|¢| (4n° u) e Xp(dw) = }lol® x,

Soit alors B un voisinage borné de O, 1B gson indicatrice. Posons :

2 2
e41r au

|
Pour p € i , appliquons la relation (2) & la fonction ¢ définie par :

~ 2
- o 4mau
?= 1B > o k+1 e
(4n° uc) 2

]
(mesurable et bornée puisque p € Mk). On trouve :

(3) Jime - f T
n 2 2,1 "1
B u”)

b/ Soit maintenant B° 1le complémentaire de ce m&me voisinage
. ]
borné de B a l'origine. Considérons la mesure by € My définie par
sa transformée de Fourier :

kl
~ 2 2 2 ,,.2 22
l-l-b(u) =1 - (1 + -1-4'-1[1—'& + ... + L‘H}L !bu ) )e 4t° bu

(2k' > k)

I1 existe a > O tel que 1l'on ait :



O<as I;'Ib(u)l2 < 1 pour u € B°

de sorte que si ¢ est mesurable et bornée, il en est de:méme de

1ge @/Eb . 91 donc nous posons :

X
Uy,

B° |12

Xo = 1

la relation (1) donne :

2 2
Aol® 1~ 2 el
1 e T~ 2 Ip‘bl n = jle T2 X
B” |y | B |yl b

c'est-a-dire :

0 1012 40~ [1012 %,
BC

¢/ Ies mesures X4 et Xo sont positives, sommables, sans atome

s . . c
a l'origine et concentrées respectivement sur B et B . Posons :

5 2 k+1
(5) Xo = xq + (4n°u%)  x,

Cette mesure positive Xo est sans atome en O et vérifie :

d
(6) J ol K+ <
(1+472 u?)

. 1
D'apres (3) et (4), pour tout p € M, , on trouve :

~ ~ 2
Jiwe g~ [

k+
(472 u3) 1




Mais cette limite est ||z(p)lI° . Par suite :

~ D .
(D Nz =f 1° oy, Gaw (1 € u)
(4n% u?)

1
d/ Unicité de Xo+ Si une autre mesure y  sans atome en O véri-

k+1 _, 2 2 a5
2) 41t” au |¢|2 .

fie la relation (7), on trouve pour |§'|2 = (4n8 u e

2 2 22,
d[|¢|2 o ~4m” au X, = vflq)|2 ° 4n° au X

d'o'l\l x(') . XO .

e/ La covariance K(h).

2 2k
Désignons par Pk(znuh) =1 = nggﬁl_ PR (_1)k §2Z;F%

les k+1 premiers termes du développement de cos 2nuh, et posons :

X (du)

&) K(h) =~J‘cos 2nuh - 1B(u) Pk(Znuh)

k+1
(4n° u?)

Cette intégrale existe, puisque X, €St sans atome a l'origine et vé-

|}
rifie (6), et la fonction X(h) est continue. Pour tout pEM ,ona

[[w@0 plomx=y] uay) = o

et par suite :

~ 2
[[[wan) Koy wtag)= [ ROy o
(4n° u?)



D'aprés (7), donc, il en résulte :

(9) 1212 ﬂu(m K(x=y) u(dy)

et K est une covariance généralisde de 2.

£/ Unicité de K & un polynome prés.

S1 1'on remplace le voisinage B de 0 qui figure dans (8)
par un autre voisinage, on obtient une autre covariance généralisée
qui ne differe de K que par un polynome pair de degré < 2k. Il est
clair d'ailleurs que toute fonction qui différe de K par un tel poly-

nome vérifie encore la relation (9).

lMontrons la réciproque : si K' est une autre fonction continue

symétrique vérifiant (9), K'-K est un polynome pair de degré s 2k.

Supposons d'abord que K et K' soient indéfiniment dérivables.

La relation :
<20y 2> = [A@x) Kx-y) A(@y) = [n(ax) &' (x-y) A*(ay)
pour A, A' € Ak passe a la limite et donne :

< Dy ¥(x), Dj.Y(y) > = (-1)k D; Dy, K(x-y) = (-1)¥+1p, DJ.K'(x-y3

pour j, j' € J : ayant mémes dérivées d'ordre 2k+2, les fonctions

paires K et K' sont égales & un polynome prés de degré < 2k.

Plagons-nous maintenant dans le cas général ol K et XK' ne sont



pas indéfiniment dérivables. On peut choisir dans 1'espace § des
fonctions indéfiniment dérivables 4 support compact une suite fn telle
que pour toute fonction @ continue la suite & * rT,* %n converge uni-
formément sur les compacts vers la limite &. Les régularisdes Zn dé-
finies par zn(x) = z%(x * fn) admette\e/nt les covariancesvindéfinimenty
dérivables K * fn * fn et K' * fn * fn y d'ou K % fn * fn = K'* fn *fn+
Pn ou B,est un poiynome pair de degré < 2k. Lorsque n tend vers I*in-
fini, la suite Pn converge uniformément sur tout compact vers une 1li-

mite P, qui est donc un polynome pair de degré < 2k, et on trouve ain-

SiK—K'=P.

5 — DECOMPOSITION ORTHOGONALE D'UNE F.A.I.

. !
Yoit B un voisinage borné de l'origine, et by, € My la mesure 4dé-
finie en b/ ci dessus, qui vérifie O < q < Eb < 1 sur B° y de sorte

que 1 c/ﬁ£ est mesurable et borné. La suite :
B

1

E(1Bc) X = E(:i) jub(dX) U X,

')
converge donc dans H vers la limite :

1
c
Z(8%) = E(% 2(uy)
Mo
La mesure spectrale de z(B%) est (1 c/|'Jb|2) X, c'est-a-dire d'aprés
B b

2-6/, 1

fie

o xo/(4n2 u2)k+1. La FAST correspondante, soit Ux z2(B%) véri-
B

(o) BC1) aw) = qu(dx) v, 2(5°)



L ~ .
pour tout y € M, , car E(1Bc) X () = E(w) E(1Bc) X, » et le premier
terme converge vers E(1 c) z(p), tandis que 1le second admet la limite

B

E(p) 2(B%).
!
Pour tout u € M, , on peut écrire :

z(p) = E(1g) 2(p) + E(1Bc> Z(p) SV

Désignons par Zz la F.A.I.-k définie par ZB(“) = E(1p) 2(p). La re-

lation ci-dessusns'écrit :
(11) Z2(p) = 2g(p) + dfp(dx) U, z(B%)

et la relation E(1B) E(1 .) = O montre que la F.A.S.T. Ux 72(B%) est

BC

orthogonale a la F.A.I. ZB .

Montrons de plus que ZB est indéfiniment dérivable : en effet,
'
pour tout u € M, , 1'élément ZB(p) € H admet la mesure spectrale
15 X, qui est a support compact, de sorte que U, ZB(u) est indéfini-

ment dérivable. Ainsi :

Toute F.A.I.-k est somme de deux F.A.I.-k orthogonales dont la

premiere est indéfiniment dérivable et dont la seconde est la restric-

tion d'une F.A.S.T. &a Ay .

4 - DIFFERENTIABILITE D'UNE F.A.I.

Comme corollaire, notons le résultat suivant :



La P.A.I.-k Z est différentiable jusqu'a l'ordre p si et seulement

si la mesure Y vérifie :

x..(du)
(12) ‘f‘ e <
(1+ ax2u®) 7

En effet, d'apres (11), U, Z(p) est différentiable au méme ordre

Sl

~

c ~ c !
que defp(dy) Uy Z(B”) = U, E(p) 2(B"”). Pour p = My, € My » On 2
E(Hb) 72(B%) = B(1 c) Z(pb) et la mesure spectrale de cet élément est
~ 2 AN
1o Il 1o/ (an2 u)

donc différentiable au m€me ordre que Ui Z(Bc). Ainsi, 1l'ordre de dif-

, 8VeC ® < @ < Py € 1 sur B® . Uy 2(uy) est

férentiabilité de la F.A.S.T. U 2(B%) est identique a celui de sa

restriction a Ak « Cet ordre est au moins p si et seulement si la
k+1
mesure spectrale de Z(B%), qui est 1 o xo/(4n2 u?) vérifie :
B

Xo(du)

k+1-p

. < 00
B® (41t2 u2)

relation équivalente a (12).

En particulier, Z est k+1 fois différentiable si et seulement

“fxo(du) < o

Dans ce cas, d'aprés (8), la fonction définie par :

cos 2 muh - Pk(2nuh)
(13) Ko(h) =~f xo(du)

k+1
(42 u?)

sion a:

est une covariance généralisée de Z : plus précisément, K.o est celle
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de ces covariances qui s'annule en h = 0 ainsi que ses dérivées

jusqu'a 1l'ordre 2k.

En ce qui concerne la représentation (13), ol l'indicatrice

1 @ disparu, on voit immédiatement que cette intégrale a un sens

X
J 0 <o
1 + 4n2 u2

donc si et seulement si 2 est k fois différentiable. Pour k = O,

8i et seulement si

en particulier, on voit que le variogramme y d'une F.A.I.-O sans dé-

rive est toujours de la forme

1 — cos 2nuh
y(h) =f == x..(du)
4n2 u2 °©

pour une mesure Y > O sans atome en O telle que vfxo/(1+4ﬁ2 u?) < oo,

On peut améliorer le criteére de différentiabilité :

Toute covariance généralisée K(h) vérifie une majoration de la

fornme

(14) |K(0) - K(h)| < a + b|n|2¥*2

Pour que Z soit différentiable, il faut et il suffit que ses co-

variances vérifient une majoration du type :
(14') |K(0) - K(h)| = a|n|2 + b|n|2K*2

(a, b, et a 2 0)

Les diverses covariances de Z ne différent que par des polynomes
pairs de degré < 2k de sorte qu'il suffit d'établir 1'énoncé pour l'une
d'elles.,
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Reportons-nous a la décomposition orthogonale (11). La F,A.I.

Zg » indéfiniment différentiable, admet la covariance généralisée :

| cos 2nuh - Pk(Znuh)
Kp(h) = 15(u) x (du)

K+1
(42 u?)

D'aprés 1l'inédgalité :

k+1 oL

2 112 [n12 -
|cos 2nun - P, (2mun)| < 42 lul® [n|®)
(2k+2)!

on a toujours une majoration de la forme

|Kz(0) = Ky(h)| = |Ky(h)| < b|n|2**2

La F.A.S.T. Z_, , de son c0té, admet la covariance (ordinaire)
B

_ cos 2nuh
K () _f AR ) glaw)
(4n° u®)

donc vérifie toujours une majoration du type |K (o) - K C(h)| < 0.
B B

Comme KB + K . est une covariance de 2, (14) en résulte. De plus, 2
B
est une fois différentiable si et seulement si Z c est différentiable,
' B
et il en est ainsi si et seulement si la covariance de cette F.A.S.T.

vérifie une majoration du type |K (o) - K ) = a|h12 , d'ou (14').
B B

5 — CONDITION POUR QU'UNE F.A.I.-k S0IT D'ORDRE k-1.

81 Z est une F.A.I.-k, les trois énoncés suivants sont dgquivaleats—:

a/ 2 est la restriction a A, d'une F.A.I.-(k-1) Z (et dans ce

cas Z est sans dérive et Z est unique a une dérive pres).

© gy A ———
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b/ 2 est sams dérive, et admet une mesure spectrale X, de 1a
forme x, = (41t2 u2) xé pour une mesure positive x! sans atome en O
(et x! est alors la mesure spectrale de l'unique F.A.I.-k-1 sans dé-

rive dont Z est la restriction a Ak).
¢/ Les covariances de 2Z vérifient des majorations du type

|K(n)| < a + b|n|3E
Notons que les mesures T, = Ay b€ R%, A € Ay sont denses
dans Ak (pour la topologie induite par Mc), En effet, si une fonction
continue f est orthogonale & ces mesures, on a Hf[f(x+h) - £(x)]Ia(dx)
= O pour tout A € A, _, . Par suite, f(x+h) - f£f(x) est un polynome en
x de degré < k~1. Choisissons une suite fn de régularisées indéfini-
ment dérivables de f convergeant vers f uniformément sur tout compact.
Ces régularisées sont encore orthogonales aux rhx - A, et les fn(x+h) -
fn(x) sont des polynomes de degré k-1 au plus. On a donc D fn(x) =
CSte pour toute dérivation d'ordre k-1, et fn est un polynome de de-
gré < k. Il en est de méme de f, limite uniforme sur tout compact de
la suite fn. Par suite 1l'orthogonal de {rhx - A} est identique a ce-

lui de Ay d'ol la propriété annoncée.

Si Z est une P.A.I.-(k-1), pour tout A € Apy E(rh A=A)=
(Uh—I) Z(\) est manifestement orthogonal a 1l'éspace des invariants.
D'aprés la propriété de densité énoncée ci-dessus, la restriction 2
de Z a A, est donc sana dérive. Si Z' est une autre F.A.I.—(k-1)
dont la restriction a Ay coincide avec Z, on a pour tout h ¢ & et
tout A € Ay 2 (U-I) Z'(A) = (Up-I) Z(A). #insi, Z(A) et Z'(A) sont

égales a un invariant prés, et Z2' = Z a une dérive preés.
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I1 est clair que a/ = b/, x! désignant la mesure spectrale de
1'unique F.A.I.-(k-1) 7 sans dérive vérifiant a/. Si b/ est vrai,

la fonction :

‘ 2nuh - 15(u) P, (2nuh
(n) —NI cos 2n plu kk'1 nuh ) Xé(du)

(4n? u?)
est une covariance généraliséde de Z et vérifie c/. Toute autre cova- -

riance de Z ne différe de K que par un polynome de degré < 2k et vé-

rifie donc également c/.

On montre ¢/ = b/ comme dans la Note 117 (& l'aide d'une trans-—

formation de Laplace). Montrons b/ = a/. Soit A € Ay, Posons pour
x € R"

Yx(x) = Z(7 A = A)

Y,(x) est une représentation d'une F.A.I. d'ordre O et vérifie :

-2inu 2 o2

Comme ]KIZ/(4n2 u2)k est borné sur mn\{o} et xJ sans atome en 0, le

variogramme UY)\(x)H2 est borné. D'apres le théoreme sur les F.A.I.
d'ordre O, on en déduit l'existence d'un élément unique Yx € H tel
que Yk(x) = (UX‘I)YX' et E Yx = 0. La mesure spectrale associde a
Z)k

Y, est alors |X|%/(4n° u®)* x! . On en déduit que 1'application 1i-

A
néaire A - YX de Ay dans H est continue (pour la topologie induite
par M, sur Akb1),.c'est-é—dire est une ¥, A.I.-(k=1). Si maintenant

A € Ak y On a :

(U-DY, = 2(tA) - 2(A) = (U -I) 2(A)
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donc YA = Z(A) & un invariant prés. Comme de plus E, YK = E, Z(n).
= 0, on a bien 1'égalité Yk = Z(A), et la restriction de Y a Ay

colincide avec Z.

6 - L'EQUATION & Y(x) = U, X.

51 U X est une F.A.S.T., il existe une et une seule F.A.I.-(2k-1)

dont les représentations Y(x) vérifient Ak Y(x) = UxX'

Si Z est une F.A.I.-(2k-1) 2k fois différentiable, X, Sa mesure
spectrale et Y(x) une représentation de 32, Ak Y(x) est une F.A.S.T.

dont la mesure spectrale est y _, d'ol l'unicité.

Inversement, soit X € H tel que EOX = 0, Y sa mesure gpectrale
(sans atome en 0), H(X) le sous-espace fermé de H engendré par les
U X, x € B, et o« : H(X) - Lz(mn,x)l'isomorphisme canonique. Soit
A€ A2k—1 et N sa transformée de Fourier. On a x7(4n2 u2)k € Lz(mp,x).
Posons :

Z(A) = o~ —ﬁ—>—-1

(472 u2

L'application z : A, 4 - L2 ainsi définie est lindaire et continue
comme on le vérifie sans difficulté. C'est donc une F.A.I.~-(2k-1)

2k fois différentiable, Soit Y(x) une représentation de 2% de la forme :

-2imux A ~
Y(x) = ZC‘SX = A fZ(XD = a—1 Q—”k b ; (X) )\e )

k
2 (41:2 u2)
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a étant un isomorphisme, il vient :

-2inmux _ fg x
o [(-nk ik Z (x) e]‘

k
A" Y(x)
X 2)k

(4n2 u

- a"1 (e_2lTL'L1X) — UXX




