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1 = INTRODUCTION.

51 7(x) est une P.A.I. gfndralisde sur r! q'ordre < k, et K(h)

une .de ses covariances géndralisées, la FAST :

k+1

Y (%) = -0FT s (=1)? Ci Z(x+pa)
a -0 , +1
p=0
admet la covariance :
2k+2
N k+1 PAP .
(1) ¢ (h) = (-1) ;éo (=1)7C5,,, k[h + (k+1-p)a]

in désignant par y la mesure spectrale associde a K, on a aussi :

400
. 2
(sin nua)“k+2

| T cos 2nuh y(du)
tJ (nu)

1}

(1') Ca(h)

Je ne. propose, dans ce gqui suit, d'examiner les variances de fluc-

tuation attachdées a des expressions du type @

L

C;(h) - % y Ya(x)zYa(x+h) dx

(v

0
pour le cas continu, ou

* _ 1 W . .
ci(n) = ¢ 2 ¥ _(§o) ¥ (jb+h)



‘pour le cas discret. Je m'attacheral uniquement au cas ou K(h) est

un polynome impair en |h

2 — WXEHMPLI,

rx adnet au sens des distributions la transformdée de Fourier

AT T(1+7)
2 (2% lul)K+1

] rx = - 2 sin

A
Pour A différent d'un entier pair, - __Jﬁﬂ____ est donc une covariance
sin An/2
généralisée d'ordre k pour 2k + 2 > A . Aun polynome pair pres de

degré < 2k, on a alors

n K; % cos 2mub - Pk(2nuh) 2K+ 1=\
- _luJ_._. = 2 T(1+)) 5 VE] (en|ul) du
Csinh 3 ) o (4n° u
Soit ,
- 2k+i1=A
y(au) = 2 T(1+n) (2n|u]) au
Pour A = 2k+1; en particulier, cette mesure spectrale est proportion-

nelle a la mesure de Lebesgue, soit (& un polynome pair pres) :

% cos onuh - Pk(znuh)
u2)k+1

(=1)*] lhl2k+1 = 2(2k+1)!J du

(4%2

La covariance Ca<h) des accroissements d'ordre k (2k+2 > A) de 1la
F.A.T. admettant la covariance généralisée K(h) = - Ihlx/sin A %

s'exprime donc ainsi




Il

k+1 2k+2 ,
¢ (h) = - (G (-1)F cB In + (kei-pla]’ =

sin }Zn 0 2k+2
(2> : Z -00 2}
= 22k+)—xp(1+x)vj (sin nua)zx+2
(nu)1+K .

0O

cos (2nuh)du

Pour h = 0, en particulier, on obtient le varlogramme généralisé

(variance des différences‘d'ordre k+1)

% r(a) = Ca(o) = A(N,k) g
( k+1 2k+2
(2") ; AN, k) = - ii%—j 2 (-1)? cgk+2 | kr1-p
T2
o 2K+3-\ - D%+ 2
% ST P(1+>\)J (bl:u?ﬂk " qu
' O

3i A est un entier iumpair s 2k+1, on sait que Ca(h) s'annule pour

h assez grand (a a fixé), de sorte que

transforindée de Fourier de la fonction Ca(h) est alors la fonction

‘ Dkt 2=\ : QX+ 2
(2") 5 ¢ (n) =2 r(1+) {einmua)
u)
Ainsi, 1'intégrale
400
Ca(h) dh
"

est nulle pour A impair < 2 k+1, et vaut 2(2k+1)! a

2k+2

Ca(h)l est sommable. La

pour A =

ok+1. Autrement dit, pour N = 2k+1, la portées intégrale est

2 (2rr)!
L

A(2%k+1, k)




3 — TNFERLNCE STATISTIQUE = CAS CNTINU.

50it Y(x) une PAST d'espérance nulle sur la droite, ¢(h) sa co-
variance et
L
* ‘| -
cm):z{ﬂﬂyum)u
e
un estimateur de C(h) (dont l'emploi suppose connue la réalisation
sur le segment (O,1+h)). Un a E[C*(h)] = ¢(h), puis
L L
- (
[c(h)]° = —5 f Y(x) Y(x+h) Y(y) Y(y+h) dx dy
L .
o

o
0

ljoyennant une hypothése gaussienne, on trouve
B[¥(x) T(x+n) Y(y) Y(y+n)] = c%(n) + C%(x-y) + C(y-xh) Cly-x-h)

Par suite
L L
DQ[C*Ch)] = 12-[ \J [CZ(X—y) + C(y-x+h) C(y-x-h)] dx dy
o o

5oit encore, en remarquant que la fonction a intégrer est symétrique

en (x,y) :

: L
(%) p2[c*(n)] = 32 f (1-8) [c°(8) + Cc(g+h) c(g-h)] dg
B T
In h = 0, on Trouve
L
(5) p2[c*(0)] = A2_J (1~8) ¢%(g) dE
L9
vour h supérieﬁfé-é 1a portée b (c'est-a-dire C(g) = O pour £ = b),

on trouve




_ L |
ENC I p2[c"(n)] = %J (1~g) '¢7(E) dE
. T L 5
c'est-a~dire (pour une méme longueur utile L), % DZ[C“(O)]. Pour

G <.h <.b,,on'doit s'attendre & trouver des valeurs intermédiaires,

de sorté qu'il est sans doute suffisant de connaitre ces deux va-

“leurs extréues.

4 - APPLICATION A C_(h)_pour K(n)_= |n|2.

Prenons ¥(h) = - |h|x/sin An/2, A entier impair < 2k+1, et dési-

gnons paf Ca(h) la covariance des accroissements d'ordre 2K+1 pour
le pas a. Ca(h) est nulle pour h » (2k+1)a. Pour L = (2k+1)a, (2')

se réduit donc a :
(5 DPley(0)] = %J c2(g)aE - -‘izf £ c(E)ag
, 0 0

Essayons de calculer chacun de ces deux termes. On a vu que Ca(h)

admet la transformdée de Fourier :

2k+ 2=\

. 2k+2
5 r(142) (sin mua)

)1"*‘)\

T (W)
a nu

D'apres la formule de Plancherel, donc, on itrouve :

E l 2k+2—)\_ 2 0o ) 4.k+4
[ st = T ron® [ S o
g0

o

" ¢Or 1la seconde formule (2') donne, en substituant 2k+1 a k et

1+20 a M




: 1 vﬂk+4 p 140\
2
 4Kk+4-2N % (sin nu)4 +4
= 2 r(2+2)) . du
oA :
Par suite :
J c2(E)dE = A(1+2%, 2k+1) [r(1+A) ]S 1+2A
° T(2+2\)

O

Compte tenu de la valeur de Ca(o) donnée en (2'), on voit que pour
a petit devant L la partie principale de la variance d'estimation

est en valeur relative

D ¥
071G, ] o 4 A(1x2n, 2kr1) [r(1+0) 1% =
(¢, (0)]° [A(h, k) ]° T(2r2n) L

(4")

I1 est plus délicat de calculer le second terme de la formule (4)
car 1l'intégrale 2 Jﬂ le] C 2(£)d§ ne se laisse pas ramener a la
forme de Plancherel. liais il n'est peut- &tre pas trés utile dans
1timnédiat de faire ce calcul,car (toujours pour L = (2k+1)a),
relation (4') fournit en fait une majoration de la variance rela-—

tive et non pas seulement une partie principale.

Revenone au second terme de la formule (%), qui est
L
2 .
| o) e e oytemas

L~
0

et calculons sa partie principale pour L grand, soit :

’\+OO e
1 1 ~ 2
- \ Ca(£+h) Ca(g—h)dg = E_J cos 4muh ICa(u)I du =
—00 =00
2K+ 2=\ 4k+4
i
= %‘ 4 [T(1+0) ] ,[ (S(Zu?;iék cos 4muh du‘



Ce tefmé»é)exprime~é~l'aide~de la covariance C (h;1+2x, 2k+1) des
acor01o>emento a?r ordre 2k+2 de la P. A 1. dont la covariance généra-
1lsee est’ - lh[1+2x/s+n(1+2x) . On a, en effet :

._‘+oo‘

(sin nua)4k+4
)2+2x

. Gk 3=2\
Ca(h;1+2x,_2k+1) = 2 r(2+2x\)

cos 2ntuh du
(mu

Par. suite, la partie principale cherchée c¢st

] |
1 [rGisa c (205 142\, 2kr1)

b ploran)

n réportant dans (3), on trouve ainsi :

. | , |

*

(4m) D[C (h)] = gi LZ%iigﬁ%l [c (o5 1+2n, 2k+1) + C, (203 1420, 2k+1) ]
. L2+ 2\ A

5 - TNFLRENCE SUATISTIOUE SUR R', Ci35 DISCRET.

[a formuletion est trés analogue. Soit Y(x) une FAST d'espérance-

nulle sur 81, ¢(h) sa covariance, et

c"(nb) =5 I, ¥(3p) Y(jb + hd)

un estimateur. Pour abréger, nous prendrons b comme unité de longueur.

*
on trouve © C (n) = C¢(h) et, moyennent une hypothese gaussienne :

Dr ok ;N o . .
pe[c (h)] = §2 Z% Z% [c“(j=s) + C(j-s+h) c(j-s=h)]

5i £(i) = f(-i), on établit la relation :




NN - N N N
=, 5, £(3-s) = 23, (-p) £(p) - Wilo) =W T £(p) - = » £p)
. ] p:_N p:—N

Avec f(p) = CZ(p) + C(p+h) C(p;h), cette formule donne :

2r o* -
p°[c(n)] =5 T [C%(p) + C(p+h) Clp-h)] -

(5)

;X 2
- %ﬁ p[C%(p) + C(p+h) C(p-h)]

lorsque Nb est supérieur a la portée de C(h), on peut sommer de

— o + + o0, De plus, si Nb est grand vis—a-vis de la portée, le terme

en 1/8° devient négligeable, et il reste

400

p°[c*(n)] =1 = [c%(p) + clp+n) C(p-b)]

p=-x

Tour h = O on trouve (en réintroduisant la maille b)

(5") pe[c¥(c)] = 2 T c2(pb)

p=—o0

=

Pour h supéricur a la portée, on trouve % D2[C*(o)], de sorte qu'il
n'est pas trés utile de calculer explicitement cette variance pour
h quelconque.

Or, dans les m&nes conditions d'approximation, la fornule (3')

donne dans le cas continu :

A

(5") D2 [C*(o)] = % V[ c%(x) dx

cent.
-0

La diffdérence entre (5') et (5") va donc pouvoir s'évaluer a 1l'aide

de technigues dérivées de la formule d'Euler-ilac Laurin. On sait que



jes discontinuités de la fonction a intégrer et de ses dérivées suc-
cessives jouent un rbéle majeur dans 1tapplication de cette formule,
ot il va donc falloir introduire des hypothéses précises sur les

irrégularités de C(h).

6 — s 19RSGULARITES Db C(hnjk) BT DE C2(h;k).

Désignons par Ca(h;k) = C(h;k) la covariance des accroissements
d'ordre k+1 (pour un pas a) d'une F.A.I. d'ordre < k. Autrement dit,

si K(h) est une covariance généralisée de cette F.A.I., on a :

k+1 2k+2 P D
(6) c(h,k) = (1) | Z, (=17 Chps K[h + (k+1=p)a] =
+00 p+k+1
— b — p —_c
= 4 (-1) 02k+2 K(h-pa)
p L-—0Q

(avec la convention Ci = 0 pour k < 0 ou k > n).

Nous supposons K continu ainsi gue ses A-1 premiéres dérivées
(» entier impair). De plus, nous supposons que les dérivées d'ordre
A et \+1 existent et sont continues sur R - {of. En h = 0, par con-
tre, K(x)(o) n'existe pas, mais les dérivées a droite et a gauche
K(x>(o) et K(x)(o) existent. Nous désig 3 1 t
N - 1t., Nous désignerons par & le saul corres-

pondant :

5 = kM (o) - XM (o)

11 en résulte que la covariance C(h) définie en (6) admet elle aussi

des dérivées continués jusqu'a ltordre A-1 en tout h € R, et aussi



des dérivées continues d'ordre A et A+1 sauf aux points pa, p =
Cy, £ 1,...% (2k+2). En ces points, cependant, les dérivées a droite
et a gauche, CEX) et CEX) existent encore. Nous désignerons par Sp

le saut correspondant :

5, = oM (pa) - M (pa)

Comme A\ est impair, on a &__ = ép’ et il suffit d'évaluer ép en p =

P
O, 1,0..(2k+2). Soit donc p un entier positif. Dans l'expression de

C(x>(h) déduite de (6), le s?ul terme présentant une discontinuité
_ p+k+1 A)
est le terme (-1)P Corrn K (h-pa). On en déduit aussitdt :

pt+k+1

(6) 5 = (-1)? ¢

P 2k+2 6

A+1

Ainsi, pour A entier impair et K(k) = (-1) e lhlx , on a

( At

(6= (-1) 7 2

g Al k+1
% s = (-7 7 o e

p 2k+2

" . s . e 2
fxacinons dans les mfmes conditions les discontinuités de C (h). ILa

formule de Leibniz :

A A2 ( (A-
| gg;%‘Lgl q q)( o q)(h)

e M
«Q
>
Q
[ay

montre que cette dérivée d'ordre A a les méres discontinuités que

(n)

la fonction 2 C C . 91 donc nous posons

di Cz(pa) dﬁ402(pa)
A = -

p ant ant




nous trouvons :

R p+k+1
(6m) b, = 2 Clpa) &, = (=1)P 2 Cpy,p Clpask) 6

Nous allons utiliser ce résultat pour évaluer le terme :

400

400
55=% 0 c%em) - '1\?25J c®(g)az
—00

7 = CALOUL DE SS.

D'aprés la formule d'Euler-iiac Laurin et les hypothéses faites
sur la fonction C(h) = Ca(h;k), nous trouvons pour p entier avec

£ = (°

{p+1)a
jﬂ Cz(x) dx = b [% fipa) + f(patb) +...+ % f(pa+a)]

pa
- %% 12 [f'(pat+ta) - £'(pa)] + ...
A+l
N %i%%sj_ B,y ph [fEA)(pé+a) - fix)(pa)] + R
' 2

avec un reste R aduettant une majoration en b)‘+4 (on rappelle que la
maille b est de la forme b = a/s, s entier > 0). Sommons en p de -

a +oo, 11 vient :

+o00 At
r . +00 _ 2 +00

. o%x)dx = b I C%(pb) - =0 = B,, M1 D
'j-oc p=—0a ‘ ()\'+1 ) 1 T p=—00 P

o

5 cause de la continuité des dérivées d'ordre inférieur a A. D'apres



(6"), d'autre part, nous trouvons

+00 p+k+1 P

s — s - P
D8, =28% Coep (=1)* c(pask)
p==00 P

On voit apparaitre (au signe preés) l'accroissement d'ordre 2k+2 de
1a fonetion C(hjk), pris en h = O. uais ¢(h;k) est elle-mfme au si-
gne prés l'accroissement d'ordre 2k+2 de K(h). Notre expression est
donc elle-méme un accroissement d'ordre 4k+4, soit, en appliquant

& nouveau la formule (6) :

P p+2k+2
Lo, =282 (=1)7 Cuppy K(pa) = 2 & C(0, 2k+1)
Iy b
d'ou la formule cherchée
g Ci(X)dx =b 2 Ci(pb) PG D - B, .4 M ¢ (052k+1)
) e p=—00 (A1) ==

On en ddéduit la valeur de Sg :

A+

4 (g 2 N .
(7) 55 = ¢ (=1) B b Ca(O,2k+1)

5
(A+1)! %i

et la varisnce d'estimation du cas discret admet la partie principale:

+00
(7') _ Dz[C*(o)] = ﬁ% \f c?(x)dx + S%

-0

EXERPLE ¢ Si la covariance K(h) présente le seul terme irrégulier

(-1) © lhlx (A impair),on a :




_1’5_

A+

———

§ = (-1) 2 2 AV Ca(O;2k+1) = A(N, 2k+1) a’

donc
2N
A

A(n, 2k+1) A N _ 8 AN, 2k+1) &
Brei bh et =g By

= M = M s

>
=] [ool

et finalewent, compte tenu de (4'), avec s = a/b entier 2 1

' 2
(7!1) D2 C*(O;}\,k) —~ il-_S_ ,A(1+2)\, 2k+1)[1_‘(1+.>\):l_
Ca ) £& r(2+2)) '

8 = GEHERALISATION.

. 350it maintenant la covariance généralisée d'ordre ko :

Al
K(n) = 2 (-1) ° oy n*

A
ol N parcourt l'ensemble {1,3,...2 ko+1}'des ko+1 des premiers nom-
bres itpairs. Désignons encore par C(hjk) = Ca(h;k) la covariance
des accroissewents d'ordre k+1 (k 2 ko), et par C(hj;k,A) = Ca(h;k,x)

le terme analogue fermé & partir de la covariance généralisée
At
D A
(-1) ° Ih]x . On a donc

(8) Clhsk) =2 oy C(hs;k,N\)

Calculons la partie principale de la variance Dz[C*(O,k)] dans le



cas continu, soilt

(8") p%[c*(0,x)] = c?(x;k)dx

o
Aamm—

On trouve tout d'abord

c(x3k) = 5 C(xsk,A) C(xsk,A")

Uy Oy g
?\,x' >\. >\

D'aprés (2"), C{x;k,\) admet la transformée de Fourier :

2k+2-\

N o) 2Kr2
C(u;kyk) = 2

\ ! (sin mus
: )1+K

(mu

et le théoreme de Plancherel donne

00 fk+4erm) ! e 4k+4
Al x'zJ

] _ L sin mua
J Clx3kyN) Clxsk,at)dx = 2 ( )2+xix'
~ 0 -0

4R+4=N=N" n TO0
t r~~
L2 Al A J Cluj2k+1, 17A+r") du =

4iri=A=N\"
2 (1+A+A") ! =00

(nu

A

o~ t ] . 1 LN} !
ZALRT p(pyoket, teaen) = 2 LML a(oker, 1eaent) &l

(radent )t THENA" ) !

31 nous substituons dans (8'), nous obtenons l'expression cherchée
de la variance de fluctuation du cas continu (ou plutdt, de la par-

tie principale de cette variance pour L grand) :

* ) ' . 1 '
(g") DZ[C (O,k)] == % 2 o &y A(2E+1, T+A+N") AL ATE O g
Ash! (1+a+at)



Dans le cas discret, on doit ajouter le terme S% dont la partie
principale est écrite en (7). =i Ao est le plus petit des entiers

A qui figurent en exposant dans 1'expression de K(h), on a :

§ =2 A «

A
et par suite 3
8 a
A A
2 0 1 o]
55 - T B}\H b ” ¢c(0,2k+1)
O . —
2
soit avec b = a/s :
8 Bx +1
0 A
2 2 s © xo A
(8" 55 = o T a 2 oy A(2k+1,\) a
o  1+A A




