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NOTE GEOSTATISTIQUE N° 119

LE FCRMALISME DES COUPURES ET DES RELATIONS TCNNAGES-TENEURS
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I - FORWMALISME GENERAL

Iin premiére analyse, le résultat (tonnage, teneurs, etc...) que
fournire 1'exploibtation d'un gisement (ou d'une portion d'un gisement)

dépend des facteurs suivants :

a/ les caractéristiques réelles du gisement

b/ les caractéristigues technologiques du type d'exploitation
/ . . i .

¢/ les instructions dornées au mineur

d/ la plus ou moins grande fidélité avec laguelle le mineur res—
pectera les dites instructions (ce facteur est lui-méme sous la dépen-

darce des précédents).
Lxaminons rapidement ces différents facteurs.

2/ A la limite, ces caractéristiques sont constitudes par la don-
née des teneurs en chacune des substances utiles o nuisibles et de la
densité en chacun des points de 1l'espace minéralisé. En général, il est
possilble de condenser cette information sous une forme gue nous exami-
nérons dens un instant.ﬂéoient X, ¥, de telles caractéristiques. En
général, X, Y... ne sort pas connues. On pcut seulement les estimer
a partir des dornées disponibles. Le gisement étant assimilé a une

réalisation d'une F.A. conditiornée par les données de la recormais-

sance, X, Y etc... sont elles-ménes considérées comme des V.A. condi-



tiormées par ces mémes dormées. En général, on pourra faire une hypo-
thése sur laz loi de ces variables, par exemple une hypothése gaussien-
ne. Il sera donc, au minimum, nécessailre de connaitre les espérances

cordiitiormelles et la matrice des covariances conditionnelles de ces

variakles. 3i 1'on ne sait pas former explicitement ces espérances con-

ditionnelles (ce gui sera pour ainsi dire toujours le cas), on les rem-—

placera par des estimateurs lindsires sans biais obtenus, par exemple,

par krigesge. C'est, de loin, la condition relative & l'absence de

biais gui est la plus importante. 81 X , Y etc... sont ces estima-

teurs sans biais, on admettra, par exemple, que les V.A., X,Y... sont
* *

des gaussiennes adrettant les egpérances X , Y ... et la matrice de

covarilance :

68 = B(X=X

2
X )

* *

b/ Les caractéristiques technologiques du mode d'exploitation
sont considdérées comme des données. Elles imposent des cortraintes
concerrnant rnotamment le niveau ou 1'échelle & laguelle s'opérera la
sélection du minerai. En particulier, les instructions ¢/ donndes au
mineur deivent impérativement étre éompatibles avec ces caractéristi-
ques (compte tenu éventuellement d'une certaine imprécision incorpo-

rée au facteur d4/). -

¢/ Les imstructions dornées au mincur sont, pour l'essentiel,
résumées dans la définition gdométrique précise du volume v, du mine-

1
ral a exploiter et du volume VO de stérile qu'il est nécessaire d'en-

lever (découverture, ete..). Ces instructions doivent, avant tout, &tre

réalisables (compte tenu de la tolérance définie en d4/). Ceci impli-

que deux conséquences

|
|
|
i



/
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c-1/ La forme géométrique de V_ et de V; ne doit pas &tre
trop compligquée, de manieére a ce gue 1'explqitation pulsse effective-
ment la respecter., On pcurra, en général, réaliser convenablement
cette condition en choisissant V_ et V; parmi une famille V(aj),

V'(aj), j € J de volumes considérés comme acceptables et dépendant
d'un veluwe J finl de parametres oy (Par exemple, un gisement stra-
tiforme seres découpé en parmmeaux prismatiques dont les bases seront
des carrédés ou des rectangles Si choisis par nous ; pour chague panneau
Si, il restera a choisir les cotes ay et bi du mur et du toit : V(ai,bi)
est alore la réunion des prismes v, = 8, X [ai,bi], tandis que V'(ai,bi)

sera la réunion des couvertures de ces prismes élémentaires).

c—-2/ Ces instructions doivent 8tre complétement explicitées

au moins immédiatement avent leur réalisation. Dans 1l'exemple précé-
dent ou le volume V(a;,b;) est réunion de pamneaux v, = 5;%x[ay,by]
dont la définition ne falt intervenir pour chacun d'eux que deux para-—
metres &y et b., 1l est évidemment impératif que a; et by soient fixés

au moment ol commence l'exploitation du panneau Vioe

Deux cas pourront d'ailleurs se présenter. Si 1l'on estime suffi-
gantes les domnées actuellement disponibles'et si, donc, on n'envisage
peas de Campaghes ultérieures de recornalssance, on peut des a présent
construire un projet global d'exploitation, o'est—é:dire fixer les pa-
remitres s gqui détermivent les instructions V(aj) et V'(aj). Nous
verrons comment procéder & ce choix d'une maniere optimale, compte
tenu de 1'inforretion disporible. Plus souvent peut-&tre, on envisage
de procéder & d'autres carpagnes de reconnaissance. Par exemple, on
prévoit zone par zone des résesux a maille serrée de sondages en avant

du front d'exploitation. Il n'est alors pas question de fixer des main-

terant tous les paramétres, mais on dcit é&tre capable de formuler avec




précision la régle selon laquelle les parametres 85 bi’ etc.. rela~

tifs & un panneau Vs dermé seront détermindes sitdt que seront connues

les informations complémentaires relatives a ce pannegu. Comme ces

informations futures peuvert actuellement &tre considérées comme des
V.A. conditionnées par 1'information aujourd'hui disponible, les pa-
rametres 8y Dy deviennent eux-némes des V.,A. par 1'intermédiaire de
la regle mentionnée ci-dessus, d'ou possibilité de faire en espérance

le bilen de l'exploitation future.

d/ Lorsque les instructions V_ et Vé (c'est-a-dire les parametres
aj) ont été choisies, 1l reste a leg exécuter. Par sulte de diverses
causes d'erreur, les volumes V et V' quil seront effectivement réali-
sée différeronrt plus ou moins de VO et V; . Au stade actuel, on peut
considérer V et V' comme des ensembles aléatoires dont la loi de pro-
babilité dépend évidemment de maniere tres étroite des Vo et V; choi-
sis. En géndéral, V et V' ne seront pas des éléments des familles V(aj)
et V'(aj), et il sera nécessaire 4'introduire un certain nombre d‘*hy-
pothéses simplificatrices en vue de formuler de maniére opératoire

les lois de prcbabilités de V et V',

Y

1T - CAS OU 1ES CARACTERISTIQUES DU GISEMENT SONT CCONNUES

Placons-nous d'abord dans le cas idéal ou toutes.les caractéris—
tigques utiles du gisement sort cornues. Pour choisir les instructions
4
vV, et V_ , nous prendrons comme critére 1'optimisation du bénéfice

futur de l'exploitation, ce bénéfice B pouvant d'ailleurs étre évalué

sous forme actualiséde ou norn. B est de la forme :



(2=1) B(V,V') = H(V) - a(V,V")

V et V! désigrant les ensembles aléatoires introduits plus haut :

ils représentent les volumes de minerai et de stérile qui seront ef-
fectivemert enlevés par le mineur auquel des instructions précises
V(aj> et V'(aj) ont été dormdes. La loi de probabilité de V et V!
dépend donc de ces parametres oAy - Par 1'intermédiaire de V et V',
B(V,V'}est donc une variable aléatoire, et c'est son espérance qui
doit &tre optimisée . ®(V,V') représente les frais d'exploitation et
de traitemert dqu minerai. En général, on pourra remplacer &(V,V!')
(variable aléatoire) par @(VO, V;) (quantité numériquement détermi-
née dés que les instructions & sort fixdes), car les frais d'exploi-
tation ne seront pas sensiblement afféctés par de légers écarts entre
V et VO. Si 1'on n'actualise pas, on aura souvent une expression li-

néaire de la forme :

(0=2) a(V,V') = @(VO,Vé) =B Vo(aj) + B! Vé(aj)

Si 1'on actualise, il sera nécessalire pour expliciter & d'introduire
des hypothéses sur les cadences d'exploitation et de découverture (et,
5 dire vrai, se posera le probléme de choisir ces cadences de maniecre

optimale).

H(V), enfin, représente la valeur des substances utiles conte-
nues dans V. Compte tenu de 1'écart entre VO et sa réalisation V,
H(V) est assimilé & une varisble aldatoire, dont la loi dépend des
instrictions e En géréral, H(V) dépend de V par l'intermédiaire
d'un petit nombre de caractéristiques X(V), Y(V) etc... telles que :
les guantités de¢différentes substances utiles ou pénalisables conte-

nues dans V, le volumwe de V (que nous désignerons également par V)



etc... Ces caractéristiques sont donc des variables aléatolres dont
la loi dépend des instructions %5 o On ne saura pas, en général, ex-—
pliciter cette loi, mails on pourra, en premiere approximation, la
supposer gaussienne. Il s'agira seulement alors d'évaluer les espé-
rances et la matrice des covariances de ces variables a v, donné,

On prendra garde que l'cn n'a pas, en général, E[X(V)] = X(VO). En
particulier, les s étant choisis selon une procédure d'optimisation,
on aura E[X(V)] < X(VO) si X est la quantité d'une substance utile,

et de méme E[H(V)] < H(VO). La forction H(V) elle-méme se met sous

la forme

(2-3) H(V) = h[X(V), Y(V),...]

d'ure fonction.—- en général non linéaire - des caractéristiqués
LY....

Exenples : En 1'absence d'actualisation, et dans le cas le plus simple,

H est proportionnel & une seule caractéristique Q (quantité de substance

utile)
(2-3=1) H(V) = b Q(V)

I1 peut y aveir une constante de pénalisation'xo, cerrespondant & une
teneur irrdécupérable dans le minerai. On a alors une expression de la
forme

p[Q(V) - x V] si Q(V) = x )V

(2-3-2) H(V) =
0 si Q(V) < XV

Dans un autre cas extréme, la valeur du minerai est nulle si la teneur
est inférieure a XO et proportionnelle au volume si cette teneur est

2 X :
O



—~1

b V si Q(V) = be

(2-3-3) H(V) = |
0 si Q(V) < XOVi

Si nous désignons par G = G(aj s dx,dy...) la loi de X(V), Y(V)
lorsque les instructions sont fixées, on a :

(2-4) 5 (B) =jh<x,y,...> Glay 5 axdy) - 8 V(ay) = B V'(aj)

Cette expression dépend urniquement des oy Uni choisira donc les ins-
'
tructiors VO, Vo en déterminant les valeurs des parametres aj qui ré-

alisent 1l'optimum de E(B), donc en résolvant le systeme :

(2-5) 0 B(B) _ o

IIT - CAS DE SIMPLIFICATION

Examinons avec plus de détails le cas typique déja examiné ci-
dessus, ol le volume V(aj) =U 5; % [ai,bi] est réurion de prismes
vi(ai,bi) disjoints dont les bases Si sont données, sde sorte que cha-
~que v, est défini par la donnée des cotes ay et b, du mur et du toit.
En outre, nous supposons que les caractéristiques X,Y etc... sont

additives, soit
(3~1) X(v) = Z)X(vi) , Y(V) = Z)Y(vi) -
1 i

Ces relations sont vérifides, en particulier, lorsque X représente

la quartité d'une substance utile ou nuisible contenue dans le volume V,



En particulier, le volume V lui-méme est V = Z)Vi . Bxaminons guelques

cas de figures

a/ Le facteur 4/ ne joue pas, autrement dit, le mineur est ca-
pable de respecter a la lettre les instructions regues. A un facteur
prés, le bénéfice associé aux instructions (aj,bi) est

B(a;,b,) = HE vy, DX, DY) - BNV, - B' Dy

L'optimum est donc régi par le systéeme suivant :

pon 2M on 2T g (om )
i
( ) % OX 9 a. dY 93 ay
5-2( . :
(o a0 D0 (g g - O
gdxébi OY 3 by + dV
1 1]
Q v. o V. 0 V. 0 V.
Car —= = 8, , = = == - 5, , = =0
3 b. 3 a. 0 b J a
1 1 1 1

Pour réscudre ce systéme, on introduit des parametres auxiliaires
£, My... €t u que 1l'on substitue dans (%-2) aux dérivées partielles

de Hen X, Y,...V. On résoud alors pour chaque indice i le systeme :

( o X. d Y. -
(£ =+ n—= = 8 (u - p)
: g d ay d a;
(3-2") (
( O X, o0 Y,
(g —=+n—= = 5, (B -p' -u)
( s bi J bl

On obtient ainsi a; = ai(g,n,u) et bi(g,n,u) en fonctions de ces para-—
métres auxiliaires, et, en substituant dans les expressions X(vi),

Y(Vi), or. obtient les quantités Xi(g,n,u), Yi(a,n,u) pour chague i et,



en sormarnt en i, les quantités totales X =2 X, , Y = Z)Yi en fonctions
toujours de ces mémes paramétres. 11 reste ensuite a choilsir les va-
leurs de &, My...u qui satisfont aux relations supplémentaires :

OH O0H oH

(3-2") E=—"— , MmM=" , u=——
0X oY oV

On voit que ces parametres auxiliaires généralisent exactement la

notion de teneur de coupure (considérée comme un simple paramétre).

De méme, les Ffonrctions Xi(a,n,u) et X(E,m,u) = 2, X; dorment, en fonc-
tior de la t@neur de coupure (g,n,u) généralisée, le tomnage de la su
substance représentée par X contenuedans le panneau v, ou dans le gi-
semert V. I1 s'agit donc bien de la généralisation de la relation

tonnage—teneur paramétrique (voir remarque ci-dessous).

Résolution du systéme (3-2)- On peut résoudre le systéme (3-2) par

appreximations successives. En effet, X(V) et Y(V) é&tant additives,

on a pour chague 1 :

b. b.
Xi(ai,bi) :j lX(dz) , Yi(ai,bi) :J lY(dz)
a

a5 i

X(dz) représentant la quantité de la substance assoiiée a X contenue
dans la tranche démentaire S X dz. A cette quantité est associée la
teneur moyenne x(z) = X(dz)/Si dz de cette méme tranche. De méme, &
la quantité Y nous associons la teneur Y(dz)/S:.L dz = y(z) de la tran-
che. Pour ¥ et n données, on peut aussi introduire la combinaison.
lindaire £ X + n Yﬂét lui associer la teneur & x(z) + n y(z). Le sys-
time (3-2') exprime que 1'on définit la passe (ai,bi) en appliquant
les teneurs de coupure B-u au mur et B-pg'-u au toit & la substance

fictive dont la teneur serait précisément cette combinaison linédaire



£ x +ny. 11 est donc tres facile de résoudre (3-2') & £y, Mmet u
fixés, par simple examen de la succession verticale des valeurs numé-
rigues connues £ x(z) + n y(z). On sait qu'il existe en général plu-
sileurs solutions, mais parni celles—ci i1 est toujours possible de
choisir la meilleure selon un critére facile a former dans chague cas

particulier (maximisation de X, + Yi). D'ol la demarche itérative :

Partant de valeurs arbitraires (ai , bg) (correspondant, par exem—
ple, aux cotes du mur et du toit géologiques de la formation mindrali-
sée, c'est-a-dire en fait & 1'absence de coupure), le systéme (3-2")

donne des valeurs numérigques 51, n1 et u1. En résolvant (3=2') avec

£ = 515'ﬂ = et u = U,y on obtient (a; et b;), valeurs que 1l'on por-
te dans (3-2") pour en déduire la secorde approximation 01 Moy Uy

et 1l'cn recommence. Examinons quelgues cas simples.

a—1/ Supposons d'abord que H ne dépende que de V et d'une autre

caractéristique additive @, et se mette socus la forme

(3-3) H(Q,V) = V £(2)

Tel est le cas, entre autres, des expressions (2-3-1), (2-3-2) et
_%_ o _ Q OH _ _ Q ¢ : -
(2-3-3). On a : = f'(v) y 3% = - % £+ T et le gystome (3-2)

s'écrit, avec m = Q/V :

( 1o} Qj_

E f'(m) S 5. Si[f(m) -m f'(m) - B]
1

(

( 0 Qy |

E £ (m) o b. Sj_“3 - g' - £(m) + m £'(m)]
1

Introduisors deux paramétres auxiliaires T, (teneur de coupure au mur )

et 1, (teneur de coupure gu toit). Résoclvons, en fonction de ces deux
b ’




paramétres, le systeme :

Q

£

e

1
S5

31
.
|
l
a
Q

;0 Q
3.9 0. b
1 1

Ies forictions Qi(Ta’Tb) et Vi(Ta’Tb) constituent la relation tonnage-
teneur du panneau v,. En sommant sur i, on obtient les relations ton-
nage-teneur globales. Il reste a déterminer Ty, et Ty (teneurs de cou-

pure optimales au mur et au toit) par les conditions :

(p - £1(m) - f

E T, T [g +m £*(m) (m)]

E 1

E b £1(n) (B "B' +m £'(m) - £(m)]

ol 1'on substitue & m = Q/V son expression m(Ta,Tb) déduite des rela-

tiors tonnages-teneurs paramétrigues.

Souvent d'ailleurs B' est négligeable. On a alors T, = Tp = T

et les relstions tormeag—teneur s'expriment en fonction d'un paramétre
P

unique T qui est la teneur de coupure gu mur et au toit.

<

Remarque cruciale — On se gardera bien de confondre les relations

tonnages—tencurs paramétriques exprimées par les fonctions Q(T) et

V(z), avec la relation tonnage—teneur proprement dite qui représente,

pour un T = T, c'est-a—-dire pour une instruction fixée, 1l'histogramme
cumulé des Qi(TO) et des Vi(wo) des différents panneaux d'exploitation.
Ies relations paramétriques nous ont servi essentiellement de procédé

auxiliaire de calcul pour construire 1'instruction optimale. Elles




n'en ort pas moins un sens physique précis, en tant qu'elles repré-
sentent 1'évolutior du tonnage total en minerai et métal en fonction

de 1la teneur de coupure pratiquée au mur et au toit. les relations

proprement dites représentent la variabilité des caractéristiques

Qi(xo) et Vi(TO) des différents panneaux pour une teneur de coupure
T =T, donnée., On peut les exprimer & 1l'aide des histogrammes cumulés.
I1 est plus commode d'introduife le parametre teneur x = q/v, et de
construire la courbe dormant le volume ou le tonnage V(x) des panneaux

Vi(TO) 4 teneur qi(TO)/Vi(TO) > X.

b/ Si le facteur 4/ intervient, c'est-a-dire si le mineur ne réa-
lise pas exactement 1'instruction qui lui est donnée, la fonction H(VO)
doit 8tre remplacée par 1'espérance E[H(V)]. Le probléme qui se pose
ici consiste & déterminer les espérances et la matrice de covariance
des V.A., X(V), ¥(V)... en fonction des paramétres ay ou (ai,bi) de
1'instruction V_, puis & maximiser E[H(V)] - ®(V,V') en 0y L' instruc-
tion optimale V_ ainsi déterminée vérifiera E[H(V)] < H(VO), précisé-
ment parce que l'on est & 1'optimum. Si donc on peut & la rigueur né-
gliger les variances de X(V), Y(V),..., c'est-a-dire considérer ces
caractéristiques comme cormues (et non comme aléatoires) en fonction
des oy, Ce n'est pas X(VO) qu'il faut substituer & X(V), mais E[X(V)]
a VO donr.é. Par exemple, dans le cas des panneaux prismatiques consi-
dérés plus haut, on peut penser qu'en chagque point s € 54 le mineur.
comrettra une erreur & a(s) sur le mur et & b(s) sur le toit. Soit

X'(a,b;s) 1'accumulation en s pour le mur a et le toit b. Au lieu de 3

X(ai,bi) = \f X'(ai bi;s) ds

S

le mineur réalisera :



X'(ai’bl

) = [ X'(ai+6 a(s), b, +6 b(s));s) ds
S5
Soit en espérance

E[X'(ai,bi)] = \y ds/{X'(ai+6 a, b+ &b ;s) f(6a, 6b) A da &b

S
i

f(sa, &b) désignant la loi (indépendante de s) de la V.A. [&a(s), 8b(s)].
In pratique, on pcurra prendre une loi de densité uniforme sur un seg-
ment de longueur dornde. On note que cette espérance s'exprime simple-

ment en fonction de X(ai,bi) lui-méme
(5-4) 8K (ag,0;)] = [ Koy + &, by + ) £(g,m) a £ d

de sorte que les calculs effectifs seront en principe possibles.

IV - CAS OU LA TOTALITE DE L'INFORMATION EST DEJA DISPONIBLE

Fn réalité, les caractéristiques réelles ne seront jamais connues.
Placons-nous d'abord dans le cas le plus simple, ousl'information ac—
tuellement disponible ne doit pas étre ultérieurement-complétée, et
ol par conséquent il est possible d'élaborer des aujourd'hui les ins-
tructions définitives. En krigeant les données, 11 est possible de
), Y(aj)

J
de chague volume oy soient X*(aj), Y*(aj)... Moyennart une hypothése

former des estimateurs sans biais des caractéristiques X(a

gaussienne, en effet, ces caractéristiques considérées comme des V.A,

*
conditionndes par les informations disponibles, vérifient B(X) =X ,



E(Y) = Y ,... De plus, la matrice des covariances est également con-
nue puisqu'elle coincide avec la matrice deszcovariances du krigeage.
La loi gaussienne de ces variables est donc bien déterminée ; soit
g(aj;x,y) sa densité. En négligeant le facteur d/ou enen tenant compte
% 1'aide d'une formule approchée du type (3-4)), la quantité & opti-

miser en aj est donec @
(4-1) E[B(aj)] =Ljh(V;X,y) g(aj;x,y) dx dy - B V(aj) - B! V'(aj)

Traitons avec quelques détails le cas déja envisagé au paragraphe 3.
Pour des (ai,bi) dornées, les voluues Vi(ai,bi) et léur somme V gont
cormus. les X, Y... sont des V.A. admettant des espérances connues
X%(ai,bi), Y*(ai,bi)... et une matrice de covariance connue. Cette
matrice dépend d'ailleurs des (ai,bij mais varie moins vite que les
X*, Y* pour une méme variation des parametres, de sorte qu'en premiere
approximation mnous négligerons les dérivées partielles des covarian-
ces (Il serait d'ailleurs possible d'en tenir compte, mais en compli-

* *
quant un peu les calculs). Comme on a par construction X = Z)Xi(ai,bi)

on a également :

0X

*
da. 0a
1
“
de sorte que le systéme total (4-1) va se décomposer en I systemes’
partiels. En effet, la densité gaussienne g (dans le cas de deux va-

riables) est :

1 f 1 ( X*)2
g(x,y) = = exp <= (\X —
2 m o, o Vi-p2  2(1-p2) o2

2

_ (x=X ) (g -Y) (y = 19
° P o ;Y * o2 >}
X y y




_15._

Par suite, en négligeant les dérivées partielles des covariances,

on trouve :

x *

se _alny) |fex oy o (e =x ) T

E 2 2 P50 SEN 2 P 5.0 daz
X

. 0 . .
et une expression analogue pour 6%_ . Introduisons donc les fonctions
i

auxiliaires

( % * ]
( ela,by) = —= jgu,y) {X‘;‘ - p L | n(v,x,y) dx dy
E 1-p o Xy |
( * *
(4—2) E ﬂ(ai,bi) = —J—E g(X7y> {?:%_ - P §_§ h(V7X7Y) dx dy
( 1-p Oy X7y |
(
( >
E u(ag,bs) = b{gv h(V,x,y) glx,y) dx dy

Te systéme géndéral (4-1) se met alors sous la forme :

E axz ayi
g g 552 + 1 55; = Si(u -B)
(4-3) (i e 1)
E axi ayi
Ei S= ot o3 C Sy -8 -
1 1

Faisons Jjouer & &, m et u le rbdle habituel de paramétres de coupures.
A%, net udonnés, et pour chaque i € I, la résolution de (4-3), sys-
teme de deux équations é.deux inconnues, permet de calculer a, et by
en fonction des parametres auxiliaires.:

a; - ai(i,ﬂ,u) ’ bi = bi(iyﬂ’u)

In substituant dans les expressions Xz(ai,bi), Yz(ai’bi)’ on obtient




*

les relations tommage/teneur paramétrigue sous la forme Xi(g,n,u) y
¥*

Yi(a,n,u) et Vi(i,n,u) pour chague panneau Si’ puls par sommation

la relation pareamétrigue totale

X*(i,mu) =2, X-)je_ , Y*(E;,n,u) = 2 Y?_

NSNS TN TN

V(E,n,u) = Z Vi(i,n,u)
1

4 ddterminer
11 reste enfinVlies valeurs optimales des parametres de coupure E,m,u.

Pour celd, il suffit de résoudre le systéme (4-2) en E,n,u, apres y

* *
avoir remplacé X , Y et V par leurs expressions ci-dessus. les cal-
culs effectifs se font selon la méthode itérative exposée au paragra-

phe 3. |

Traitons plus & fond quelques exemples.

a/ la fonction H dépend uniquement de V et d'une quantité additive

Q, et elle est de la forme (déja introduite en (3-3)) :

(4-4) o, V) =7 £ (@) = v 2w

On ne connalilt pas Q(ai,b ) = Z)Qi(ai,bi), mais seulement un estimateur

5
* . . . ’ \ . *
sars biais, d'ailleurs égaled la somme des estimateurs (a.,b.)
’ irTir i

également sans biais relatifs a chacun des panneaux‘si :
* *
Q = ? Qi(ai’bi)

. o , “ . Ve *
Q est donc assimiléde & une V,A. gaussiemnne d'espérance Q et de va-
riance o° connue. bn principe 02 dépend des parametres a;9byy mais
nous rnégligerons ses dérivées partielles. La quantité & optimiser est

donc




2
5 (Q—QZ)
E[B(ai,bi)] = %4, /(f (%)e 2o dQ - BV - B'V!
/2T O
2

. o _ sz—%*\
v J f(z)e 2 C dz - BV - va'

i

2
2 0

D'olu le systeme :
( 1 @(;f.e
(5, % " "
(4-4) ( x
(4 09y
E 5 %, b
2
ou l'on a posé : _ (Vz- Q )
: | j[w ~ (Vz—g )7 2 0%, (2)dz
E Ta(ai,bi) - g Vo
( (ZZ -Q" )
E 3 ‘[(Q —vz) f(z) € ° dz
(4-5) E Vf?“ ,
| » e
( B' - B_J':gv _ﬂ.z__ou_l] Zf(Z) € 20 ___di
% Ty T gVen

az

S J(cz*—vm £(z) €
o> \Von

-
TLa méthode est la méme : traitant Ty et Ty, Comme de simples parametres
de coupures (au nur et au toit) on résoud (4-4) pour chague i, d'ol
les relations paranetrlq es Qy * (1 ,Tb) et Vi(Ta,Tb). En sommant en i,
on obtient les relgtlons paramétriques totales Q*(Ta,Tb) et V(Ta,wb).
En portant dans (4-5), enfin et en résolvant en Tor Ty on obtient les

valeurs optimales des parametres de coupure.




Ici encore, le probleéme se éimplifie notablement si 1'on peut
négliger les dépenses de découverture. On a alors Ty = Ty = T et
il y a un seul paramétre de coupure, le méme pour le mur et pour le

toit.

b/ Le deuxieme exenple est directement inspiré des phosphates
du Togo. Les caractéristiques utiles sont au nombre de deux, soilent

Xet Y, et la fonction H, indépendante de V est définie par :

Y sl X = to Y

H(X,Y) =
0 sl X <« to Y

(Y(V) représente le volume de la fraction granulométrique utile con-
tenue dans V, X(V) la quantité de substance utile contenue dans cette
fracticn. Le minerai ne vaut rien si cette fraction est a teneur
X/Y < to’ et a une valeur pratiquement indépendante de cette teneur

x
si X/Y » to). Ici encore X et Y sont des gaussiennes d'espérance X =
Z)Xi et Y = Z)Yi , avec une matrice de covariances connubs peu sensi-
bles aux variations des a; . Désignons par g(x,y) la densité de (X,Y).

La quarntité a optimiser est

(4-6) E[B(a;,b;)] = U vy g(x,y) dx dy - gV - g'V!
thoy :

IL'intégrale s'évalue commodément par changement de variable.. Intro-

duisons, en effet, la quantité additive Z = X - tOY et ses estimateurs

o * £ * * % * " .
sans bilais Zi =X, - %, Yi y 4 =X = to Y . Z est une gaussienne
! ‘ * L 2_ 2_ 2 2 s !
d'espérance Z et de variance ¢ = Oy 2 to Oxy + to Gy . A7 fixé,

solt Z = z, l'espérance conditionnelle de Y est




% B(Y|z) = ¥ + o(z-2)

(

E S s R« b, 0%

( -2 2 . 2 2
( Oy Oy ~ 2 to GXY + to Oy

Ainsi, 1'intégrale qui figure en (4-6) s'exprime comme suit :

2
0 _(z=2)°
2
Jj vy g(x,y) dx dy = &,__-[ [Y* + a(z—Z*)] e 2o dz
x>t ¥y g Vam 0
0 %2
— Z"‘
* * a o 2 02
=Y p(z) + &L €
2T
La gquantité auxiliaire P(Z*), définie par
% 2
(z=2 )
(o) —_
* 1 2 C .
(4-7) P(Z ) = e dz = P(X - $_¥ = 0)
o U2n o

représente la probabilité pour que l'on ait 2 = X - t Y 2 0, c'est~a-

dire pour que le gisement ait une valeur marchande non nulle. La guan-—

tité (4-6) & optimiser s'écrit ainsi :

| B
(4-8)  E(B) = ¥ 2(z") + \7“‘2“; exp {- Z—5 } - §V - V"

-

Comme d'habitude, nous négligerons les dérivées partielles de 02 vis-

*
h-vis de celles de Y et Z . D'aprés (4-7), on a :
’ 2

00 (=8 x2 5
dP  _ e

9}
1 o 2c° 1
- d dz =
d * oV2n ,L dz oVan

e

AN}

Introduisons alors les fonctions auxiliaires :




- 20 -

. 2
: IS N
(p_ O E(B) _ _ 1 J o 20 1
% 3y sV on 5 i
( _ 9 E(B) _ 1 (Y* _ Z*) _ _ 4
E i o) Z* o\/gg : * P { 2 02}

On voit que 1l'optimisation de (4-8) conduit au systéme suivant :

% *
( o 74 0 Y;
el e
1 1
(4-10) (
% éz”ie aY’; |

Ce systeme exprime que 1l'cn choisit les cotes a5 et bi du mur et du
toit en appliquant & la substance associée & la combinaison linéaire
£7 + PY les deux temeurs de coupure B an mur et pe- B'au toit. On sait
donc le résoudre numériguement pour chaque panneau i et pour & et P
donnés. La méthode d'approximations successives exposée au paragra-
phe 3 doit permettre apres un petit nombre d'itérations de trouver

1a solution numérique du systéme global (4-9)-(4-10), c'est-a-dire les
valzurs des 84 et bi optimisant E(B). Les paramétres de coupure E et

P permettent aussi, si 1'on veut, de construire les relations tonnage-
teneur paramétrigques. Mais on notera surtout la signification treés
spéciale du paramdtre P, qui est la probabilité de 2 = X - toY > 0.
Pouf diminuer le risque de ruiue, on oheréhe spontanément & rendre
cette probabilité trds voisine de 1'unité. Mais celd conduit a prati-
quer des teneurs de coupure élevées, c'est-a-dire a4 écrémer le gise-
ment, donc a perdre des quaﬁtités considérables de bon minerail et a
diminiaer d'autant T(B). Le systeme (4-9)-(4-10) met ainsi en équili-

bre optimal le risque de ruine et la perte due & un écrémage.




V - CAS 0U L'ON ENVISAGE UN COMPLEMENT D'INFORMATION

Venong—en maintenant au cas ol 1l'on envisage un complément de
travaux de reconnaissance (par exemple, 1'exécution de sondages &
maille serrée en avant du front dlexploitation). I1 n'est plus ques-
tion de fixer d&s maintenant les valeurs numériques des parametres 5
gqui déterminent 1'instruction définitive VO , mais seulement de préci-
ser la régle suivant laguelle celd sera fait deés que le complément
' information attendu sera offectivement disponible. Une fois cette
régle définie, les parametres Tuturs oy peuvent &étre considérés comme
des V.A., doat la lol dépend évidemment de la regle choisie. Torsque
les s sont fixés, 1'espérance conditionnelle du futur bénéfice est
ure fonction E(Blaj) de ceg paramétres. Si F(daj) désigne la loi des
o (pour une régle donnée), l'espérance actuelle de B est donc :

2

E(R) = E(Blocj) F(daj)

Crest celbte exprassion qu'il convient d'optimiser. Parmi les regles

possibles pouvant présider au choix futur des parametres aj, on doit

done dds auvjourd'hui choisir la régle optimisant 1'expression E(B)

écrite ci-dessus. C'est avec cette regle optimale que 1'on doilt faire
.

le bilan prévisionnel (c'est-h-dire en espérance) de l'exploitation,

et aussi estimer (toujours en espérance) les tommages futurs de mine-

rai et de métal. Traitons avec gquelques détails notre cas de simpli-

fication hgbituel,

Ta méthode des variables utiles. Parmi les prismes de base Si dont la
réunion constitue le gisement, certains, correspondant au groupe Io cl

d'indices, sont déja informés, tandis que les autres, correspondant




au complémentaire 11 = 1 - Io ne le sont pas encore (mais le seront
avant leur mise en exploitation effective : cette condition est im-
pérative, rappelons—le, pulsque la rigle fixant 1'instruction doit
&tre formulée en termes tels qu'elle solt effectivement applicable

an moment de l'exploitation). Si toutes les donnédes (correspondant aux
Indices 1 € I1 aussi bisn gqu'aux indices 1 € IO) étaient déja connues,
on déterminerait les cotes ay et bi du mur et du toit de chaque pan-
neau en résolvant le systeéme (4-2), (4-3). D'apres la structure de

ce s&stéme, on peut traiter chacun des panneaux Si indépendamment des

autres dés que les parametres de coupure §

>

et n sont connus. Par con-

tre, le choix optimal de ces parametres fait intervenir les équations

(4-2), clest-b-dire la totalité de ces informations (résumée par 1les
. * * . \

estimateurs Xi(ai,bi), Yi(ai,bi), fonctions des paramdtres a; b, et

des donndes expdrimentalss). Or, parmi ces estimateurs, certains (les

X

* . N PR .
X, et Yi pour 1 € IO) sont déja connug actuellement, tandis que les

aubtres (ceux gqui correspondent aux indices i € 11) ne le sont pas.

Par conséquent, si & et n sont fixés a priori, on peut :

a/ Déterminer dés maintenant les cotes optimales ay et bi du

o

mur et du toilt des panneaux S., 1 € I et former les estImateurs sans

. x x
biais Xi et Yi correspondants.

- *

/ . .o . P . *
b/ Etudier expérimentalement les caractéristigues des Xi’ Yi y
i€ IO corsidérées comme constituant des V.R. (dont le support est

Si), ou varisbles utiles (dont la définition dépend du choix des para-

-

métres de coupure £ et m).

¢/ Par une extrapolation facile de ces caractéristiques, on
X ¥

s » 1 €I, des

1
valeurs que prendront les variables utiles associées aux panneaux non

eut alors former des estimateurs sans bials X. Y
3. H




encore informés lorsque le complément de reconnaissance aura été
> , . a4, * *
effectué, et considérer ces valeurs futures Xi ’ Yi comme des V.A.

, i . *% * % .
dont les espérances sont aujourd'hui Xi et Yi (et dont la matrice
des covariances est cornue). De méme, Vi est estimé par un estimateur

* %

sans blais V.,

_—

. - ’ . *
d/ Pour ¢ et m toujours fixés, les estimateurs futurs X (5,1m),
* . o o .
Y (£,m) de la relation paramétrique sont ainsi des V.A. d'espérances
*¥% R . , *
X y Y connmues et de variances également connues. Alors X = (X=X) +
* %% * ¥ . . . . , *%
+ (X =X ) + X est assimilable & une gaussienne dont 1'espérance X
. . *
est cormue et dont la variance, somme des variances de X-X et de
* %% , ' . . , A
X =X est également connue aujourd'hui, et on a une décomposition
analogue pour Y e% pour V de sorte que la loi actuelle de (X,Y,V) est
connue. Cette lol dépend du choix des parametres de coupures £ et n .
On détermincra donc des aujourd'hui les valeurs & = go et n = s opti-

misant 1l'espérance de

B =h(X,Y...,V) = gV = B'V!

pour la loi actuelle de (X%,Y,V). Ceci conduit & un systéme identique
-,

a4 (4-2), (4-3), & ceci prds gu'on substitue X;* et Y;* a 4 et Y;

pour 1 ¢ 5,, et la loi actuells de (X,Y,V) & la loi g. Ia résolution

nunérique s'erfectue par la méme méthode d'approximsbions successives.

e/ A ces valeurs optimsles (go, no) des paramétres de coupure,
on assocle non seulement 1'espérance correspondante de B, mais les
. . . * % .
estimateurs actuels des X Yo, Vi s qul sont les Xi etcL,.., et ceux

des X, Y, V ul sont les sonmes en 1 des précédents. Les variances
b4 ’ b

d'estimaticn se calculent également par composition.




