" Fontainebleau | i N-299

~

NOTE GEOSTATISTIQUE N° 123

LES COVARIANCES GENERALISEES
POLYNOMIALES

G. MATHERON ~ Octobre 1972




NOTE GEOSTATISTIQUE N° 123

LES COVARIANCES GENERALISFES POLYNOMIALES

' 0 - BUT DE CETTE NOTE.

LesApfocédés automatiques d‘'identification pour les covariances
éénéraliséeS'u%iliéeront vraisemblablement de fagon systématique des

expressions de la forme ¢

g ' . a ' a
(1) .(h) a |b| + 37 [ | + (-1) (éi:f)! |n|

11 conviénf'donc de chercher @uellés conditions doivent vérifier les
coefficients 8yr 84y.%.8) pOUr que la fonction K(h) soif de type po-
| sitif conditiomnnel d'ordre k. Le théoréme de Boqhner généralisé per—
| met de-resoudre assez facilement ce probléme; Maié en fait-la condi-
tion ainsi trouvee est plus forte qu'il n'est réellement necessalre.
Si L de81gne le diamétre du voisinage de travail qui sera effectlve-
ment utllisé pour le calcul d'un krlgeage par exemple, on n a be801n
~de supposer la relation (1) yalable que pour |h| s L. Le probléme
posé est donc le suivant { quélles conditipns doivent véfifier'les
coéfficienté pour qu'il'existe une'fonqtion K de type positif condi-
fionnel d'ordre k vérifiant (1) sur la boule de rayon L? En fait'v
pouf k s 1 noﬁs montrerons méme que, lorsque ces cgnditions sont vé-
rifides, il existe nécessairement une covariance stationnaire coin-

cidant avec K(h) & un polynome pair preés sur la boule de diametre I,

"+ - Dans lé premier paragraphe, je mbhtrevqu'il suffit de trouver '
‘la solution du probleme dans m1, une transformation simple permettaht

7/
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‘d'en déduire la solution dans BR™. J'examine ensuite le probléme "glo—:
bal" (condition pour qﬁé (1) soit vraie dans tout l'espace), puis le
‘probléme "local" (condition pour que (1) soit vérifide sur la boule

"de .rayon IL).

1

1 - RELATION ENTRE TES SOLUTIONS DANS R'_ET DANS R .

“On sait que 1'0pérateur de montée transposée Mh 1'etab11t une
relatlon blgectlve entre les fonctlons 1sotropes de type positif -
.dans E1 et dans R" respectivement (Note Gst. N° 120),_§t.on verlfle
'-sans>peine que cette:propriété subsiste pour les fohctions de type
'ifositif conditionnel d'ordre k. D'autre part;-les’fonctions.prOprés
de cet opérateur sont les fonctionsilhlx, avec-: o
¢ -T2 ICE

B L v - vy

”'Pogr’n.= 3, le coefficient de hx est particuliérement simple :

A
lhl

(1f1') O' A‘ _: |h|x x+1

~Pour A entier impair et n = 2, on obtieht explicitement :
ST | o 12D 2

_ ey ¥ 2p+1 _ 2 Tip;l____ pn|2p+1

.(1'1') o 4M2,1 |n| | = - Tep*1)t |b] . '

o 11 éh réSulté qﬁe le polynqme'écrit en (1) est de type positif

1

. conditionnel dtordre k dans R’ si et seulement si le“polynome :



r(B)ypr
$+1 EB . T 1P r2p+1
(2p+1)! Va (gﬁﬁl)

| -
(1-2) K (r) =% (-1)
: 0

ipossede 1a méme proprléte dans mp Pour 1. 3 et n = 2, ces poly-

nomeS's'écrlventgexpllcltement :

(1-2) K5(x) R . S
' 0 , (2p+2)'

(1mam) xye) =2 B (Pt o ()T, 2pe

‘ Y . \(ep+1)! P
I1 suffit donc d'adoptér ces notations (1-2) pour les polynomes K
pour que la condltlon cherchée que doivent verlfler les coefflclents

'ap ne fassent pas intervenir la dlmen81on n.

<

Ces resultats, etablls pour le probleme "global", restent vrals_

en ce gui concerne le probleme local. Si l'on pose, en effet s
Pn = Mh,n-k Pr-k

i1 est facile de vérifiérvé 1l'aide des expressions explioites‘données
~dans la-Note 120 que la wvaleur de ¢, €n' T S 0 ne dépend.Que-des va--

leurs prises'par_on_k sur [o,r]. Pour k~entier pair, d'autré»part:

l‘opéréteur inverse (M*‘h;k)

est purement 1ocal (o X 'exprlme
’

& 1'aide des dérivées de Py )y autrement dit K, (r) s exprime & 1'aide
des: derlvées de K3, ou de K5 etc... Dans le cas 1mpa1r,,on note que

- K (r) ne depend que des valeurs de K, (x), x € [o, r], donc que

2p+2 2p+1 ,
K1_ne dépend lui-méme que de ces mémes valeurs. On a donc dans tous

les cas correspondance bijective entre les restrictions & la boule

r < L des fonctions de tybe~positif conditionnel dans Rj.et_dans Ep.

) s
K



Comme la rdgle (1-2) reste valéble localement (sur la boule r s L),
la restriction de Kh & cette boule eSt‘polynomiale'si et seulemenf
81 il en est de méme de 1la restfiction de K1. Ainsi; pour 19 pro-
blime local également, l'usage des notations (1—2);perm¢t d'expri-

mer les conditions cherchées sans faire intervenir le nombre des

dimensions de l'espace.

2 — LE PROBIEME GIOBAL.

bans 1'espace a une seule'dimension; 1é théoréme de Bochner
généralisé appliqué a la fonction K (h) conduit & 1a solutlon du
probleme global. Si 1'on part de la relatlon (valable a un polynome’

pair prés de degre < 2k)

p+1 _ cos 2nuh = 1,(u) P, (2nuh) 2k-2p
el IR 2k (2mu) du
(2p+1) ! (4n“u?)"H1
1 J, ) N

(p = 0,1,-.-k et B désignant un intervalle ouvert bbrnévcontenant
1l'origine), on voit que la mesure spectrale associée é'K1(h) admet

la densité :

(2-1) g =2 T e (2m)®
S S ~ p=0 ) _

' Cette densité est positive si et seulemeht sion a :
o X | S
(2-1") D, P20 yx=0

Telle est donc la condition cherchée. En examinant lescas x y 0et

S,
K4



X ¢“m, on voit que cette condition entraine toujours en particuliér :
(2=1m) | a_ =20 : g, 20

Pour k = O et pour k = 1, ces conditions sont suffisahtes. Pour k = 2, ;
on doit écrire : |
2

_goix +aXx+ a2 O_ (x ¢ 0)

b

On doit donc adjoindre & (2-1") la condition supplémentaire :
: (2-2) = | a, 2 - 2Va a,

- Les polynomes limite sont donc du type &

o

¢ 1, (0) = = o -} a [0’ - 7k5 o n)®
ng% o] =& o 0 - 55 o® 0]
W = el el -y o el

'3 ~ ILE PROBIEME LOCAL.

La fonction pérlodlque coin01dant sur [- L, L] avec % - |h|

admet le développement de Fourler :

% - |n| =2 AL cos (2p+1) n B

En intégrant deux fois en h, on en déduit (toujours avec lh| < L)
S T : v



3 2 3 e 4.3
n|” _ In v ¢ 4 L7 cos (2p+1) = %

6 4 24 0 aMepent

En réitérant 1'opération, on obtient 1'égalité suivante valable &
‘un polynome pair prés de degré sZ2k et sur l'intervalle [-1,1] ¢

\

o . . _ 2k+1 00 2k+1 | o v
(3-1) (—1)k+1_lgl———- = Z% 2k+g L 5k °°S (2p+1) = %
o : . (2k+1)! 3 (2p+1) T

Autrement dit, une fonetion K(h) dont la restriction & [-L,L]
est de la forme (1) peut s'écrire sur ce méme intervalle [-L,L]

(& un polynome pair prés) :;

e

e j
K(h) = 2 € cos(2g+1) =
o - g=0 ¢ |
(3-2) | o .
_ 4 §§, 1,2Pt1
C. = 4 a_ . :
Q. p=o P “2p+? (2q+1)2p+2

Nous obtiendrons des conditions suffisantes en écrivant :

(3-3) C 20 , q=0, 1yess

I1 est facile de voir'que ces conditions (3-3) sont suffisan-
tes. En'éffef; si elles sont vérifiéés, la fonction péribdiqﬁe_dé;
finie sur R par le développement de FPourier (3-2) est de type pbsi—
tif (cémme,somme de cosinusAéffectés de coefficients positifs),'doné
a fortiori de.type positif conditionnel. Ces,conditioné étant véri-
fiées,'il existe donc bien une covariance'généralisée coincidant |

" sur [-L,L] avec le polynome (1).



a - Conditions Générales.

'Je ne suis pas arrivé a montrer, dans le cas général, que
ces conditions suffisantes sont également nécessaires, mais je n'ai

- pas pu non plus former de contre exemple montrant Qu'elles ne le

'_sont'pas. Toutefois, dans le cas particulier k = 1, nous verrons que

;és_conditions (3-3) sont effectivement nécessaires et suffisantes.,

Donnons d'abord une formulation générale du probléme. Sibune
fonction K(h) sur [-L,L] est la restriction d'une covariance géné-

-ralisée d'ordre k, on doit avoir :

R Ry B

(-8 J" Jf £(x) K(x-y) £(y) dx dy = 0

. o o ' ' S ’ .

pour toute fonction f qdntinue'sur (O,L).et vérifiant -
B # . o | 1

..H{ xP £(x) dx = 0 - (p =0, 1,00..k)

O . : _ .
ou; ce qui revient au méme :

“o p!___

Si 1'on désigne par g la'k}1ém§ primitiﬁe de £, nulle en O ainsi =

:qué.ses k premidres dérivées, soit :
| . e SN o
'e&)ﬂ QﬁL £(g) ag
. (] )

 les conditions (3-5)'équivaleﬁt a

e =g () = ... =M@ =0



On peut donc reformuler comme suit'laAcondition cherchée :
~ Pour toufe fonction g sur (O,L) admettant des dérivées conti-

" nues jusqu'a 1l'ordre k+1 et vérifiantj:
(3-6)  &(0) = g(L) = g'(0) = g'(1) = ... = g¥(0) = gl¥)(1) = 0
on-doit_avoir :

- G-7) ;fiy[ e (x) K(x-y) g(k+7)(y) dx dy = 0

0. O

On peut affaiblir les conditions (3-6) en remarguant qu'elles sont

" vérifides par les fonctions g de la}forme :

a0 = 2 (1) o)

SET
T e

pour un é > 0 et une fonction ¢ suffisamment réguliére; Passant a la

limite € |, O, nous trouvons les conditions nécessaires cherchées :

Condition (a) - Pour toute fonction g sur (0,L) admettant des déri—

vées jusqu'a l'ordre k+1 et vérifiant :
(3-8) g(0) =g(1) =...=g (0)=g (B) =0
“on doit avoir :

= L L , | I R
3-9) f f g 1) () k(x-y) e (y) ax ay = 0
. o o ' ' o .

Pour k = 0, la condition (3-9) doit 8tre vérifide pour toute fonction

. & suffisamment réguliére (les conditions (3-8) disparaissent).



On note que les cohditions (3 8)-(3-9) sont nécessalreé et suf;‘
fisantes pour que la restrlctlon de K(x~y) a [0,1] x [0,L] soit de;. 
type positif condltlonnel (c est—a-dlre verlfle‘fk K A2 0 pour
toute mesure A € Ak dont le support est contenu dans 1'1ntervalle
fermé [O, L]) Elles sont donc évidemment nécessaires pour que K soit. .
‘ ‘la~restrlct10n d'une fonction de type positif conditionnel sur la .
droite entlere, mais peut-étre pas suffisantes (car 11 n'est pas évi-
dent que toute fonction de type = 0 condltlonnel sur [0,L] x [0,L]

-admette un prolongement de.type > 0 conditionnel sur-la droite entiére.

b é Cas des Covariances Polynomiales.

501t & une. fonction verlflant les condltlons (- 6), et calcu-

Alons l'express1on 3
| L L : | S
. | ' k 2%+ .
I (g) = —-—1-—\f-t[_ g 1) (x) xmy | 24 (B 1) (5 ax ay
o (a4 - R

. Pour cela, considérons d'abord la fonction ¢ définie sur [0,L] par :
(2k+1) ! .

En explicitant cette intégrale sous 1a forme :

Ce(x) = —(—2—}{-‘—1-)- f (x- y>2k+‘ g 1) () dy+‘
. +1) !

e—t f (- x)2k” “‘*”m ay
(2k+1)!

et en effectuant des 1ntégrat10ns par,partles succe831ves, les con—.

dltlons (3-6) donnent 1



- 1‘0-

¢(x)_='%.\J (x=3)" &(y) dy + i:il__;;f (y-x)* &(y) ay

(o}

d'ol l'on déduit :

\ (3-10)‘ ' o <;/~ ¢(k+1)(x)-; 2. g(x).

‘Pour calculer Ik(g), il reste a écrire, en effectuant une inté-
- gration par parties : .

By

o L | | ' . | |
_Igw=i[§h”00¢&)u=(ﬂf“ygu)Jhﬁhﬂdx
- ) o _ () ‘
pour trouver 1'expression éherchée
(10 Ie = R 2 [ [sG0)° ax
S _ o . _ o . ‘
Pour une fonction K(h) de la forme
) = PR Skel %k 2k
K(h) = = a |n] + 5 |n[? - coo+ (-)FF —E— =]

(2k+1)

et 1a méme fonction g que ci—dessus, nous trouvons de méue :
L . :

k e 2

5 ap~j (%) (x)] ax

p=0 o

o I L o :
- I= %\f ‘[ ~g(k+1)(x) k(x-y) e (y) ay =
"0 O ' _— ) . ,
Cette expression doit 8tre positive pour toute fonction g vérifiant

k+e (L—x)k+€ cp(x),' et en faisant e -J/O,

(3-6). En remplagant g par x
on voit que I doit &tre 2> O, méme si g vérifie seulement (3-8).

D'ol le résultat :




..._11...

Condition (b) - Pour que K(x~y) soit de type positif conditionnel
sur [0,1]%, il faut et il suffit que 1'on ait s
g .
k 2 '
k-
> ~apf[g( P)(x)] dx 2 O

pour tbute.fonetion g admettant des dérivées cbntinueS'jusqu'é

- 1'odre k-1 s*annulant‘en x =0et x = L.

Cette condition est évidemment nécessaire pour que K(h) soit
la restriction & [-L, +L] d'une fonction de type positif condition-
nel sur la droite entiére, mais ici encore j'ignore si elle est suf-

fisante.

¢ - Expression en Séries de Fourier.

Soit f une fonction continue sur [0,L] €t :

L | | oL .
=2 ’ X _2 , X
ey = L_J f(x) cos m p g dx o Bp = L~[ f(x) sin n p T dx
, , | U

~

les coefficients de Fourier des fonctions fs et fa définies par

, ,f(X) 'V(O < X S L) | f(x) (O <x <L)
: fS(X) = - - fa('x) _ O (X' =0, X = L,'X - -fL)
2(=x) (D s xg0) - (%) (-(L<x<0)

" soit

fs(x) = Z),ap cos T.p

gl b

’ fa(x) = Z)ﬁbvsin T p

1k

D'autre part, la fonction définie sur [-L,L] par :



1]

p(x) = Z)azp COSI?“ PT+2 sz sin'2¢_p %

- .vérifie - ' '
: f(x)v (0<cx <L),

o(x) = £(0) : £(1) (x=0)

f(x+L) (-L <x<0)

Ta relation -

cos

20 = 1, (x) 420 - 9lx) = T [a (2P+1)

rﬂN

2P+1

sin

' (2p+1) _ x
* B2p+1_ - F T

est donc vérifide pour O < x < L. En x = 0, la série n'est pas égale
vf(O) 5 f(;l ,_et é f(L) E f(O)

en x = L.

a £f(o) mais & .

D'autre part, il est facile de voir que les fonctions
os(2p+1) n'%‘et sin(2p+1) n'% sur.[O,L] forment un systéme orthogo-

nal. La condition (b) peut donc s'écrire :

2k

: 2k 2k=2, 71\ 2k~2 u
(3-12) ﬁ?o (a2JH + ﬁ23+1)[a (2p+1) ??i +a (2p+1) ( ) +.,.+a£1
= 0.

pour toute fonctlon g dont les coefflclents de Fourier impair sont 1es

2j+1 et 1es 52 41 0 Pourvu que g vérifie les condltlons (3=8). 11 est
clair que les conditions (3-3) entrainent les condltlons (3-12), mais
. la réciproque n'est pas évidente, (3-12) n'ayant besoin d'étre'véri-

fiées que pour les fonctions g satisfaisant & (3-8)

Pour k = 0 et k = 1, toutefois, il y a identité entre les con-

ditions (3-12) et (3?3),:de sorte que, dans ce_cas,'nous évohs»affaire'



—v'_- 13 =

& une condition nécessaire et suffisante.

En effet, pour k = 1 (et a fortiori pour k = 0), 1es'conditions

‘suffisantes (3-3) sont équivalentes a :

(3-13) a >0 et a >= 2. g o \

et entrainent &videmment les conditions nécessaires (3=-12) ou (b).

Inversement, la fonction g ='Sin T % vérifie (3-8) pour k é 1} et

1a condition (b) appliquée & cette fonction domne

: 2
T

a == +a, =20

(s} LZ 1
De méme, la fonction g = sin (2p+1) = % donne
2 a
P
= I (2p+1)°.

donc (en faisant p 4 «), a 2 O. Par suite, la condition (D) entrainé

[o]
(3-13), c'est-a-dire (3-3).

'Incidemment, nous avons méme éfabli un résultat plus fort : -
Pour k < 1, toute FAI-k admettant une covariance généralisée K(h)

. . - . a . T
dont la restriction & (-L,L) est de la forme - aolhl + gl IhID admet

une repfésentation isomorphe sur (Q,E) a la fonction aldatoire sta-

tionnaire dont la covariance stationnaire est :

™8

h) = C =
< ) % cos (2q+1) = I

q

. _ . i 3
cC =4 [a -————L———? + a 4——ji————z 1
( ¢ ° n2(2q+1) 1 n4(2q+1)'
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Sous forme explicite, cette covariance statiomnaire C(h) s'éerit :

: 3
- |n]) + a i )

| 3 2
C(2) = &, ( N et

ol

C(h) est de fype > 0, mais non étrictementvé-cause de la relation
.C(o) + C(L) =0 (équivalente é.Y(L) = - Y(o0) pour la repfésentation'
stationnaire associéde). Ii suffit de majorer C(h) par une constante
ﬁbsitive pour obtenir ﬁne covariance stationnaire de type positif

strict, qui est évidemment encore équivalente a K(h).
En résumé, dans R1 :

Condition (c) - Pour k < 1, il existe une FAI-k dont la covariance
K(h) vérifie |

- 1 |nt3 | ‘
-K(h) =~a || + = |n] pour |h| < L

8i et seulement si on a :

De plus, si A est une constante > 0, la fonction :

(3-14)  C(n) = A+ a

4 24

. | | A 3 .2 3
(-213-|111|)+au1 ['2' - +L]

est de type positif strict sur la droite entiére., Autrement dit, 1la

FAI-k associde a K(h) admet une réprésentation isomorphe‘sur (0,L)

4 une fonction aldatoire stationnaire dont la covariance est C(h).



REIARQUE -~ J'ignore si cette identification locale d'une covariance

généralisée localement polynomiale 4 une covariance stationnaire

.-reste possible pour k 2 1. En ce qui concerne le probléme global
correspondant, par contfe, i1 est facile de'vqir que cette identifi-

cation est toujours localement possible.'
) ) . \

En effet, soit X(h) = - a, Ih| +...+ (- 1)k+1 l_J—-—_T Cette
fonctlon est de type = O conditionnel 4! ordre k s§2§11geulement si
elle vérifie les conditions (2-1'). Or, pour L quelconque, les condi-
tions (2-1') écrites avee x = [k2q+1) Eﬂz montre que 1l'on a Cq = 0
dans les relations (3-2). Par conséquent, quel que soit L, il ex1ste’

une covariance statlonnalre C(h) équivalente & K(h) sur (—L L), a

savoir :

Q(h) ‘Z)Cq éos‘(ZQ+1) n_%
fv(h) 1 £ (n) ks (n)
. — e ot m——
fo T T A5 (2k+1)r 2K+

- N

£ (n) est défini par le développement

o '  q2k+2
f2k+1(h_) =% _Z [—(—I-‘-——] cos (2p+1) n%

2p+1)m

et coin01de sur (~L, L) avec un polynome dont le terme de plus haut
2k+1 :
‘degré est (-~ 1)k+1 JELL____ , les autres termes étant de degré pair

(2k+1) !
< 2k,

d - Cas de 1l'Espace ﬁn.

Comme la méthode des bandes tournantes 4tablit une corres-

pondance entre les covariances isotropes (stationnaires ou généralisées)

L



R

1

localement polynomiales dans mg'et dans R' respectivement, les résul-

tats précédents se transposent 2 R™.

Ainsi, pour k < 1, une fonction Kn(r) vérifiant

S N C)! | T3 | 5
S TTETED T Ve & P

2
- pour r < L est la restriction d'une k&covariance_généialisée_isotfope
dans R" si et seulement siona:
' -n2
ao;O gt a1lz-£-é- ?’o
Elle est alors équivalente.pour r < L & la covariance isotrope sta-.
tionnaire dans R™ déduite de (3-14) par la méthode des bandes tour-

nantes, soit :

r 7 @ lhtf w2 3

o (n) =A+a |Zo—=2 1| +a | v - It L)
n o 12 \/nl"(-’%—l) 1 \/1?1“(%2) 6 . 4n .24

Explicitement, pour n=2:

» r’e
.Kz(r) =-Za r+ a, r

| o | > 3
L _ 2 o 3 Lr° I°
_Cz(r) A+ a (—f;r)+a1[%r - ==+ ]

et pour n = 3

( : a_ a
_ _ _ o Bk
| g K3(r) =~ T+gpT
o ' ' - . 3 2 3
: = (L _ Iy r _Ir L
g C(r) = &+ 2, (5-3) +a, [ 24 12 T 24 ]
' = Ir 1 172 L2
é = A+ a 5+ 5y (I-~r) (L€ + Ir ? )
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‘e - Probléme Global pour k = 2.

Pour k. = 2, 1la fonction

. a, . ' a '
: — e 1 3. 2 5
K(h) ==a_|n| + <" |n]” - =55 |1l

est de type =2 0 conditionnel dans 81 si et seulement si on a

vgo 20, a, = o , a1‘§ - 2-\/a,o a,
comme on l'a vu au paragraphe 2. D'aprés la remarque du paragraphe
?/ci—dessus, K(h) est équivalente sur [-L,L] & la covariance station-

" naire C(h) dont l'écriture explicite est :

| o L 3 2 .3 5 4 3 2 3
- L_ Inl’_ b5, L2 dhl” m* ’n® L
c(h) —_ao( 3 - |hD) + 2 ( 5 -~ Ly 24’ T %2t 720 48 ¥ 748 T 240

‘Dans m_ et|R3, respectlvement moyennant les mémes conditions sur les

coefficients 2, a et 8y on en dédult les covariances generallsees

1
K2 et K3 et les covariances statlonnalres isotropes C_, et C qul leur

2 3

sont équivaléntes sur la boule de rayon L :

( __ 2 'jL 3 2 5
% K (h) ST R R Tt M T T F T
o 2 5
- L_ 2. 2 3 _Ir Ly
¢ (h) = % ( 2 m r) §1 ( In ?' 87'+ 24 )+
5 3.2 4
E +a(.L 1 +LI‘ 2 1‘5)

et : o
- a a a
é __ % 1.3 _ 2. .5
B Sl a7 e
04(n) = a, 5 + o (r7- 21r°+ 1°) + a,( . 240 Tas- T 240 720

."/

I1 suffit de majorer Cz'ét C3 d'une_conétante > O pour obtenir des

_covariances de type strictement positif.

)

3

)
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4 - SIMULATION DES FAI-k A COVARIANCE POLYNOMIALE.

Cherchoné"maintenant un proéédé permeftant,de consfruiré des
simulations d'une FAI-k admettant une Covariancé'généraliséé’de 1la
. forme (1), avec des coefficieﬁts a, dbnﬁés (vérifiant les.condi—
tions voulues pour que K(h) soit de type z-O-cbhditionnel).'Ii suf—'
fit de savoir résoudre ce prdbléme dané l'espaée a unevdimensibn;
puiSque la méthode des baﬁdes tournantes permet alors de le résoudre
également dans B, Je me limite au probléme global, c'est-a-dire =
au cas ol 1'expression polynomiéle (1) est valable dans &' tout

entier, Le résultat essentiel est le éuivant :

——— ——— o e G

Théoréme ~ Une FAI-k sur»la'droite réelle admet une covariance
généralisée polynomiale si et seulement si elle admet une représen—

tation Y(x) de la forme

Cx X k-1

(4-1) Y(x) = Db W(x) + D Lffw(g) AE +aoot bkc[ iﬁﬁﬁl———.w(g) dg
ol W(x) désigne une FAI-O admettant la covariandé - |h|et ou les

bp sont des coefficients réels qﬁelconques.
Montrbns'd'abord que7lé condition est suffisante. Si nous posons :

- | X k-1 | '
X(x) =J G871y g
B (k-1)! ' -

X(x) est une représentation d'une FAI-k admettant la covarianoe

(o )k |n| 2k

(2k+1);

et nous pouvons écrire :




- 19 - - /

X9 ()

Y(x) =
.(?‘) o X

e
1M

‘ou, sous forme condensée :
[Z) (1)kpb 6“‘"”] X
P 0 :

Par suite Y admet la COvariance généralisée :

o T (X=p)\ k+1 |h 2k
(1e2) K:[IE P, 5@”] pzobp,é, ) (1) %j;—)—!

qui est bien de la forme (1).

" Pour la suite duraisomnement, 1l sera commode d'expliciter 1'ex—
pression de la mesure spectrale Xo associde & la covariance K(h) se-~

lon une formule du type

‘rm cosi2nuh - 1B(u) Pk(2nuh)

K(h) = 2)k+1 xo(du)

o (4ﬁ? u

S . , 2k+
(& un polynome pair prés de degré < 2k). La covariance (- 1)k+1 %21_~7_
' 2k+1) !

tat associde a la mesure 2 du (du, mesure de Lebesgue), la relatlon

,(4_2) est equlvalente a s

. . : ok C k; 2
(4-3) = xo(du) =2 > b (2inu)TP| aqu

_-Inveféement; si une FAI-k Z admet la covariance associde a une mesure
spectrale de la forme (4-3), Z admet une représentation Y(x) isomor-

- phe a la’F.A.'écrite.en (4-1).
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Pour démontrer la réciproque de notre théoréme, il reste donc
& établir que toute covariance polynomiale admet une mesure spectirale

de la forme (4~3). Soit donc :

k o :
K(h) = B (ep)krt o 1nlZ]

p=o. P (2p+1)!
une covariance polynomiale, et
: : D o k : ok-2p
C(4-4) + q{u) =2 2 a_ (2nu)
. . . ’ p=0 p - .

+la densité de sa mesufe spectraie Xo* D'apres le théoréme de Bochner,

le polynome pair q(u) vérifie q(u) » O pour tout u réel. Le lemme |

suivant montre donc qﬁe Xo est de la forme (4-3) et achive la d émons—

tration: | |

LEMUE - Un polyndme P pair et de degré < 2k vérifie P(x) = O pour
tout x réel'éi et seulément siAii existe un polynome ¢ a éoeffi-

cients réels de degré < k tel que 1l'on ait :
, o
P(x) = | ¢(ix)|

I1 suffit d'établir 1'énoncé pour P(x) > O strictement, le cas

P(x) = 0 s'en déduisant par passage & la limite.

Désignons par z = x + iy la variable complexe. Si le polynome
P(z) est pair, & coefficients réels et sans racine réelle, ses raf'

t . ’ ’ )
- cines sont soit imaginaires pures (de la forme #* ib, b réel > 0)

soit complexes de ‘la forme a = a,

+1ia, (a2’% 0) et, en méme temps
“.que a, -a, & et -a sont également des racines. A un facteur pras,
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P(z) est donc le produit d'expressions de la forme :
(z + ib) (z - iDb)

ou _
| (z -a) (z+a) (z-12a) (z+37)

Or la premiere expression'eét égale a
(b + iz) (b - iz)
et:la seconde é :
(iz + ia)(iz - ia) (iz + i7) (iz - ia) = (a+iz)(3+iz) (a-iz)(&-iz)

avec q = ia. Désignons alors par ¢(x) le produit des facteurs du
type (b+x) et (a+x)(a+x) : 9(x) est un polynome & coefficients réels

et vérifie

- P(2) =v¢(iz)-@(—i2)

c'est-a-dire P (x) ='1 @(isz. La réciproque est évidente.

-Du point de vue des applications, il est important de noter qu'il

suffit d'un seul Wlener—Levy W(x) pour 81mu1er une FAI—k de covarlance

polynomiale donnée a l'aide de la relatlon (3-1), les coeffl01ents bp
. se déduisant des a, par identification des polynomes (4—4) et (443).
(La condition pour qu'il existe des bp réels tels'que cette identi-

fication soit possible colincide comme on vient de le voir avec la

condition exprimant que K(h) est de type positif conditionnel).

Pour k = 1, on trouve
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(d'ot la condition a, =0, 8, 2 0). Pour k = 2, de méme, on trouve :

( >
(8%~ po

.2
§ 8y = by - 2D.b,
(.2
( 8 = by

et les conditions a, = 0, a, > 0y a, 2 - 2 aoaz'déjé rencontrées).

FAST localement éguivalentes,

On a viu que toute FAI-Xk & covarlance polynomiale est localement
équlvalente & une FAST Le theoreme précedent permet de 31muler di-
rectement une réalisation de cette FAST équivalente sur (0,L) sans
passer par l'intermédiaife des séries de Fourier a coefficients aléa-
- toires (ces séries riéqueraient de ne pas converger asséz Yite pour

les besoins de la pratique).

En effet, siﬂW(x) est une repféséﬁfation d'un Wiener-Lévy, la

W( o). + W(L)

'Xo(x) = W(x) - ;

L_ |n| ([n] < 1).

est stationnaire sur (0,L), avec la covariance 5

Posons par récurrence :

x o L
X (x) ;'J' X,-1(8) ag - %/ X5-4(8) ag
' (o]

o

admet la covariance ..

¢

Si l'on suppose démontré que Xp—1

N4t
a P (2q+1)°%P

cos (2q+1) =n %



- 23 - : /

la condition )&') = X, et X (0) + X (1) = 0 sufeit pourgontr.er
que Xb admet . la covariance

4 L2p+1 _
2pf2 (2q+1)2pf2

Y

cos (2g+1) = %‘
qQ = ,

.citement, on trouvera :

“;‘EJLX - -'L

W) ag -\J ie) a + (& - x) Q)+ WD)
e g - ] e | :
o o ‘
x00 = [ o) W) ag - [ (eeg) W) ag

+uﬂ{[madg+£ﬂﬂﬁ [W(0) + X(L)]
| s

o , T :
‘ét ainsi de suite.

- De la méme maniére, grfce &4 la méthode des,bandes tournantes,
on pourra cbnstruire dans R" des FAST localement équivalentes a une

- FAI-k de covariance polynomiale dormde.

-



