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Qu'il s'agisse de simulatlons condntlonnellcb, de coupure
Optjmale ou de tel autre probleme posé par la pratigue, on cons-
tate de la part de la Géostatistique une fendance'de jour en jour
plus affirmée a s'affranchir du cadre étroit de 1l'analyse lindaire,
A cette occasion, parm; beavcoup d'autres problemes nouveaﬁx, on |
Vdif gussl resurgir de vieuvx serpents de mer comme la lognormalité
et les fameux effets proﬁortionnélé, de sorte qu'il est nécessalre
.de réexaminer ces diverses qﬁestions 3 mals, a dire vral, nous
pouvons aujourd 'hui prOCeacr 4 ce réexamen d'un oeil plus avprLL,
et comme enrichi par plus de guinze anndes d expérience. On ne
s'étonnera donc pas trop de la nouveaute de certalns p01nts de vue,
ni de la manifestatioh d'assexz nombrcux paradoxeu apparentm. On
verra par eiemple que si Y(x) = log 72(x) est une F.A.I. gaussienne
avec un Variogramme Y(h) sans porfée (par exemple 1ihéaire), le v

variogramme expérimental de %Z(x) est, en espérance, de la forme

B(i —»8_Y<h)),”et'par conséguent présente une portde apparenfe,
tout-a-fait arfificielle.‘ll se pourrait qué cette remarque soit
importante pour la pratique, ct ﬁous'conduise a faire 1'"analyse
structuralé" a lfaide des variogrammes logarithmiques‘aﬁ lieu
des variogrammes arithmétiques habituels (cette nécessité est
‘déja'apparue clairement lorsgu'il s'est agi dé simuler des F.A.
logriormales ou,‘plus généralement, non gauséiennes ¢ on a besoin

de comnaltre le variogramme des variables apreés l'anamorphose



gaussienne) .

1e premier objectif de cette note sera donc de donner une

théorie du variogramme conditionnel (i.e., de calculer 1l'espérance

. du variogramae expérimental conditionnellemént»lorsqu'une "moyenne
100@18" est fixéé° Dans le cas lognormal, on verra apparaitre 1fefl~
fet proportionﬁei habituel en m2..mais - chose inattendue ~ on.
verra qu'il existe déja une sorte d'effet proportionnel, faible

11 est vrai, ddlS le cas des F.A. gaussiennes,

Le second objectif de cette note sera évidemment de reformuler
le probleme de l'estimation et du krigeage dens le cds lognormal.
Si l'on suppose connues l‘espérénce n et la covariance C(h),
probleme ne présente aﬁcune difficulté, puilsque l'on sait. alors
_former explicitement 1testimation (non linéaire) optimale,'c'est~
a-dire 1'espordnﬁe condltlonnelle (par sinmple exponent;atlon d'un
.krlgeagc effectué sur les 1ogdr1thmes) Hais- 11 nten est plus du

~

tout de méme dans ld situation usuelle ou 1l'on suppose seulem@nt

le varlogramme connu et ou l'euperdnce est inconnue (ou méme in-
ex1stante) IN seul fait de poser la condltlon banale 75 A% = 1
-falt surglr, en lognormal, des difficultés 1nattendues sur le

quelles 1l conv1endra de s'arréter un peu.

Dans le but de degager des. ordres de grandeur, il sera né-
cessalre de faire quelqueg-calculs expllclteo. Malheureusement |
"si les calculs lognormaux ne sont JdelS réellement dlfflClleo,
1ls sont en general assez longs et plutbt-sales._houa tacherons
de 1es 81mpllf1er un peu en rempldgdnt le plus souvent la notlon

de F. A gaussienne: Y(x) statlonndlre mais condltlonnée pdr un



(V) »h/k(dy Y(y) tixé par celle de reprdsentation Y(x)- ~Y, de la
FohoT.-0 correspondante (et de fait lo seconde notion est un cas
limite de la premitre). Enfin, dans.les appiications, le procédé
de loiﬁ le pius commode pour estimer une 1niegrulp 7z(V) V/k(dx)a\x)
o Z(x) est log nommulc consiste a traiter cette vari dblC comme Si
elle était lognormale (blca gue 1' on gache for bien gu'elle ne
-peut pas 1'étre). On sait, expérimentalement, que cette permanence
de la 1ognormalité est a peu pres vérifide poufvu gue le support
V de la Mesure A ne soit pas trep grand° Hlais 11 y aura lieu d'exa-

miner d'un peu plus pres cette hypothese d'approximeiion cemmode.

1= A, GAUBST“wNL CO DIEIOPH L BT REPRESEkamloﬂ DES F.b.1.-~0.

Dans ce qui suit, Y(x) est une F.A. statiomesire et gaus-
sienne, m est sa moyenne et o(h) sa covariance. En particulier,
. Y T '
o(c) = o°, lous supposons pour 1l'instent m et o(h) connues, Ie

premier probléme consiste & trouver ce gue devient cette F.A.

lorsqu'elle est conditionnée par la domnée de
= [atax) ¥(x)
ou A est une mesure & support daens V et de Somme unité.

- {=a - P.A. Conditiomnée,

TS
T .

D'aprés lés formules classiques de la loi de Gauss,

v
sée par @

Y., fixd, Y(x) est une F.A. gaussieénne non stationnaire caractéri-
2 - A i » )

Yo

o
(Y IV) =m + —51- (Y —m)

52 v
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_ G-——uvz
(1) - g-Z(Y,IV) X
g OV [e) a
. Y = xV_ vV

Cov (1}:,Yylv) - =2
( - Vv



avec les notions habituelles o o = v/\?\(dy)o(x-—y),
. .

' 05 =V[]R(dx) o(x=-y) A{dy) ete...

Comme premiére consdguence, notons tout de suite le paradoxe
. q 9 I

annoncé plus haut : dans le cas gaussien, déja, le variogramme

conditionnel est biaisd. En effet, calculons l'expression :
o yolxy) = B(T-Y.)?|V]
v LA x Ty
= (B[(Y_=Y_)|V] ’ + DAY |V) S DAY V) - 2 c' (Y‘ Y |V)
- i X ¥ X ' "y‘ - LOViLy Yy

D'aprés (1), nous trouvons

: N2 — 2 =2
(Yy-m)? (o =0 1) L T.l+s
2 YV(X;Y) = V? sz YV + 2 6% = XV2~X1
os o e
v ' v
5 2 9%y Sy
- [e) + 2
Xy GV

En divisant par 2, et en désignant par y(h) :_02 - o(h) 1le

vrai variogramme, ceci s'écrit

‘(25 Yy (6y) = y(x-y) + —=——

IL'espérance du variogramme "expérimental" est la moyenne

dans V de 1texpression (2), soit o o R
Sy {""**" , .

(k'= 1y

 en général yv(h) = y(h).

, v .
est 1l'indicetrice de V, et K = k¥ k). On n'a donc pas



1-b - Exemple numdérigue.,

Pour dégager des ordres de grandeur, nous effectue-
rons souvent des calculs explicites dans le cas sulvant : V est

le segment (0,L) de la droite rdéelle, et =

1]

y@) =aln] , o(n) =

Pourvu que A = a L[/2, on sait que o(h) = A - a|h| est de type po-

sitif sur (0,1L), bien qu'elle'ne le soit pas dans R, entier. On

montre méume qu'il existe une . A stationnaire (dans R, entier)

"
dont la covariance coino¢do avec o(h) pour Ih] 2 L, Clest évideme
ment pour simplifier au maximum les calculs que e ch§isis cet -
exemple particﬁ.lier° On verra aussi gu'lil se préte partiguliérement
bien au passage auk F.A.I.-0 (i.e. A - ), Fn ce gul concerne YV,
nous prenons la &oyenne arithmétique,

| L
'—.J.. )
_YV =T Y(x).dx.
)
On trouvé
2 2 2 2
_ = - _ar xt o, (Imx)" _y© oo (X -
Sy T %y = Ty Yy =T LT T 2 5

il

& [y(1ry) = x(1-0)]

puis
R — )2 2'(h(15h)—2xh52 _ & [h (1~h) -4 h2(£rh)x + an?x?]
%+h™%x 12 | | LZ ol
I~h | | NN
1 (o -6.)2 ax = 4 ahf(1m)?
e x+h~ %%’ . T3 2
I L

Compte tenu de (2), il vient donc :

o . o (Y -hl)
Yy(n) = aln + 3 .&J&Jﬂ;lﬁ | 'J

OV



Pour apprécier un ordre de grandeur du biais, supposons par

Y. ~m
excmple que soit égal & 2 (valeur non exceptionnelle) de
, , v _ .
(YV~m)2 - : . ..
sorte que ———— - 1 est égal & 3. Fn h = 1/2, le terme de biais
» Voo o | . i .
est (1/32) a° L°/oy, avec of = A = (1/3) al. Avec A = al/2, qui est

la plus petite valeur autorisée, 05 =(1/6)al est le biais et (6/32)al
a comparer avec y(1L/2) = al/2 : il est de 40%! Dans une situation |
moins extréme ol L serait le dixieme du champ total, on devralt
prendre A = 5 al. le biais est alors (1/150)aL, soit.1/80 en valeur
relative. In conclusion : le varibgramme conditiomnel est. toujours
biaisé¢, mals ce biais’eét négligéable deés ue le domaine'condition-

nant V est ﬁetit vis-&~vis du champ total..

1-=¢c - Ie conditionnement optimal,

-~

11 est clair que ce biais du Varidgrammé condition~
nel, dans le cas gaussien,'est un effet parasite gue nous aurons

tout intérét a éliminer pour éviﬁer de compligquer inutilement les
‘choses lorsqgue nous passerons aﬁ cas logndrmal. Or cela est toujours
possiblefmoyennant'un choix judlcieux de la variable éonditionﬁante_

YV° Im_effet; désignons par m*(V) 1'estimateur universel optimal

 de 1l'espérance m & partir des Y(x), x € V et prenons Y, = m* (V)
comme variable conditionnante. On sait que m*(V)‘éxiste tpujours
dané 1'espace de Hilberf engendré paf‘les Y(x); x € V et, si V eSt.
. fini, admet toujouré une réprésentatioh m* (V) =J/ko(dx) YX avec‘uné'

mesure A, concentrée sur V-telle que

- (vyev f)\o(vdx) o(x-y) = n

(3) | . | D
C o ag@) =1 (Fm) = )



o

31 V n'test pas fini, cette représentation n'existe pas néces-

salirement, mais cela ne modifie pas la situation,
Avec ce choix Y = m*(V) de la variable conditionnente, on a
5 i A
par construction o}(V = oy = W pour tout x € V. les formules (1)

simplifient notablement ¢ il vient pour tout x € V

_ E L(Yxlmé) = m¥,
(51 S .
E]) (Yxl.m\f) = g7 -~ u
(

(

Cov (Y, Y Im ) = o(x-y)

Autrement dit, la P, A. conditionnée par mv est stationnaire
; * ‘ .‘ e Y
sur V, avec l'espérance my el la covariance o(h) - p. D'aprés (2),

T il e

en particulier, on trouve yv(x,y) y(x—y), de sorte que le vario-

gramme conditionnel est sans biais.

Bien que,‘dans les.applicafions pratigues, l'usagevééit plutot
(pour des raisons évidentes de simplicité) d'utiliser la moyenﬂe»
afithmétique Yy = (1/V)uf Y(x) dx, nous ne modifierons pas fonda—
mentalement les choses en condltlonndnt en m*(V), et cela nous per—
mettra plus facilement, dans le cas lognormal, de dégager les con-
.Clusions essentielles. iais il reste a exéminer le cas intrinseque
ou (ce qui revient & peu pres au mémé)-le cas ol l'ésPéréﬁce m.n'est‘

pas connue a priorie.

1-d - Passége aux P, A.I.-0,

Pldgons—nous d'abord dans les mémes hypothéses qu'

A - y(h)

il

en 1-a (es pcrance met COVarldlCe connues) et posons o(h)

i

Ol y est le variogramme correrondant. En principe A = o2 = o(0).



uais on peut prendre A > g2 et obtenir ainsi une noﬁvellg qua~
fiance, différant de la premiére par une constante pdsitive, et
tout aussi blen edaptée & la description correcte de la méme rdéa~
1ité expérimentaie (en termes de F.A. : nous remplagcons la cong-
tante m par une variable aléatoifé m{w) -constante dans 1'espace et
stochastiquement indépendente des Y(x) = Y(x,w). En termesde kyi-
geage universel, nous remplagons la dérive déterministe il par une
dérive aldatoire m(w), de sorte Que la covariance o(h) est majorde

d*une quantité constante E(m?))-

Examinons alors ce gul se passe lorsgue A tend vers 1'infini.

Dfaprés les relations (1), nous trouvons :

_L(lx”

vV = m 1 - A
) o ( A=Yyy

et de mlme

. - . (AaYXV)(A—YyV)

Cov (leylV) = A= Y- prm
Yov o Yeu.
N [ )
= A - ‘ny“n_A ‘ _YVV

Ry
YXV + vi - YXy — YVV

L.

A la limite, donc, mous trouvons une F.A. (non stationnaire)

d'espérance constante édgale a Yy o

4 N (
(4) - E - : |
o E Cov(¥, Y IV) = vy * Yyy = Yy = Yyy

Bien que non stationnaire, cette PF.A, est intrinséque et admet



...9...

le variogramnme y(h)..Dé (4), en effet, on ddéduit DZ(YXIV)~: :

=2 Yov = Yyv et par suite :
’ ‘ ) - —1. .? 2 . _ .. ~ . ] -
5 Bl T )7V = vy g = v (=)

Plus précisément, la ¥, A, (non stationnaire) définie en (4) est

une représentation de la F.A.I. de variogramme y(h). Si X(x) est

une autre représentation (quelcongue) de cette F.A.i., on trouve
en effet : ‘ o
Yo =y a0 = [xr) Aay)

avec YV = y nuldriquenent fixé. kn terme de théorie des P, A.L.~k,
si 2 : A ~'L2 est la F.A.I. de variogramme vy définie sur 1l'espace

AO des combinaisons lindaires autorisédes (de somme nulle) on a i
1] . 4 foued + '-. —
(‘4 ) | Y(x) = Yy + 2(6,-2)

Il s'agit donc, et cela est naturel, de la représentation par-
ticuliere associée a la mesure )\ utilisde pour construire la varia-
identi-

ble conditionnante Yy Par Qonstruction,.jfx(dx) ¥(x) = Yy

guenent,
I'avantage évident de la définition (4) est qu'elle se trans-—
N » ~ 7 . \ » .

pose sans aucun changement au. cas ou l'espérance a priori m est

inconnue ou méme n'existe pas, c'est-a-dire auncas ol il n'existe

qu'un variogramme y mais pas de covariance o(h).

. Dans les applications, également, il y aura intér€t & utiliser
les définitions (4). En effet, l'espérance m (& supposer qu'elle

. existe) est toujours inconnue, ainsi d'ailleurs gue la moyenne

| Yy = (1/V) J/i(X)-dx ~ V désignant ici la totalité du champ auquel



on s'intéresse. Dans ce cas, on obtient une excellente interpré-
tation ("modélisation" probabiliste) de la rdéalité en admettant
que la veriable régionaliséde a laguelle on s'intéresse est une rda-

lisation de la reyprésentation particuliére’(4') de la F.A.1.-0 de

variogramme vy, avec une ccnstante Y., numériguement inconnue, Méue
& Y 1

V .
s'il existe une covariance stationnaire o(h) telle que y(h) =

= ¢g(o) =~ o(h), L'interprétation ci-dessus est aussi bomme gue 1'in-

'terprdétation habituelle en termes de F.A. statiommaire. Plus pré-

cisément, ces interprétations sont strictement équivalentes et ne
peuvent pas 8tre discernées expdérimentalement 1l'une de l1lfautre,

du fait que la valeur numérique de la moyenne générale Y, est in-

v
connue. : que 1l'on adopte le schéma stationnaire ou la définition

v
cond, mais reste inconnue dans un cas comme dans l'autre, de sorte

(4), l'espérance E(YX) est m dans le premier cas, Y, dans le se-

gue 1l'on est de toutes les fagons obligé de travailler en intrin-

seque, i.e. de ne manipuler que des combinaisons lindaires autori-

sées. iais pour toute combinsison lindsire autorisde v € AO y les

deux concéptions conduisent au méme résultat E(//v(dx) Y(x)) = 0 et

BL( fvlax) ¥(x))?] = - [v(ax) y(x-y) v(ay)

Les deux ﬁmodéles" probébilistes-sont donc strictement- équivalents.

1—=e -~ Les reprdésentations priviligiédes.

Dans 1l'interprétation intrinééque (4'), & partla
cdnditiohd/k = 1 nous n'avons paé spécifié le chdix'de la ﬁesuré
A utilisée pour définifAla variable Conditionnante'Yv =V[A(dx) Y(x).
Dans le cas ol il existe une covariance d(h),_on a vu en 1—c qu'il

était possible de choisir pour YV l'estimateur dptim&l m*(V) et que,



dans ce conditionnement optimal, la P.A. conditionnée était sta-
tionnaire sur V. Cette stationnarité subsiste évidemment aussi. dans
le cas de la représentation (4) (car m*(V) ne dépend paé de la cons-
tante A, de sorte que les relations (3) subsistent pour A - o). 5141
n'existe pas de covariance stationnaire o(h) telle que y(h) =

= o(0) = o(h), on ne peut plus garentir en toute géndéralité 1l'exis-
tence d'une telle représentation localement statiomnaire. Toutefois,
lpour des Variogr?mmes pas trop réguliers au voisinage de l'origine
(et en particulier pour le variogramme lindaire dans Rn) et pour
tout domaine V borné, on peut trouver une mesure xo a support.déns

V vérifiant des équations analogues & (3), soit :
Vyev, Ufho(dx) v(x-y) = p

¢
(5) X |
( | fko‘(dX) = 1
Si 1'on choisit YV.:Q[AO(dX) Y(x) comme variable conditiomnnante,
on a donc YyV = Yyy = uly € V) et, avec ce choix de YV’ la repré-
sentation (4') est localement stationnaire dans V : pour x, y €V,

cette représentation vérifie en effet :

B
(5°) o
(

Nous.dirons que cette représentation localement stationnaire

est la représentation privilégiée dans V de la F.A.I.-O de vario-

gramme ¥,

Avec ce choix - toujours parfaitement compatible, pour un va-
riogramme y donné, avec la réalité expérimentale donnée dans V - le

modele "fonction aléatoire intrinséque" peut donc 8&tre remplacé par



‘le modtle éguivalent "fonction aléaﬁoire localement stationnaire
dans V" avec une moyenné YV numériquenent incomnue. C'est en fait,
implicitement,; ce gqui a ¢té fait dans l'exemple 1-b ¢ sur le seg-
ment (O,L) et avec un variogramme lindéaire, la mesure K§ =

.

2

(6O+6L) vérifie

k) . — _l
u/xo(ax)lx~y1 =3 L

i

ré

‘de sorte que la représentation privilégiée admet, sur (0,L), la

covariance stationnaire al/2 - al|h].

On notera bien toutefois ce point : la représentation privilé-
gide dolt &tre choisie une fois:pour touvtes, autrement dit le domaine
V sur lequel on i'évalue doit &tre le champ total auguel on s'inté-
resse. 9i, a l'intérieur dﬁ champ total V, on sélectionne tel ou
tel sous-champ v < V, 1a théorie du vafiogramme conditionnel daﬁs
v, conditionné par un Yv, se construit exactement comme dans 1-a
a partir de la T.A. étationnaife dans V de coveriance (dans V)

Mgy ~ v(h).

Dans ce qui suit, lesreprdésentatiors privilégiées nous permet-
tront de simplifier considérablement les calculs dans le cas des

F.A. lognormales,

2 — F.A.S.T. KT F.A.T. IOGNORMALES.

Nous allons maintenant examiner les F.A. lognormales, en
transposant les résultats du chapitre précédent. Rappelons d‘'abord

une formule générale. Si les Yi’ i=1, 25;...n sont gaussiennes avec



-3 -

L(Yi) = mi'et Cov (}i,Yj) = Gij, pour tout choix de constantes ki
réelles ou complexes, -les variables lognormales Zy = exp(Yi) Vv é~
rifient
Ty 1‘_ _...'..
no A DTN PRI WS TR S S A e I
By o2,7) =8e T =€ Tt oeftd
i1 '
Ceci n'est pas autre chose que l'expression de la fonction ca-

- jractéristique de la loi de Gauss a n variables. En particulier :

( | 1.2

EE(ZJ‘) _ emi+261

( BRI =
{s(apn) - (szp) e 7 %

(

( 5(2,2,) = Bz,) B(2,) €

E E(Ziéj) = E(Ai E(Aj e

etc... Dans ces conditions, si Y(x) est une F.4A. gaussienne telle

gque
E(Y(x)) = n(x)

(
(e
( COV'(YXYy) = o(x3y) .

la F.A. Z(x) = exp(Y¥(x)) est lognormale;‘aveé une espérance M(x)e

et une covariance centrée CG(x,y) donndes par :

- ©OBE)) = (x) = exp (m(x) + 4 o2 )

(6) | |
Cov(zy,2.) = Clx,y) = u(x) u(y) (e O _q)

Ces formules générales seront d}un emploi constant dans ce

qui suit. Notons, en particulier, 1l'expression générale du vario-

gramme TI(x,y) = % 5 [(ZX;ZV)2] :



2 f,

B o 2 (0] o_.
(67) r(x,y) = 2 M2 e X+ Lu)® eV ) uly) e

2~g — F.A5.T. lognormale,

Si Y(x) est une FP.A.5.T, gaussienme d'espérance m et de -
covariance o(h), Z4(x) = exp(Y¥(x)) est une F,A.S.T. logrnormale dont

1l'espérance M et la covariance centrée C(h) sont, d'apreés (6)

2
m+ —S
M = €

NN TN TN N

¢(h) = Mz(eac(h) - 1)

En particulier, si {(h) est le variogramme de Y(x) et o(h) =

= A - y(h), le varilogramme I'(h) de Z(x) sera

(n r(h) = 12 éA(1 - e mv(h),

Sous Cétte forume, nous voyons qu'il ne nous sera pas possible
de.parvenir a la notion de F.A.I.-lognormale en faisant simplement .
tendre A vers 1'infini coﬁme‘dans le cas gaussien : on trouverait
4 la limite un variogramme infini. Nous y reviendrons apreés a#oir

étudié le conditionnement, =

Dans ies épplications pratiques,—les vériables conditipnnantes
sdnt des moyeqneé arithmétiqﬁes de type Z, = g/k(dx) Z(X)“(Jfk =1).
Malheureusement, une telle variable ZV n'est pas lognorﬁale, Qt nous
ne‘savons pas former l'expiessionvexplicite de la loi de Zx a ZV
- fixé. Nous remplacerons Zv_par la variable gaussienne YV :V/i(dx) Y(x)

Aformée de manitére analogue a partir de Y(x). Il est clair que

Zy =fx(dx) eY(X)



=15 -

Y .
‘n'est ni égale ni proportionnelle a e V. Nous étudierons un peu

plus loin les rapports entre ces deux variables et nous verrons
que, du moins si le support V de la mesure A n'est pas trop grend,
la variance conditionnelle de Zy a ¥y fixé ne peut pas 8tre treés

grande,

Par conséguent, la loi de Z(x) conditiomnde par YV doit donner
une image pas trop déformée de la lol conditionnde par ZV que nous

ne pouvons pas atteindre directement., En particulier, le variogramme

de 2(x) conditionnel en Y, permet de mettre en évidence le phénoméne

connu sous le nom d'effel proportionnel, Nous obtenons son expression

Fv(x,y) en substituant directement (1) dans (6'). I1 n'est pas utile
d'expliciter cette formule, trop Compliquée pour 8tre aisément ma-

nipulée, bien qu'elle fasse épparaitre, en gros, un effet propor-
2Y

tionnel & € v .

Pour obtenir un résultat simple et aisément interprétable,

nous utiliserons la variable conditiommante optimale m¥(¥) définie

en 1-c. D’aprésf(B), Y(x) conditionnée par m*(V) est stationnaire

sur V- avec 1'espérance m*(V), la variance A = 62

- p et la cova-
riance A - y(h). D'apreés (7), on trouve donc, pour X, y €V 1'es~-

pérahce * et le variogramme Iy de Z(x)

¥ ‘ : m¥+ 4
My = E(2 Jmx(V)) = e

(8)

PoNITN NN N

rV(h) = m;)zeA“ - ev(B))

L'effet proportiomnel, en (MV)2 est donc ici présent & 1'dtat
pur. lais on notera aussi la présence, un peu inquiéfante, du coef-

. ficient QA qui dépend de V (car A = o° - by et p dépend de V).

«



En particulier, ici non plus il n'est pas possible de passer di-

rectement aux F.A.I. en faisant tendre directement A_Vers 1¥infini.

2-b - Tes W, A.T. lognornalp

Venons—en & cette difficulté., In toute rigueur, il ne

peutApas exister de F.A.I, lognormale. En effet, une F.A.I. est

définie comme une application linéaire de l'espace AO des combinai-
sons lindaires autorisées dans un L2(9,43P)° Si donc Z(A1)_et z(xg)

étaient lognormales pour A A, € AO, on surait A, + A

| 1? 1 2
z(x1+x2) ne seralt pas lognormale, puisque, comme on sait, la log-

- A et
€ "o
normalité n'est pas invariante pour les combinaisons lindaires.

D'autfe part, on ne peut pas non plus dire Qu'une F. AT,
4 i AO - L2 est 1ogn6rmalé si log Z est une F.A T, gaussiepne, Car
log Z n'applique pas lindairement Ay dans L2 et donc n'est pas une
F.A.I. Nous nous tirerons dtaffaire en pdubant par 1'1ntermed1djro
de la notJon de représ cntatlon, c est~a~dlre en exponentiant une
représentation perticuliere d'une F.A.I. gauss1enne. Plus précisé-
ment |

_Soit Y } Aé - L2 une F.A.I; ééussienne'ef Y(x) une représentam
tion particulidre de Y. Nous dirons (par abus de langage) que la F. Ao

{non stationnaire) z(x) = exp(Y(x)) est une F,A.I. lognormale.

Naturellement, les propriétés de %(x) vont dépendre de maniére
. essentielle du choix de la représentation particulidre Y(x) utilisée

‘pour.construire z(x).

Par exeumple, supposons Y sans dérive (EY = 0) et prenons_la '

freprésentation Y(x) = Y(éx—éé) nullé en x = 0. On a alors :
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(B = o

_E(Yx Yy

) = y(x) + y(y) - y(x=y)
D'apres (6), la P.A. lognormale nonnsteticmmaire 7(x) vérifie
w(x) = V(%)

6, y) = Y2y () =y(x=y) _ Jv(x)+y(y)

-Plus généralement, toute autre représentation de Y est de la
forme : X(x) = X, + Y(x), ol X, est une V.A. quelcongue non nécessai-

rement indépendante de Y(x). Avec m = E(XO), on trouve :

cov(¥, X,) = olx) + o(y) - y(z-y)

X
ou ¢ peut &tre une fonction queldcongue (sous réserve seulement gue
cette covariance soit de type positif). Pour Z(x), il vient alors :

]}é(}:) _ emﬂp(x),
(8')

NSNS NN

C(X‘sy) = ezm'*"‘r"(x)“_“q’(Y) (e(P(X)+SO(Y)—Y(X~y)~ 0

et le variogramme I'(x;y) n'a pas un aspect plus sympathique.

On doit bien notef que seul le ﬁariogramme-y doit &tre gonsiw
déré comme connu ou aqcessible expérimentalement. ILa donstante m,.
et a fortiori la fonction arbitraire ¢ restent complétement'indé—
" terminds., La regle opératoire gue nous impose impérativement la lo=
gigue de cette représentation consiste & ne jamais manipuler qﬁe des
expressibné dont‘1es caractéristiques probabilistes ne dépendent ni

de m ni de la fonction arbitraire ¢. Aultrement dit, nous pourrons



utiliser uniquement des combinaisons lindaires autorisdes

u/?x(dx) log Z(x), A € ‘A, portent sur Y(x) = log 2Z(xz) et des fonc-

tions erbitraires de telles combineisons lindaires autorisdées,

C'est la une situation tres 1nconfortab1 . 51, par excuple,

nous voulons évaluer AV (1/V) V/;(X)dx a l'aJdc de valeurs expé~

rimentales Za = exp(Y ), nous ucronu condult & former des expres-—

isions de lg Torme Y¥ = Z)ka Ya’ Z)ka = 1 et a essayer des estimateurs
Y* oy ' ' . e

de la forme B & . Mais Y¥ n'est pas une conbinaison linéaire auto-

Y%

risée et ZV - B e ne verljwe pas la regle opératoire domnde ci~

. R . Y*, 2
dessus, de sorte que la variance;d'estimation E(Z,~ Be )° déperd

v
de maniére irréductible de m et de 9(x). Dans ce contexte, nous ne
pouvons donc parler de maniére sensde ni de variance d'estimation

ni, a fortiori, d'estimateurs optimaux.

C'est pourquoi il faut, impérativewment, affaiblir la regle opé-
ratoire trop stricte gque nous nous somme imposée. Affaiblir cette
regle revient & diminuer, d}une mahiére ou d'une autre, le degré
d'arbitraire qui préside au choix de la représentation (8). C'est,
évidemmeﬁt, la fonction indéterminde © qui introduit la plﬁs large
part d'arbitraire, de sorte gue si nous pouvions 1l'éliminer, le
probléme redeViendraH¢raitablee Or, fort heureusement, cela est
possible si l'on conv1ent de n utlllser comme F.A., gaussiennes Y(x

que des~representations privilégides de la F.A.I. Y telles gqu'elles

ont été définies en t1-e.

Ceci introduit d'ailleurs une limitation (peu grave en pratigue)
puisgue nous ne pourrons plus utiliser que des variogrammes y pour
lesquels de telles représentations privilédgides existent (cette

classe est stable pour les combinaisons linéaires positives el con-
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nl® (0 < a < 2) et o%=g(h) pour toute

tient au moins les éléments
covariance statiomnaire o(h) : elle est donc tout-a-fait suffisante

pour les besoins de la pratigue).

Soit done V un domaine borné (mails suffisamment grand pour
contenir la totalité du champ augquel on s'intéresse effeqtivement),
et Ag la solution de (5) : nous utiliserons sur V pour Y(x) la re-—

|présentation :

Y(x) = Yy + Y(&X—}\O) | | (x e V)

ou YV restera une constante (non aléatoire) indéterminde. Alors,

dtaprés (5'), Y(x) est statiomnaire sur V, admet 1'espérance incori-

nue vaet une covariance de la forme :
(9) - o(n) = A - y(h)

1a conétante A est égale au parametre de Lagrange p du systéme
(5'), et, & ce titre, dépend du choix du domaine V. lais V ést ar—
bitraire (sous réserve de contehir le champ total) et peut &tre
pris'aussi grand que 1l'on veut, ILorsque V augmente (et si y‘n'est

2

pas de la forme y(h) = ¢“ - o(h)) A augmente .ind éfiniment., Autrement

dit, la constante A doit également &tre considérée comme inconnue,

Arrivé a ce stade, il y a intérét & changer la terminologie.

Au lieu de F.A.I. lognormales, nous parlerohs de fonctions éléatoires

lognormales et localement stationnaires sur un domaine V donné, que

' nous appellerons pour abréger des F.A.L.L.ST sur V. Ia définition
est la suivante @ | o
Une FP.A. %(x) est une F.A.L.L.ST sur V si Z(x)'==e¥(x) (x € V)

pour une F.A. Y(x) gaussienne et localement stationnaire sur V.

oW
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Si 1'on pose pour x, y € V
my = E(Y(X))v

%'E((Yany)z) = y(x~y)

PNITNETN NN NN

Cov(Yk Yy) = Ay - y(h)

on obtient, per conséquent, pour Z(x) (x, y € V) :

A

v

1
mv+ ':2-

Y

E(ZX) = My e

- (10)

A~ hAV
= ui(e " Vi) 1)

FTNITNATN N NS

COV(ZX,Zy)

Fn particulier, le variogramme de 7(x) dans V est

. | .
(11) r(n) =5 e ' (4 ~ (B

Cette définition, d'aprés ce qui précéde, doit &tre assortie

d'une regle opératoire qui est la suivante : Ne jamais manipuler

ue deg expressions dont les caractéristigues probabilistes sont
q P qu! IY

indépendantes des deux constantes A, et>nﬁ.

En fait, de ces déux restrictions, seule celle Qui concerne la
constante m, présente un caractére irréductible. En effet, désignons
- par VO c V le champ total Qui nous intéresse el par Ao la mesure vé-
rifiant : .
vy eV, S ag(ax) yey) = g

, (

| -
(12 . : ~
‘? i g' b/io =1 Supp A c V¥

Nous pouvons poser m*(VO) =J/ko(dx) Y(x) et considérer la F.A.
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Y(x) conditiomnée par m*(Vo). D'apres les paragraphes i-c et 1-e,
on obtient ainsi la représentation privilégide particuliere associde
av_
o)
E(Y_{V = m*{V
(Y, V) = me(v)

(
(
.%,COV(Yi’YylVo) = A, = y(x~y)

et cette fois AO est numériquement connue, car AO = Py est le para=-

metre de Légrange Po du systeéme (12).

Toutefois cette amélioration est plus apparente que rdéelle,

Dtapreés (10), on trouve en effet :

1" A
o o .
| E E(z(x) V) = HEVO =@
(13) - ( . N -
~y(h)
E Cov(Z, zy[vo) =.(M; )2 (e © o
o

et, en particulier, pour le variogramme conditionné

R ) A .
(14) o rh]vy) = (M{i 2 e o - e"Y(h))
. o |
I1 reste indéterminé & une constante multiplicative prés, car MV
: ‘ )
reste irréductiblement inconnue. :

2-c - Premieres conséquences,

- Examinons guelques conséguences de la définition de
F.A.L.L.ST qui vient d'&tre donnée. Nous verrons gue guelgues-unes

d'entre elles sont inattendues.

1 - Lte variogramme (arithmétique) d'une F.A.L.L.ST a toujours

" une portée finie,
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Ceci résulte immédiatement de (11) ou de (14). Ce variogramme
en effet, est toujours de la Torme PCh) = B(1 -~ Q—Y(h)) et vérifie
donc I'(k) = B quel que soit h. Par exemple, si y(h) = alh| est un

variogramme Jindaire, le variogramme T de la [, A. L. L.ST est exponen=—

tiel
r(n) = 81 - e~

f Du point de vue pratique, cette affirmation doit pourtant &tre
nuancée. Les donndes expérimenfale‘ djsponlbles cuant dans V, on ne
cornnait I'(h) expérimentalement que pour h &€ V @ V (en particulier,
si L est le diamétre de V, pour |h| « L). Donc, Si a est suffisam=-
ment petit pour gque 1l'on ait e-aL = 1 % alL avec une trés bomme ap-
proximation, 1eivariogramme expérimental observd sera I'(h) = B alhl,
i.e, linédaire. lais, si a n'est pas tres petit, la portde apparente'

de P(h)_se manifestera expérimentalement,

Je pense que cette remarque'présente une importance pratique
réelle pour 1l'analyse struoturale d'une P, A. lognormale., Chague fois
que le varlogrdmme arlthmethue experlmcntal présente une portge ap-~
parente, on doit se demander s'il s'agit d'un caractére réel du'phem
nomene étudiélqu<d'un simple effet de F.A.L.L.ST : pour en décider,

il faut former le variogramme des logarithmes,

2 - L'effet pr povtlonnel est clairement en évidence sur la
formule (14) Plus précisément, si v c V  est un.sous ch@8mp donné
et m¥(v) la variable conditionnante optimale associde a v, le vario=
grammé conditionnel en m*(v) est donné par cette formule (14), avec.
au lieu de A et ¥*(v) = exp(m + + A ) au lieu de M*(V )
Av o ” v. 2 Av To”°

s'agit donc bien a'un effet pfoportionnel en (M*(v))z°
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Dans les applications pratigues, on conditionnera en Zv =

= (1/v) béZ(x)dx ?lut@t qu'en m*¥(v), et nous ne savons pas Tormer
l'expression exacte du variogramme conditiohnel correspondant., On
peut penser cependant (dans la mesure ol la variance de m*(v) R
fixé n'est pas trop grande) que ce variogrammé conditionnel présen-—
tera, en gros, la méme allure que le prébédent, c'est~a-dire un
effet proportionnel en (ZV)Z. On pourrait faire gquelques calculs
explicites (comme dans l'exemple 1-c) -en ce qui concerne le vario-

. gramme conditionné, non par Z, luimm@me, mais par Y = (1/v)u/%(x)dx

v

mais nous ne nous lancerons pas dans cette opdration d'intérét dou~

teux,

Un point plus intéressant serait le suivant : en cas d'effet
de pépite, on observe souvent que 1l'effet proportiomnel n'affecte
pas de la méme maniéfe_la composante pépitiQue et la composante
continue du variogrammé arithmétique éxpérimental. On peut se deman-
der si ce résultat est a0 & un Simple effet de lognormalité ou s'il

faut lui trouver une explication ad hoc.

% - D'apreés la régle opératoire gque nous nous sommes fixde
P LE aq 3

nous ne dévons'pas utiliser d'expressions dont 1'espérance.dépend
de la cqnstante m, ou MV (a la rigueur,lcomme on 1l'a vu, 6n peut
_considéréf Ao Qomme_conhﬁ, moyennantAle choii de la reprééehtation
privilégiée associée au champ v, lui-méme). En particulier,,dohc,.
i1 devrait 8tre interdit d'utiliser le variogramme afithmétique
f(hlVo) dormé en (14). En prétiqué, ﬂg , bien qu3in00hnu, péut
'étre.estimé'é 1'aide desbdonnéés'eXpérgmentales, et F(h|VO) lui-~
méme peut faire l!objet.d'une.estimation. on prendra gardé, toutee'

fois, aux biais qu'entraine l'exponentiation des gaussiennes.:
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{2 situation expérimentaie typigque est la suivente : dans le
¢hamp VO, on a fait des prélevements aux poinﬁs Xyr @ = 15250001
et on connait les Za et les'Ya = log Za° In travaillent sur les Ya
on obtient une estimation (sans biais) v* dqu variogramme (logarith-
migque) y., Par contre, si 1l'on travaille sur les 4, on aboutira a
une estimation biaisde du variogramme arithmétique F(hIVO), En
effet, si § = {xa, @ = 1,...0n} est le domasine (fini) constitud des
points expérimentaux, notre variogramme arithmétique_expérimental
r% vérifie : , |
B(r#(n)) = r(h|s) = (ig)° &S (1 - ev(R))

¥*

S
optimale associde a S et AS le paramétre de lagrange correspondant.,

N ’ . v .* ‘X‘ - -
On comneit numériguement AS’ et aussi h% = exp (mS + % AS) puilsgue

et non E(r*(h)) = T(hlVo). Ici, M, est la variable conditionnante

. ‘ ! . N, 7 . s
mg = xg Y, avec des hg solution du systeéme (12) écrit pour le domaine
S. Autrement 4it, ce qui est accessible expdérimentalement ctest le

. - r . . . . ’ 3* ‘ ) )
variogramme arithmétique F(hIS) conditionné en Mg e I1 se trouve, par

chance, que I'(h|S) est un estimateur sans biais de r(hjv ), en ce

sens que l'espéfance conditiommelle '(hl|38) a m*(VO) fixé est égale
éAP(hIV ). In effet on é (M*)2 = exp (2 me + AL) et, & x fixé
Vgle =0T S | st s i ’

* ' ¥* ' R )
Mg, est gaussien, d'espérance Dy et de varlance.Ao - As° On a donc
. B O

amw (V) fixé

. - * N .

‘ * om, +2(A ~A.)
o A 24 2m 2A~ v o "o
E(Mg2 eY) = e 5 ple Sy -e S e o0

om. +2A
]Vo x 2 o)

En définitive, donc, le variogramme arithmétique expérimental

est un estimateur sans biais de P(hIVO).



3~ L'ESTTMATION DES . Al L. L ST

Ie probléme de 1l'estimation se pose dans les termes suivants s

on se‘donne‘uhe F,A,'gaussienne (localement) stationnaire dans Vo
d'espérance inconnue m et de covariance o(h) = A - Y(h) Le vario-
gramme y est supposé comnu. A la rigueur, comme on l'a vu, on peut
supposér A connu, mais en tout état de cause m est incomnu. On pose
z2(x) = exp (¥(x)), de sorte.que Z(x) est une P, A.L.L.ST sur v, et
admet 1l'espérsnce M, la covariance centrée C(h) et le variogramme

I'(h) définis comme suit :

(
(

(
g c(h) = H2( e p=y(n)_ 1)
g
(

2 A(1 _ Q—Y(h))

il
-
=
(

I'(h)

On suppose connues les valeurs %, = Z(Xa) (et Y, = log Za) en

n points X, € VO et on veut estimer :
= felan) a(x) = _[plax) e¥®)

ou p est une mesure donnée (de support dans v, et de somme unité).

Le probléﬁe comporté deux parties : premierement, former une classe
assez vaste d'estimateurs (non nécessairement 1inéaires)‘qui soient
sans biais quel&qque soient les constantes inconnues m et A, autre—

ment dit, construire une classe d'estlmateurs universels. Deuxie-

‘mement, & l'intérieur de cette classe, choisir le meilleur estima—
teur possible (selon un critere d'optimalité qu il conv1endra de -
définir avec précision) ou, si.cela se révele trop difficile, former
un estimatéur qui ne soit pas trop éloigné de cet estimateur optimal,

et nous verrons gqu'il existe pluolcurb possibilités.
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4-g - Recherche d'estimateurs universelg.

Nous dirons gqu'une fonction (non nécessairement liné-

aire) Z%(Za)'des 4, €st un estimateur universel de -z si E(Z*~Zo) =

O quelles que solient les constantes A et m. ¥n fait, on a E(ZO) =

M = exp (m + % A) et la condition d'uniVersalité se rdédult é :
‘E(Z*) = M = exp {(m + % A) 1(V m, A)
Une pfémiére possibilité, triviale, consiste &a prendre :
=27, 2A“=1

puisqu'aloré E(Za)'z M quel que soit M. #Mais, du fait que les ré-
gressions lognormales ne sont pas linéaires, ce n'est certainement
pas dans cette classe gue 1l'on trouvera l'estimateur optimal. Une
~autre possibilité consiste & remarquer gqu'avec leévYa fixds (et m
supposé connu!) 1'espérance conditionnelle de z(x) est de la forme

B exp (A YB),‘On peut donc chercher, parmi les expressions de cette

forme, celles aui vérifient la condition d'universalité. Or on trouv

. » o] 2.1 0B
' DA+ AT A )~ 5 A%
EBe % =B oM T Mt T B A 5 Yop

Par conséquent, moyennant la seule condition :
(16) o TA%=1 R e

et en prenant B = exp (% 2% 2P ), llestimateur

Yop

A%+ -15 AP

- vérifie B(2*) = exp (m + 5 A) = M, c'est-a-dire la condition d'uni-

[V

versalité.



..27_

I1 est possible gu'il existe d'autres classes d'estimateurs
universels, mais dans-ce qul suit nous nous limiterons a la classe
des estimateurs définis par les relations (16)- (17) et & ceux qui

s'en déduisent par combinaison lindaire : il est clair, en effet,.

LV
S
P

que si 1es:Zi sont des estimateurs universels, 2% = Z)Bi by est
également universel pourvu gue Z)Bi = 1. Cette classe est, en fait,

déja plutdt trop vaste.

5=b -~ Recherche d'un critere dloptimalité.

Le critere d'optimalité doit, lui aussi, vérifier
la regle opératoire de base, autrement dit &tre indépendant de m
(et si possible sussi de A). On peut envisager plusieurs possibi-

lités : variance conditionnelle de ZO a Z* fixé, variance d'esti-

mation E((Zomz*)g), variance relative E((Z*/ZO)Q) etc...

{ - Variances conditionnelles asyuptotiques.~ Un

simple coup d'oeil sur les formules (1) suffit pour voir que la va-
riance de Zo_é z% dépendra irréductiblement de m et de A ef né peut
pas conduire a un critére opératoire. Il en est ainsi m™ e si les
A vérifient la relation dulconditionnement.optimal éur l'ensemble
S = {xa} des points expérimeﬂtaux : car la relation Aa'Yan=‘pS
nfentréine nullement 2% Yox ps en x £ S. On pourrait enfin cher-
chef a utiliser les fésultats du paragraphe 1-d en,préhant'comme
critére>la Valeur'asymptotique'pouf A - o de la variance condition-
nelle. Ixaminons cette possibilité.

Posons donc (aveec 3 A% = 1)

Y=ty 2% = exp (vx + TA% AP y

aﬁ)

D'aprés les relations (4), & Y* fixé et pour A - o, la F.A.
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conditionnelle Yx vérifie

L(Y |Y*) =

(n
-
g Cov(Y,,Y i¥*).= x“(vxa+vya) - y(x=y) - 2%P Yop

En particulier, pour un x € VO donné, ceci domme

( 2 N o o 4P
g D (YX Y%) = 2 A Yy = AT Yo
~. Y ( in| T3 — | r @ — l a B
(18) é B(Z, |Y*) = exp(¥Y* + A Yo = 3 M A YaB)-

On obtient un résultat d'apparence paradoxale : bien que 2* soit

un estimateur universel de ZX’ donc vérifie
E(Z* - ZX).: 0 V A, m

oll 1l'espérance conditiomnelle E(ZXIZ*) =-E(ZXIY*) est asymptotique~
ment égale a C Z* pour A - o« avec une constante C = exp (A% Y ox

k KB Y B) différente de 1. En fait, il nt y a pas la de contradlc-
tion, car pour A 1nf1n1 l'espérance E(Z*) n'existe plus de sorte

que la relat;on E(z,) = E[E(ZX|A*)] = C E(Z*) est dépourvue de sense

Par'contre, nouS’pouVoné choisir les A% de'maniére & minimiser
la variance conditiomnelle logarithmique (celle de Y ) ou arithmé~
tique (celle de Z ). Ces deux formulations ne sont pas equlvalentes,
car

- vxap2(y 2
- oye+D2(Y_|¥*)  DA(Y.|Y¥)
D¥(z,l2%) = e P (e T 1

ne sera pas optimisée en mlme temps que DZ(YXIY*). En'fait, la pré-

* © s s .
sence du facteur »QZY qui dépend lui aussi des A® montre que la
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varisnce arithmétique D2(ZX|Z*).conduirait 4 un critére ou les
valeurs numériques des Ya interviendraient explicitement : bien

que cela ne éoit pas iﬁcompatible avec_notréirégle opératoire,

cette circonstance conduit & rejefer ce criteére. Il conduirait, en
effet, a2 un estimateur f* = A% Ya'oh les coefficients A% dépendraient
eux-mémes des Ya, et hous‘savons gue cela réintroduirait des biais
inextricables.

/

H
i

Par contre, minimiser la varience logarithmique Dz(Yle*) Con--
duit a un critere opératoire qui semble fort judicieux. D'apres (18)

et (16), cela conduit au systéme :

| (A*Cx) ygp = Yoy = B(x)
(19) : (
| | (

qui'n'esf'autre que le systéme habituel du krigeage (berit pour la
F.A., Y(x)). Ainsi Y* = Y*(x) = Aa(x)'Ya est identigue au krigeage
YK(X)'de Y(x). La variance (logarithmique) de ce krigeage est :

205) = 5 A& o 30 LB _ 5 4B .
ox(x) =2 A% y =A% Yop = § A Yo + 2 u(x)

Mais on notera gque l'estimateur Z* n'est pas égal (comme on
aurait pu s'y attendre) a exp (Y* + % Gi)’ mais a :
vk oA Bl 12

: - Y*4 = ATA ¥+ = o -
e = 2" NVap _ o T2 % TH

Malgré cette curieuse anomalie, nous avons la, semble-t-il,
un excellent estimateur universel pour la valeur ponctuelle Z(x).
51 maintenant nous voulons estimer 7 =~/;(dx)Z(x), il n'est pas

absurde de prendre l'estimateur (universel)
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: S : e+ 1 A O )\[3 v
(20) Zz:-/p(dx) (%) = fp(dx) e * 2 x 'x ‘of

Pourtant, cet estimateur est trop lourd pour 8tre effectivement
utilisé en pratique. De plus, nous ne savons pas exactement en quel
sens il peut &tre optimal., In effet, 2z*(x), formé & partir de (19),

est l'estimateur gui minimise la variance logarithmique conditiornel-

| . A _
le (asymptotique) D(Y(x)|Y*). Mais il n'y a 4videmment pas de re-

lation simple entre la variance de log (b/b(dX) Z2(x)) et celles des -
log 7Z(x), de sorte gue rien ne nous garantit que 1l'estimateur (20)

minimise la variance de log ZO a ZO fixé (il est vraisemblable gu'il

n'en est rien).

2 — Variance d'estimation E((§O~Z*)E)_
Examinons d'abord la variance d'estimation Bl(%(x) - 2%) %)
d'une valeur ponctuelle Z(x) donnéde. On trouve

. . - YOORS + 4 a8y
B[ (2(x) - 2%)°]) = E( e 20(x)y Ly E( e LIt 2 Y“B)

2% ma%By |
- E( e S . (1[3)
avec 2 ‘
w(e (X)) _ g2 oA
()40 %Y PPy U e
et ome2h = 2 A%\P Y
E( e Gy — e off

Par suite :

(21) 'E[(Z(X)V—Z*)z]imzeA' (1,—2 e __Y“x+'ec | ,Y“B)A



- Comme les constantes inconnues M et A n'interviennent gue sous
_ g

2 A

la forme d'un facteur constant M- e, les valeurs de A% qui mini-

misent la varisnce d'estimation (21) sont indépendantes de m et
de A, de sorte gue nous arrivons a un critere parfaitement opéra-
toire. On note gque le minimum de (21) n'est nullement donné par le

systémé (19) du krigeage ordinaire, mais par :

4B
7\(1 Y .o e M YaB =¥y e Yax "
(22) op px

NN NN N

On peut ‘le résoudre par itération, en partant de la solution
xg du systéme (19) et en posant par récurrance :

x o B
~A Y A A Y

o . n-1 ‘ox n-1 "n-1 ‘op

M baB N <YBX € * “n) e _

I

o«
n =1

Vu ltarbitraire qui préside au choix de ces divers criteres,
on peut sens doute aussi bien se contenter de la solution, plus sim-

ple, du systéme (19).

Passons maintenant & 1'estimation d'une valeur ZO =Q/§(dx) 7(x)

nonAponcfuelle. A nouveau, deux possibilités apparaissent. On peut
estimer Z(x), pour chague X, enAfofmant 1'estimateur 2#(x) =.H

= exp(A%(x) Ya + % A (x) }B(x) Yaﬁ) oﬁ‘les x“(x) constituent la so-
lution de (22), ou, si l'on préfere, de (19), et prendre Zzl=
=u/b(dx) Z*(x);'Ici encore, il s'agira d'un estimateur universel}
sans doute.frés boﬂ (bien que 1'on nevpuisse plus dire selon quel

critére au juste il est optimal) mais trop lourd & mettre en oeuvre

dans les applications (du fait que 1'on doit calculer les A%*(x) pour



pour toutes les valeurs de x).

L'autre possibilité consiste & choisir l'estimateur de la forme

(17)
oy 1 a4y
= @ A 1a+ 5 ATA Y“B

et & choisir les A% minimisant la variance arithmétique d'estima-~
. - 2
tion L(éo“z*> o Comme Z* vérifie la condition d'universalité 3 k

nous trouvons
- - P 2., . ,
L((Zo-é~) ) =D (40) + D (a%) -2 COV(AO,Z*)

D'éprés (15), on a tout d'abord :

H

Dg(zo) =v/ﬁ(dx)'C(X—Y) p(dy)

puis
A=\ KBY of

.Dz(z*) = ( e]) (%) -1) =A12 e - M

I1 reste a calculer la covariance de.ZO et 2% qui est :
COV(zo‘z*)‘=J/§(dx) Cov(ZX‘Z*)
. , A%y
= we ‘/;(dk) e ax —-M?

Finglement, ici encore, l'expression M? QA'se met enufacteur,
et on trouve : _
B[ (2, é*) 1=l et P/C/p(dX) e Y (xy) p(ay) -

A - KB -
Vax + € B]

(23) g o .
» g ~~gjfp(qx)_e

N S * o A .
les valeurs des A~ réalisant le minimum de cette expression -

ne dépendent pas de m ni de A (de sorte gue nofire régle opératoire

~y(x~y) '
m2 AJ/é pldx) p(dy) - M2

=1,



est bien vérifide) et ils sont solution du systéme :

| -1y A%y a
(251) x? Yog e ap =\J/YBX e Fo(dx) - p

FTNITNTTN NN

On peut résoudre ce systeme par approximation successives. On

formera d'abord la solution Ag du krigeage ordinaire :

« _ .
Mo Yag i/;Bx p(dx) -,

Ay =

puis, par récurrence :

A% AP
“.. _e n-1 n—1VYaB e

Ici encore, on-peut se demander dans quelle mesure la solution
a . ol : . X . :
AO du krigeage .ordinaire ne serait pas trés suffisante pour les be-

soins de la pratique.

3 ; Autreé péséibilités. Nous avons mentionhé d'autfes pos-—
sibilités. In fait, la plus intéressante d'entre elles reﬁbse sur
le prinéiﬁe d'approximation connu sous le nom de permanence devla
. 1ognqrmélité : des lors .que l'on admet gue Z, et Za.sont des va-
riables (simultanément) lognormales et que l'on est capable:de
 'calcu1er la matrice des covariances correspondantes, il n'y a pas
E de difficulté a calculer E((Zé—Z*)Z) et 4 déterminer les A% qui
minimisent cette variance., Nous y reviendréns dans le paragraphe

cili-dessous.



4 - LA PERMANKNCE DI TA IOGNORMALITE,

Nous arrivons maintenant a ce grand Serpent de Mer : la
permanence de la lognormalité. Soit Y(x) une F.A. gaussienne d'es-
pérance m et de covariance stationnaire o(x-y) = A - y(x-y), et soit

o Y(%)

Z2(x) = . Dans quelle mesure la variable :

(24) - Z =v/i(dx) 72(x) =V/X(dx) eY(X)

ol A est une mesure domée peut-elle &tre considérée comne (& peu
_pres) lognormale? Une wutre guestion gue 1l'on peut se poser concerne
lez rapports existant entre 2 et la variable gaussienne Y =J/X(dx)Y(x)é
Enfin, a supposer que ce priﬁcipe dé permanence soit admissible, com-
rent peut—~on en profiter pour former le plus simplement poséible un

estimateur universel et a peu preés optimal d'un 4y donné?

4—-8 - Les moments de la variable Ze.

Pour apprécier la permanence, nous allons calculer
les moments de la variable 7 définie en (24) et les comparer avec

ceux que l'on devrait avoir si 2 était lognormal .

Notons que l'on & pouf n entier > 0 :

Ykt
70 :ulyi‘:jfe X1‘+. X, x(dx1};..x(dxﬂ) f .
E[ez Y(X_i)] ) en w5 E‘J Oij

Pour n = 1, E(2) = E(eY(X)),= M avec

1 .2

m+ e)

m=e 2

Par suite; dans le cas général :



2 Y(x.)
E[ €
Donc :
_ nin-1)
(25) 2y =t e

kn particulier :

E(z) =

ba

CB(2%) = Wl f:[/é

.Zz o(x.,-x.)

= it eI |
n(n-1) . -3 y(x,-x.)
el R

cate 200 eyt

- Y(y —-X

o 1<d 7\((1)(1).. Aldx)

eof

-y {x=y)
A(dx) A(dy)

Si 2 etdlt lognormal on aurait 7 = eC pour une gaussienne
vcrlflant |
E(C) = p%(¢) = s?
, 2
i = gW's B(2%) = ¥° o°
Donce
' - (x-—y)
(26) = A+ log[/k(dx x(dy)
D'apres la formule lognormale générale I
. n{n-1 2
n s
e = (meh) e f

on auralt donc, si 2 était lognormal

Il l’l~° nSn._ }
logn(zn) =i e (fk(dx) e X y}\(dy))

(‘27)

Tout se raméne donc a comparer les expressions (25) et (27)

'Elles contiennent toutes deux
revient donc & comparer entre
Comme il n'y a éVidemmentﬁﬁas
un calcul

faire deux choses

n{n-1

le facteur wf‘e A

, et tout
elles les deux expressions intégrales.
de méthode générale, nous pouvons

approché (4l'ordre deux) en supposant



y(x~y) petit pour x et y parcourant le support de A, puis un éalm

cul explicite sur un cas particulier.

4~b- - Approximation d'ordre deux.

A 1'ordre deux, nous remplagons €' par 1 - y + % ’
d'ou
‘J/x e a1 —J/i YA+ "U/k ¥
( n(nf_l
g%eYk)~ &1___(_nr211_)fw)\+£i%_u/;\y>\
(28) § oy :
‘ g + é n(n-1)(n-2)(n+1) (ja ¥ 3)

- Ceci nous donne les deux premiers termes de (27). Il reste &

faire le méue’ calcul pour (25). De
- T ov(xg-x. ) ’ | N
e i< : =1 - 2 y(xl—x ) + -é- (E Y(xi—x.))_ ,
- o 1<3 , : i< : J

nous déduisons

S y(x, 17%3) | o o
ffe 1<y A(dxd).v_..x(dxn) = ﬂg—'ufx Y A

f f b Y(x -X. )) A(dx )... x(dx)

i<j

Ies:termes du premier ordre sont les mBmes que dans lé pre-l
miére expréssion (de sorte gque la permanance est vérifiée, si ;'on
Apeuﬁ dire; au premier ordre); Cette coincidence ne subsiste pas &
1'ordre 2. Considérons, enveffet,.l'expressiOn'i |

1<J y(x —xJ{) = 9 > y(xi—xj) y(xi,—x.,?

i<j i'<j! - J



..'57...
Jes raisonnements combinatoires simples montrent que cette

expression comporte i

Eig:ll termes du type Y2(Xinxﬁ)

(1) (a-2) W Oy W) A9)

iAx 120
_j#k'ji‘f

n(n—1)(i“2)(n“3) " ' y(xi—xj) y(x,~x )

Par consequent, notre terme d'ordre deux est

-lJ[ N/\ ;23 y(x. ~xai)‘ (dx )eoon(ax, ) IAEL—L{/C/;(QX 2(x-—y) x(dy)
n(n“”(n'zlfffwr(wy) Y(y-z) Y(dX) ?\(dy) Mdz)

. nF?f1)gn—2)(n-3) (;C/%»Y.§>2

11 est donc différent (quoiqu'en un sens pas tellement) des

termes d'@rdre 2 de 1'expresolon (28), qui Fyeia

ELE:__J(7; v KA+ n(n~1)(n—2)(n+1) (;C/R y .>

Autrement dlt : la permanence n' est vraiment vérifide qu'au

premier ordre, c est a—dlre pour un support dont le diametre L est

tel qué (y(L))2 soit tres petit.

4—C - EXemplg. A

Prenons y(h}-= alh] et

4

E Z =e-l(/Z(X)dX

(o]
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Calculons explicitement E(Z?) : d'aprés (25), il vient :

) =i b/;x J[ay J/ ~2a(x=2) 4

-2al -2a0
6 13 o3t [1 se pl=% 3 } |
4a° e ga” b

li

- D'autre part :

~al ’
dx —a(x- y)dy PN & ~ 1t 24
€2j ,[ aa 62

et pasr sulte

~af L 3
logn(z ) = @l oIh <? e " -1 +af

a’ E%

si al est grend, on a, asymptotiquement

E(z5>

N l\,xz
(o]

3 W e 1
1Ogn(z ) = 8

Ces deux expressions ne sont pas du méme ordre de grandeur

en (af) : la permanence est inadmissible pour les grands supports.

si al est petit, on trouve a 1'odre 2

E(Z3) = i QBA (1 ~ ae + 2 g pe )

PTNITNTNSTN N

B ogn(2) = n% 2% (1 - at +‘-112- a2 02)

la permanence est vérifide au premier ordre. En fait, l'accord est

excellent pour al s 1/10 et acceptable pour al < 1/2.



En conclusion de ces deux calculs ~ 1l'un général, mais appro;
ché, l'autre rigoureux, mais particulier — et compte tenu surtout
des résultats de ltexpérience, on peut svancer la régle pratique
suivente : la permanence de la lognormalité est tres bien.vérifiée
pour des supports dont le diamdtre € vérifie v(€) = 1/10, approxi-
mativement vérifide si y({f) < 1/2, mais beaucoup plus contestable

si Y(e) =2 1.

4—-d - Relation entre_YV et ZV‘

Avec les mémes notations, interrcgeons-nous mainte-

nant sur les rélaticns‘qui peuvent exister entre les deux variables
o Loy - (s _ L T(x)
Y = /alax) Y(x) o, 2z = [a(@x) 2(x) = /a(dx) e

Il est possible de calculer les ccvariances de Y et %, et aussi
l'espérance et la variance conditionnelle de % & Y fixé (mais non,
inversement, de Y é Z fixé, é moins de postuler la permanence de la

lognormalité): On troave, tout d' abord, sans dlfflculte :

- —v/kyh

Remplagéns donc Y par ¥Y¥ = Y + —v/k y h, de maniere & ce quc
Z* = exp(Y*) soit un estimateur universel de Z. En reprenant les

calculs du chapitre précédent (35-b-2), on trouve :

E(Z*) = M = E(2)

D(é*):l‘» ( ffk"ﬂ\ >

COV(Z é* = I (_ jl(dx) P,—‘/‘K(dy Y(X--Y) 1)

D (z_) = M° fuxfd;,) e v )Mdy) - 1)

FONTN TN ITN TN AT AT N N
'\)
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Intéressons-nous, maintenant, & la loi de Z a Y (ou Y*) fixé,
en nous limitant - pour simplifier les calculs ~ au cas asympbtoti-

que A - o, D'aprés (18), on trouve pour QhaQue x €V,

2 2YyyTY | .
Y) [e X ]

(
%
, X - Y
% pé(e *ly) = (g(e ¥
| Y. Y _ Y Y gy ey (g )=
% cov(e *, e V|y) = n(e*|y) ne Y|y (Jx-f”ﬂ v .?’) Yy D

On en déduit 1'espérance de Z =;/&(dx) eY(X) a Y fixé :

1 )
: Y"’“Y r Y
B(zly) =e 2 “/QJXY Adx)
A S

7 Vyy

En particulier E(Z|Y) n'est pas égal & 2% = € , sauf

toutefois dans le cadre de 1'approximation d'ordre {1 (c'est-a-dire,

comme on l'a vu, pratiquement sous l'hypothése de la permanence de

la lognormalité). A l'approzimation d'ordre 1, en effet, on trouve :

E(Z]Y) e (1 —»% YYY)J[[1_+-ny] A(dx)
Y 1 : Y+_2 Yyy %

Yo, o] | _ _ -
e (1 =7 vyt + vyy) =e (145 vyyy) =8 ax

]

En deuxidme lieu, la variance de 2 & Y fixé est domnée par :
, - | Y, ¥
D(z|Y) fj67x<dx> r(dy) cov( e 7, e YY)
2Y : 2y vt2Y ~2y(x-y);2y .
- [0 aay) e W S
Vg Vyy=Y (XY )=y |
-0 xY 'yY YY]
. A 1l'ordre 1, on trouve DZ(ZIY) = 0, c'est-a-dire Z ="Z¥ p.s.

A 1'ordre 2, toutefois, cette variance conditionnelle est > O, et

vaut @
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DZ(ZIY) = g QZ?J(VEYXY_+ Yyy «'y(X~y) - in)z A(ax) a(dy)
2y '
= % e Elya(dx) yz(x—y) rdy) - 2¢/k(dx) in + Y%Y]
_ : : : 14
Par exemple, pour y(h) = alh| et 2 = %~M[Z(x) dx, on a :
' o
=-‘3L3~ (_:35)]_ 1_x+3_<-._?:)
Txy = ¢ '2 € p2
2 _ 220 %, 2?20, xh
Yxy 47 ¢ 2703 ot

et finalement (& 1l'ordre 2)

D (zlY)

S
)
»

A la méme approximation, des calculs similaires donnent :

2@2
E(Z_IY) el f-é- a€+—6—6- + )

4—~e - L'estimation sous l'hypothése de la permanence.

'Supposons naintenant que 1'hypéthése de la lognorma—
- 1ité soit_aéceptable~sous la forme forte : éjsavoir Z0 =~/b(dx)§pt
| les Za expérimentaux obéissent (approximativement au moins) a une
loi lognormale & n+1 variables - et cherchons 1'estimateur univer-
sel’ |

oy 4 1 aa B
z*~ezana+2>\ A Top

(5 A% =9) qui soit optimal sous ces hypothéses. Nous pouvons alors

-~ car nous saurons la calculer - -nous dormner comme critere de mini-
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miser la variance logarithmique de ZO/Z*° D'apres le paragraphe
4=b=-2, on trouve les variences et covariances logarithmiques sui-

. . . \
vantes (en supposant (ZO,Z*) lognormales):

E p%(log z*) = A - A% AP Yop

( B( 7% 2,) | A%y,
(-Cov(log 2* log 4y ) = log - 2~—~— = A+ logdfb(dx) e

( | y

(

2
27 - s
Dz(log Z$3: log E(: 02) = A + logd[]b(dx) e v(x y),p (ay)
Par conséguent, la variance logarithmique :

D2(1og(Z*/ZO)) = Dz(log Z¥) + Dz(log ZO) -~ 2 Cov(log %*, log ZO)

| ey T S ,
= -2 logvfé(dxj e Sax )¢ KB,YGQ + log]@/&(dx) e Y()‘_")p(dy)

ne dépend pas des constantes incomnues A et m et constitue donc un
excellent critére 4'optimisation. Les A% minimisant cette variance

d'estimation logarithmique sont la solution du systeme suivant :

(
(ay Jvﬁx T pax)
a - Y
(30) - E jp(d/) e = 0X
| (
(

11 n'est pas identique au qystéme~(27‘) Ici encore,"on peut
le resoudre par itération en pdrtant de la solution K du SYyS teme

du krigeage ordinaire, et en prenant

Y T
»/%BX - p(dx)

fp(dx)e n 1 Vox

+p

P e e e W W N
>
SR
_<

N
>J

B e



I1 serait peut-8tre intéressant de procédder & une comparaison
numérigue méthodigque des estimateurs (23') et (30) ainsi gue des

variances dfestimation auxguels ils conduisent.
o]
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